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Johan Derks

In Bulgarije wordt Bulgaars gesproken, een
Zuid-Slavische taal die sterk verwant is aan
het Russisch. Wanneer Bulgaren contact
willen maken met de rest van de wereld,
dan moeten ze hun toevlucht zoeken tot
een taal die over de hele wereld gesproken
wordt. Bijvoorbeeld Engels, of Esperanto.
Peter en Ljudmila Arnaudov, wiskundi-
gen uit Bulgarije, vertaalden hun boekje
Amuza matematiko por gelernantoj (Amu-
sante wiskunde voor leerlingen) in het Es-
peranto. Het boekje reisde de wereld over
en bereikte onder andere Nederland. Want
ook in Nederland zijn er wiskundigen die
Esperanto spreken, zoals de schrijver van
dit stukje. Het boekje bevat goede ideeén
voor leuke wiskunde-opdrachten, wedstrij-
den en ‘de laatste les voor de vakantie’. Al-
les is geordend naar moeilijkheidsgraad en
sluit nauw aan bij bekende leerstof. Veel
aandacht wordt besteed aan historische on-
derwerpen, in de vorm van anekdotes en
gevleugelde uitspraken.

Om enig idee te geven van de sfeer van
het boekje staat hiernaast het toegangsbiljet
van een spelmiddag afgedrukt. Alleen de-
genen die weten dat ZBCD = 60° komen er
in! (en = in: iri = gaan)

Onder de quizvragen voor tien- tot twaalf-
jarigen staat: “Kiamaniere oni povas distri-
bui 5 pomojn inter 6 infanoj, distran¢ante
e¢ ne unu pomon je pli ol 3 partoj, por ke
¢iuj ricevu egalan parton?”

De vertaling luidt: “*Hoe kun je vijf appels
onder zes kinderen verdelen, zodat ieder-

een evenveel krijgt? Een appel mag in ten
hoogste drie delen gesneden worden™.

Ik zal het antwoord in het Esperanto geven:
Trancu du pomoijn je po (elk) tri partojn kaj
(en) tri pomojn je po du.

Voor dezelfde leeftijd de volgende ‘goo-
cheltruc’: Skribu sur peco (stukje) da pa-
pero kiun ajn (willekeurig) multiciferan
nombron. Disloku (verander van plaats)
giajn (zijn) ciferojn lat kiu ajn ordo. tiel
estigas (ontstaat) alia numero. La pli mal-
grandan (kleinste) el la du nombroj sub-
trahu de la pli granda. En la diferenco for-
streku (streep weg) unu el la ciferoj krom
(behalve) nulo kaj mi tuj (meteen) diros al
vi, kiu estas la cifero forstrekita de vi. (For-
strekita estas tiu cifero. kiu kompletigas la
sumon de la ceteraj gis nombro dividebla
per 9.)

Bijvoorbeeld: 9247638 — 3897246 =

5350392. Streep 3 weg. Danis5+3+5+
0+ 2 =24 en 27 — 24 = 3. Kom je er niet
uit, dan moet je maar Esperanto leren.




Kleine nootjes zijn eenvoudige vraagstukken die door iede
De oplossingen staan op de binnenkant van de achterfi

Kleine nootjes

De kubus

De afbeelding hieronder toont een kubus
die in twee stukken is verdeeld. Je kan
aan het voorvlak van de afgebeelde kubus
en aan het rechtervlak zien hoe de kubus
is doorgesneden; achtervlak en linkervlak
vertonen hetzelfde beeld. Je kan het bo-
venste deel van de kubus door eenvoudig
schuiven van het onderste deel scheiden.
Hoe is dat mogelijk?

2 Kleine nootjes

Plussen en minnen

Maak de onderstaande sommen kloppend
door op de plaats van de cirkels plussen en
minnen in te vullen.

5020605030 7=0
7040803050 1=10
6040509070 1=2

Cijfers en letters

In de volgende sommen stellen de letters
steeds een cijfer voor. Om welke sommen
gaat het?

U v
_
g vV v v
A+
AU UU
A
A
__#ar
B A 2 4
B A
B A
B A+
C B




Het schaakbord

Dit probleem gaat over een schaakbord en
32 dominostenen. Elke dominosteen past
precies op twee aangrenzende velden van
het schaakbord. De 32 dominostenen kun-
nen daarom precies alle 64 velden van het
schaakbord overdekken. Maar stel nu dat
we twee diagonaal tegenover elkaar lig-
gende hoeken van het schaakbord afsnijden
(zie de figuur) en één dominosteen weg-
gooien. Is het dan mogelijk 31 dominoste-
nen zO6 op het bord te plaatsen, dat pre-
cies alle velden bedekt worden? Als je
denkt dat dit mogelijk is, laat dan zien hoe
dit moet. Bedenk anders een argument
waarom het niet kan.

LT

3 Kleine nootjes

Wie is dit?

Een man staat naar een portret te kijken.
Iemand vraagt hem: “Naar wiens portret
kijkt U?” De man antwoordt: “Broers en
zusters heb 1k niet, maar de vader van deze
man is mijn vaders zoon!”

Een oud Chinees probleem

In een hok zitten kippen en konijnen. Sa-
men hebben de dieren 35 koppen en 94 po-
ten. Hoeveel konijnen en hoeveel kippen
zitten er in het hok?




De band die mensen met getallen hebben verschilt per persoon: sommigen hebben een
eigen mystiek universum van geluks- en ongeluksgetallen, anderen vinden ieder getal van
meer dan 2 cijfers onvoorstelbaar groot. Het gevoel dat bepaalde getallen ‘mooier’ zijn

dan andere is echter bijna universeel.

Drichoeksgetallen en kwadraten

Peter Stevenhagen

Een bekend criterium om de natuurlijke ge-
tallen 1, 2, 3, ... in ‘mooie’ en ‘minder
mooie’ te verdelen is het al dan niet heb-
ben van patroontjesharmonie. De eenvou-
digste patronen die men kan bedenken zijn
wellicht driechoeken en vierkanten. Onder-
staand plaatje laat zien dat dit aanleiding
geeft tot derijen 1, 3, 6, 10, 15 ... en 1, 4,
9, 16, 25 ... van driehoeksgetallen en kwa-
draten:

L] L
[ ] L eee
.. . ..
L o3 6 10 15
.. S
56 wes wesaimunia
L] LN *ee0 ee e LN

a0 16 25

Dergelijke getallen waren bijzonder popu-
lair bij de Pythagoreeérs, die het driehoeks-
getal 10 = 14243 +4, de retraktys, voor
een volmaakt getal en de sleutel tot het uni-
versum hielden. Wie gevoelig is voor der-
gelijke harmonieén kan, geheel in de voet-
sporen van de Pythagoreeérs en de getal-
lenmystici van de laatste 2500 jaar, zich
werpen op pentagonale en hexagonale ge-

tallen of op driedimensionale equivalen-
ten als piramidale en kubus-getallen. Er
zijn eindeloos veel al dan niet toevallige
verbanden, en men formuleert met gemak
meer vragen dan tien getaltheoretici kun-
nen beantwoorden.

Om een idee te geven van zo’n spontaan
opkomende vraag kunnen we bijvoorbeeld
constateren dat het achtste driehoeksgetal
36=14+24+3+4+4+5+6+748 ‘toeval-
lig’ een kwadraat is. Wie drichoeksgetallen
en kwadraten als harmonisch ervaart is na-
tuurlijk van een dergelijk superharmonisch
getal helemaal onder de indruk en grijpt ter-
stond naar een rekenmachine om het vol-
gende superharmonische getal te ontdek-
ken. Hierbij is het handig om, net als de
jonge Gauss op de lagere school, te consta-
teren dat er een eenvoudige formule voor
het m-de drichoeksgetal A, is:

Apn=1+2+4+3+--+(m—1)+m
= sm(m+1).

Een ijverige rekenaar ontdekt na enige tijd
dat het 49-ste driehoeksgetal 1 +2 + 3 +
... +49 = 1225 het kwadraat van 35 is,
en volhouders komen misschien wel tot het
288-ste driechoeksgetal, dat gelijk is aan




41616 = 204%. Daarna blijkt de superhar-
monie voorlopig op. Wie getallen boven,
zeg, een miljoen te groot vindt om over na
te denken is nu dus klaar. Bij anderen rijst
echter de vraag: hoeveel superharmonische
getallen zijn er, en hoe kunnen we ze vin-
den? Zijn er eindig of oneindig veel su-
perharmonische getallen? (zie ook p. 10
van het aprilnummer: Wiskundige bewij-
zen, vraag 4).

Een probleem van bovenstaande soort kan
men op diverse manieren aanpakken. Een
weinig inventieve, maar in de praktijk soms
produktieve aanpak bestaat uit het aanzet-
ten van de beste computer waar men beslag
op kan leggen. Afhankelijk van de moge-
lijkheden van het apparaat vindt men dan al
snel alle superharmonische getallen tot een
bepaalde grens. Een lijstje tot een miljard
bestaat uit 6 getallen en ziet er zo uit:

A n? m n

1 1 1

36 8 6

1225 49 35
41616 288 204
1413721 1681 1189
48024900 9800 6930

We constateren een tamelijk regelmatige
groei van de cijferlengte van de lijst van su-
perharmonische getallen. Om te testen of
de groei inderdaad exponentieel is, bereke-
nen we maar eens de quotienten van opvol-
gende waarden van n waarvoor n’ super-
harmonisch is. In 7 decimalen nauwkeurig
vinden we achtereenvolgens:

6.0000000,
58335333,
5,8285714,
5,8284314,
5,8284272

Hieruit wordt duidelijk dat we een vol-
gende superharmonisch getal in de buurt
kunnen verwachten van

5,8284272 - 6930 = 40391,000496.

Onze rekenmachine gaat nu gemakkelijk
na dat 40391°% = 1631432881 gelijk is aan
het 57121-ste driechoeksgetal. Een suc-
cesje voor de empirische wiskunde! We
kunnen, door ervaring wijs geworden, di-
rect doorstomen naar de volgende super-
harmonische waarde van n: %’% 40391 =
235416 (tot op 3 decimalen correct). Indien
we de natuur een beetje vertrouwen kun-
nen we stellen dat we een algoritme (een
recept) gevonden hebben dat steeds de vol-
gende superharmonische waarde van n aan
onze lijst toevoegt: kwadrateer de laatste
gevonden waarde van n, deel door de voor-
laatste en rond af op een geheel getal. Het
zou echter wat ver gaan om te zeggen dat
we nu begrepen hebben wat er eigenlijk aan
de hand is.

Laten we wat slimmer proberen te zijn, en
nog eens intelligent staren naar de waarden
van m en n in onze lijst — daar is tenslotte
meer aan te zien dan aan de superharmoni-
sche getallen zelf. We zien nu dat de waar-
den van m afwisselend even en oneven zijn,
en dat de oneven waarden 1 en 49 = 77
en 1681 = 412 alle kwadraten zijn. Ook




de zojuist gevonden waarde 57121 = 239°
i1s een kwadraat. De even waarden 8, 288
en 9800 zijn dat niet, maar wie het kwa-
draat 289 = 17° herkent, ontdekt al snel
dat de even waarden van m steeds een kwa-
draat min 1 zijn: 8 =3%2—1,288 =172 -1
en 9800 = 997 — 1. We concluderen, weer
empirisch, dat de waarden van m waarvoor
A, superharmonisch is afwisselend van de
vorm k° of k* — 1 zijn. Kijken we naar de
bijbehorende waarden van n, dan zien we
bovendien dat de waarde van k steeds een
deler is van n. Enige administratie leidt nu
tot het volgende tabelletje:

A n’ m E n

1 12 1}

36 3%~ 1 3.2

1225 7% 7-5

41616 174 =1 17-12
1413721 412 41-29
48024900 992 _ | 99.70
1631432881 239% | 239-.169
55420693056 | 577°—1 | 577-408
A A

% W

Hoewel we nog steeds niet precies weten
wat er aan de hand is, hebben we tenminste
de nodige structuur in de oplossingen ont-
dekt: er bestaan getallenrijen xy. x5, X3, ...
en yy, v, v3, ... (de linker- en rechter-
r1j in de rechterkolom van de tabel) zodat
het k-de superharmonische getal gelijk is
aan xf\f .

Voor het bijbehorende driehoeksgetal A,
geldt m = .v,% als k even is en m = x;:' ~ 1
als k oneven is. Als we de getallen xy, x5,
X3, ... €N ¥y, V2, V3, ... bestuderen, komen

we er al snel achter dat ze voldoen aan de-
zelfde recurrente betrekking:

prm.

Vi U= 29+ Vi1

Als we deze formules geloven hebben we
nu een redelijk snelle methode om super-
harmonische getallen te genereren. Bo-
vendien werkt deze methode, meer over-
eenkomstig de aard van het probleem, niet
meer met decimale benaderingen maar met
gehele getallen.

Vraag. Kun je nog meer relaties vin-
den? Waaraan zijn bijvoorbeeld 2}% (voor
even k) en x; + y; gelijk?

A 4 v

We willen natuurlijk ook graag begrijpen
waar deze mysterieuze recursies vandaan
komen. Laten we daarom eens de verge-
lijking die aan ons probleem ten grondslag
ligt bekijken:

: 9
%m(m + 1) =ns.

Voor even m staat hier dat het produkt van
de twee gehele getallen m/2 en m+ 1 een
kwadraat is, en voor oneven m dat het pro-
dukt van de gehele getallenmen (m+1)/2
een kwadraat is. Uit het feit dat het pro-
dukt ab van twee positieve getallen a en b
een kwadraat is volgt niet dat ¢ en b dat
zijn, denk maar aan 2- 18 = 36 = 6%, Dit
volgt echter wel onder de aanname dat a
en b onderling ondeelbaar zijn: een opgave




voor de lezer! We krijgen hiermee de ver-
gelijkingen

£¥
moneven: m=x"enm+1=_2
meven: m+1=x*

?

eom— 2ys

en dit ‘verklaart’ de vorm x*y* van onze
superharmonische getallen. Om de ge-
noemde recurrente betrekking te begrijpen
merken we op dat de getallen x en y oplos-
singen moeten zijn van de vergelijking

P2y 1.

Eigenlijjk staan hier twee vergelijkingen,
waarbij die met —1 bij de oneven m hoort
en die met +1 bij de even m. Merk op dat
de ‘flauwe’ oplossing x = 1, y = | corre-
spondeert met het kleinste superharmoni-
sche getal 1. We verlaten nu het domein
van de gehele getallen en herschrijven heel
brutaal de bovenstaande vergelijking als

(x +yv2)(x—yv/2) = £1.

Het invullen van de oplossing x =y = 1
levert (14++v/2)(1—+2)=—1.  Door
machtsverheffing volgt hieruit

(1+v2)*(1-v2)* = (-1)~
Het getal (1 + v/2)* kunnen we uitwerken:
(rVa =12y "2
=3+2v2

(1+V2?=7+5V2
(1+v2)* =174 12v2

Zo doorgaand definiéren we de getallen x;
en y; door

(14+ V2 = xe + V2,

en dit zijn voor k < 8 precies de door ons
gevonden getallen x; en y; (zie de tweede
tabel). We moeten nog laten zien dat uit
deze definitie ook de gevonden recurrente
betrekking voor de getallen x; en y; volgt.
Dit komt neer op het bewijzen van de iden-
titeit

1+ v2)5! =2(1+v2)k + (1 +v2)% L.

voor alle k. Deling door (14 v/2)! laat
zien dat dit een gevolg is van de eenvoudig
te controleren gelijkheid

1+ v2)2=2(1+32) + I

We laten het aan de lezer over om te ver-
zinnen waarom we alle superharmonische
getallen gevonden hebben, en om te laten
zien dat het k-de superharmonische getal
snel gevonden kan worden door het gehele
deel van van

(34 2V2)k
4/2

te kwadrateren. De gelijkheid 3 + 2v/2 =
5.828427124746... kan dan enig licht
werpen op onze eerste empirische obser-
vatie. -




In dit artikel maken we kennis met een

dynamisch systeem waarin een lijn-structuur

met een vreemde vorm alle naburige punten aantrekt;

een zogenaamde vreemde aantrekker.

‘De Hénon-aantrekker

Hans Lauwerier

In 1976 probeerde de Franse astronoom
Michel Hénon een eenvoudig dynamisch
systeem met een zogenaamde ‘vreemde
aantrekker’ te ontwerpen. Met behulp van
computerexperimenten kwam hij tot het
‘iteratieve model van Hénon’, een eenvou-
dig dynamisch proces met orde en chaos.

Xpi1 =Yn+1—1.4x2
yn+1 —_ 03)&},

We vatten x en y op als codrdinaten van
een punt in het (x,y)-vlak. Een willekeurig
startpunt (xp,yo) leidt door herhaald toe-
passen van de bovenstaande formule (itere-
ren) tot een hele rij van punten, de baan van

het punt (xg,yp)-
Dit eenvoudige model bevat naast line-

aire termen één kwadratische term, name-
lijk —1.4x2. Laten we deze term weg, dan
wordt het systeem nogal simpel. In dat ge-

val is het punt (¥, 3) een dekpunt, dat wil

zeggen, de iteratie van (1.,—0*%) is (1—70,%
(reken maar na). Dit punt is een aantrek-
kend dekpunt: de opeenvolgende iteraties
van elk punt in het x, y-vlak bewegen steeds
dichter naar dit dekpunt toe. We zeggen:
de baan van ieder punt convergeert naar het
dekpunt.

Met de kwadratische term erbij wordt het
gedrag van dit systeem opeens veel inge-
wikkelder. Met behulp van het volgende
programma gaan we kijken wat er gebeurt.

SCREEN 12 : CLS

DEFDBL A,B,X-Z : DEFLNG K

8 Wiskunde met de computer




/

A=1.4 : B=.3 aantrekker uitvergroot, zie je een aantal

WINDOW (-1.4,-.5)-(1.4,.5) schuine evenwijdige lijnen, een patroon dat
X=0 : Y=0 : K=1 ’start ongeveer hetzelfde blijft wanneer je nog
DO WHILE K<20000 AND INKEY$="" kleinere details uitvergroot. Dat wijst op
Z=X : X=1+4Y-A*XxX : Y=B*Z een zelfgelijkvormigheid in de dwarsrich-

IF K>32 THEN PSET (X,Y) ting, een eigenschap die karakteristiek is

: voor fractals. Je kunt dit met het pro-

. A$=INPUT4 gramma navolgen door de afmetingen van

END het kijkvenster met de WINDOW opdracht
an te passen. Om voldoende punten van
In het programma wordt een de an“de = deaantn rop het beeldscherm te krijgen
baan met beginpunt (0.0) getekend. \ he ntal iteraties sterk ver-
eerste 32 iteraties worden niet getekend, en, tot in '-~ miljoenen.
daarna worden grofweg 20.000 punten ge- 3 Het AN Hénon '~.- Lchaotisch
plot. Het resultaat is een kromme die uit  gedrag: als dicht bijelkaar figsende
paraboolachtige bogen bestaat, een soort startpunten kie zullen hun bane
bergweg met een aantal slingers en haar-  eindelijk totaal verschillend worden. Plo
speldbochten. maar eens honderd iteraties van de punten
Door met het programma te spelen, kun je  (0,0) en (0,0.0001),
zelf de volgende dingen ontdekken: verschillende eul;f:%.
1 Als je in plaats van (0,0) een ander start- 4 De baan yan he( punt (x,y) zal voor grote
punt in de buurt van de aantrekker kiest, ~waardenvan of y niet meer op de aa
dan krijg je dezelfde figuur. Dit betekent “uitkomen, maar ‘naar onei

o-" vlie-

dat opeenvolgende iteraties van alle pur/lg;enf/gen Probeer zelf eens een_programma te

in de buurt van de aantrekker n ¢ adn- schrijven dat uvitrekent-welke punten in het
e

trekker toe worden getrokkeén. (x,y)-vlak naar~oneindig’ gaan, en welke

2 Wanrfg Je-een detail van de Hénon op de-adntrekker terechtkomen. -

%
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Jan van Maanen

In 1584 vestigde zich in Leiden bakker Van
Schooten, die uit Vlaanderen gevlucht was
voor de Spanjaarden. Zijn zoon Frans stu-
deerde in Leiden wiskunde. Vanaf 1610
gaf hij wiskunde aan de Leidse Ingenieurs-
school en later ook aan de universiteit.
Frans had twee zoons, Frans (geboren in
1615) en Pieter.

Frans Jr. werd door de wiskunde gegrepen.
Het zat in de familie, want ook Pieter werd
wiskundige. Frans Jr. studeerde bij zijn va-
der, en maakte een studiereis door Europa
(1641-1643), waar hij het werk van Fer-
mat en andere topwiskundigen leerde ken-
nen. Met een van hen, Descartes, had hij
al langer contact. Descartes, een Franse
filosoof, woonde sinds 1628 in Nederland.
Frans Jr. had hem ontmoet via Constantijn
Huygens, de beroemde dichter en staats-
man. Huygens was geinteresseerd in filo-
sofie, en het was natuurlijk wel deftig om
zo'n beroemde filosoof als Descartes over
de vloer te hebben. Frans Jr. was privé-
leraar van Huygens’ zoons Constantijn en
Christiaan. Christiaan werd een van de
beste Nederlandse wis- en natuurkundigen
aller tijden.

Descartes werkte aan een boek over de
vraag hoe je wetenschappelijke problemen
moet oplossen (Discours de la Méthode).
Een terrein waar dat probleem-oplossen he-
lemaal niet goed ging, was de meetkunde.
In de oudheid hadden Griekse wiskundi-
gen, Euclides voorop, bedacht dat het een
mooi probleem was om meetkundige con-
structies uit te voeren met passer en liniaal.

10 Varia Historica

Frans van Schooten Jr.

Soms gaat dat heel gemakkelijk (de bissec-
trice van een gegeven hoek bijvoorbeeld),
soms is een passer en liniaal-constructie
lastig te vinden, en in de 19de eeuw is be-
wezen dat het vaak helemaal niet kan. Dat
er niet één duidelijk recept was om meet-
kundige constructies op te sporen, zinde
Descartes totaal niet. Hij had er een ant-
woord op, want aan het einde van de Dis-
cours stelde hij voor om meetkundige pro-
blemen eerst in algebra te vertalen. Als
in het probleem een rechte lijn voorkomt,
dan weten wij nu dat je die in een assen-
stelsel kunt beschrijven met een vergelij-
king (v = ax+ b bijvoorbeeld). Je gebruikt
dan Cartesische coordinaten, en die zijn zo
genoemd naar Cartesius, Latijn voor ‘Des-
cartes’. Assenstelsels, inclusief x en y,
zijn in 1637 ingevoerd in de Discours de
la Méthode, speciaal om aan meetkundige
problemen te kunnen rekenen.

Frans Jr. hielp Descartes in 1637 met het af-
ronden van zijn boek. Hij gaf commentaar
als hij iets onduidelijk vond, en hij tekende
de talrijke figuren. Zijn hele verdere leven
is hij de vaak moeilijke wiskundige ideeén
van Descartes blijven uitleggen. Veel van
de moderne wiskunde begint bij Descar-
tes, maar we kennen zijn werk uit de boe-
ken van Van Schooten. Het werk van Van
Schooten bleef ook na zijn dood, in 1660,
grote invloed uitoefenen. Er is, voor zo-
ver ik weet, nergens een straat naar hem ge-
noemd. Dat moet maar eens veranderen.

-




Ongeveer dertig jaar geleden begonnen zich de contouren df te tekenen van wat nu

‘chaostheorie’ heet. Sindsdien zijn veel chaotische verschijnsefn diepgadﬁdbesmaeejd..

Voorbeelden: het weer (Pythagoras nr. 2) of de Newtonmethode (nr. 3). In dit artikel

onderzoeken we chaos aan de hand van een eenvoudig natuurkundig model: de schommel.

De chaotische schommel

Henk Broer

lIedereen heeft in zijn kindertijd wel eens
geschommeld. Eerst werd je aangeduwd
door je vader of moeder, daarna leerde je
zelfstandig schommelen. Om al schom-
melend in beweging te blijven moet je de
wrijvingskracht overwinnen. Als je ge-
duwd wordt, gebeurt dit door een kracht
van buiten, maar hoe overwin je de wrij-
vingskracht als je op eigen kracht schom-
melt? Dat doe je door tijdens het schom-
melen niet stil te zitten, maar afwisselend je
benen te strekken en in te trekken. Als je je-
zelf opvat als onderdeel van de schommel,
verander je door te bewegen dus steeds de
lengte van de schommel.

Probeer maar eens de slingerbeweging van
een slinger aan een touwtje in stand te
houden door de lengte van het touwtje te
variéren. Laat het touwtje door een vrijhan-
gend ophangoog lopen, geef de slinger een
vitwijking en trek met regelmatige tussen-
pozen het touwtje op en neer. Hoe moet je
het touw precies op en neer bewegen?

In dit artikel bekijken we een wiskundig
model van een schommel, waarbij met een
vaste regelmaat de lengte van de schom-
mel afwisselend groter en kleiner wordt.
Het is niet zo moeilijk om een vergelij-
king op te stellen die de beweging van de
schommel beschrijft en met een compu-
ter kunnen we deze vergelijking oplossen.
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Er zijn heel veel verschillende oplossingen:
bij elke beginpostitie en elke beginsnelheid
van de schommel precies één. Elke oplos-
sing is een mogelijk bewegingspatroon van
de slinger, dit noemen we een baan van de
schommel. In figuur 1 zijn drie van deze
banen weergegeven.

Het fasediagram

Om de verschillende schommelpatronen
beter te begrijpen, gaan we de schommel-
beweging op een andere manier weerge-

Figuur 1. Het schommelzitje beweegt langs
een cirkel en de plaats op die cirkel variéert
in de tijd. We kunnen daarom een schom-
melbeweging weergeven op een cirkel die
variéert in de tijd: een cylinder.




ven, namelijk met een fasediagram. We
beginnen met het eenvoudigste geval, dat
van de slinger.

.

Een slinger is een schommel zonder
schommelaar: een gewicht hangend aan
een staafje dat scharniert in een verticaal
vlak. De positie van de slinger geven we
aan met een hoekcoordinaat ¢, dat is de
hoek die de slinger maakt met de vertikale
as. Deze hoek meten we in radialen. Als
de slinger beweegt, dan is ¢ een functie
van de tijd r. De hoeksnelheid ® is de af-
geleide van deze functie: (1) = ¢'(r). Als
we de slinger een kleine uitwijking geven
en loslaten, dan slingert hij gewoon heen en
weer. Omdat ¢ een functie is van ¢, kunnen
we een t¢-diagram maken:

e
e

t

We zien dat de beginuitwijking postief is
en dat de uitwijking afwisselend negatief
en positief wordt. Ook ® is een functie
van ¢, dus we kunnen ook een r®-diagram
maken:

4 e W
L T S !
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De beginsnelheid is nul en de snelheid
wordt afwisselend postief en negatief. Een
derde mogelijkheid is het maken van een
ow-diagram. Daarin tekenen we op elk
tijdstip # de positie ¢ en de snelheid o:

()}

Het punt A is het beginpunt van de bewe-
ging: daar is de uitwijking positief en de
snelheid nul. De beweging van de slinger
volgt de richting van de pijl: de uitwijking
wordt steeds kleiner en de snelheid groter
(maar negatief). Daarna neemt de snelheid
weer af en wordt de uitwijking weer groter
(maar negatief). In het punt B heeft de slin-
ger een halve slingerbeweging afgelegd,
daar is de uitwijking maximaal negatief en

Figuur 2. Drie slingerbanen. De bijbeho-
rende fasediagrammen staan in figuur 3.




baan 2c

baan 2b
baan 2a

de snelheid nul. Eén complete slinger-
beweging correspondeert dus met het
volledig doorlopen van de ovaal in het
dm-diagram. We noemen het pm-vlak het
fasevlak van de slinger en de beweging van
de slinger daarin het fasediagram.

In figuur 3 zijn in het ¢w-vlak een aan-
tal verschillende fasediagrammen van de
wrijvingsloze slinger samengebracht. Zo’n
afbeelding heet een faseportret.  Elke
lijn correspondeert met een bewegings-
mogelijkheid van de slinger en met een pijl
geven we de richting van de beweging aan.
Omdat er geen wrijving is, is langs zo'n
lijn de energie van de slinger constant. In
het faseportret kunnen we de verschillende
bewegingspatronen van de slinger herken-
nen.

Als de slinger niet al teveel energie heeft,
dan slingert de slinger gewoon heen en
weer en 1s — zoals we al gezien hebben — het
bijbehorende fasediagram ovaalvormig.

Een heel ander type beweging treedt op als
de slinger veel meer energie krijgt. Bij één
energieniveau horen dan twee lijnen, één
boven de ¢-as en één eronder. De bewe-
ging die hierbij hoort is die van een over de
kop slaande slinger, linksom boven de ¢-as
en rechtsom eronder. De kruispunten in het
faseportret horen bij het ‘evenwichtspunt’
(0, ®) = (£m, 0), waarbij de slinger stilstaat
op z’'n kop. Dit is natuurlijk geen stabiel
evenwicht: een klein duwtje is genoeg om
een ander bewegingstype te krijgen. Als de
energie van de slinger nul is, dan hangt de
slinger stil in z’n onderste evenwicht.

Wat gebeurt er als de slinger wel wrijving
ondervindt? In figuur 4 hebben we met
een computer een fasediagram van een ‘ge-
dempte’ slinger getekend. Vrijwel alle be-
wegingen dempen uit in het onderste even-
wicht (¢,) = (0,0), zoals je misschien
wel verwacht had.

\%‘ .

H (@

5 y‘b &)~ N
e Saitl

Figuur 3. Faseportret van de slinger zon-
der wrijving; O = uitwijkingshoek, ® =
hoeksnelheid. Omdat 360° = 0° herhaalt
het afgebeelde patroon zich langs de ¢-as.
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Figuur 4. Faseportret van de slinger met
wrijving. Langs de lijnen neemt de energie
af. Bijna alle bewegingen dempen uit in het
onderste evenwicht (¢,®) = (0,0).




Stroboscopische fasediagrammen
We tekenen nu het fasediagram van de wrij-
vingsloze schommel. Nemen we baan 1b
uit figuur 1, dan krijgen we de volgende
kluwen van chaotische lijnen te zien:

fasediagram baan 1b 0

il )

)

stroboscopische
waarnemingen

We passen daarom een truc toe. In plaats
van het hele fasediagram tekenen we
slechts een aantal losse punten, als volgt.
We herinneren eraan dat in ons model de
slingerlengte met een vaste regelmaat af-
wisselend groter en kleiner wordt. Volg nu
in het fasediagram de schommelbeweging.
Steeds als de schommellengte maximaal is
zetten we een puntje, dat wil zeggen, plot-
ten we de positie en snelheid. Een aantal
van zulke periodieke of ‘stroboscopische’
waarnemingen zijn in de bovenstaande lij-
nenkluwen getekend. Zoiets heet een stro-
boscopisch fasediagram. Er verschijnt op-
eens een patroon: de getekende punten vor-
men samen een co-figuur.

Figuur 5 is een stroboscopisch faseportret.
Hierin is een aantal stroboscopische fase-
diagrammen samengebracht. Als je goed
kijkt kun je nog enige sporen van het fase-
portret van de slinger zien: het onder-
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ste evenwicht (¢, ®) = (0,0) is instabiel en
wordt als het ware vervangen door de co-
figuur. Over dit stroboscopisch faseportret
zouden we heel veel kunnen vertellen; in
dit artikel hebben we slechts ruimte om
twee details toe te lichten.

De grote puntenwolk buiten het eo-figuurtje
hoort bij baan lc. Het zal je niet verba-
zen dat deze baan chaotisch is — als we
een andere baan nemen met bijna dezelfde
beginpositie en snelheid, dan krijgen we
uiteindelijk ongeveer dezelfde puntenwolk
te zien, maar de puntjes worden in een
heel andere volgorde doorlopen. De slin-
ger springt als het ware op een totaal andere
manier door de wolk heen.

Binnen het eco-figuurtje is er sprake van
orde. De pupillen van de twee ‘ogen’ ho-
ren bij baan 1a, de meest regelmatige bewe-
ging van de schommel. In dit geval treedt
resonantie op. Binnen één schommel-
beweging wordt de schommel twee keer

baan la

*~baan 1b

baan lc

Figuur 5. Stroboscopisch faseportret van
de schommel in het wrijvingsloze geval. Er
zijn acht stroboscopische banen afgebeeld.




langer en korter. Van één schommelbewe-
ging worden twee stroboscopische waarne-
mingen gedaan, vandaar dat rwee pupillen
bij één baan horen.

Hieronder zie je hoe bij baan la de
schommellengte vari€ert met de uitwij-
king: in het onderste punt is de schommel
het kortst, aan de uiteinden van de bewe-
ging is de schommel het langst.

schommellengte W e

uitwijking van

o schiomiiel e . i
5. U v

Een toepassing hiervan is de beweging
van een wereldberoemd wierookvat in het
bedevaartsoord Santiago de Compostela
(zie foto). Dit grote wierookvat wordt bij
speciale gelegenheden aan een lang touw al
brandende aan het schommelen gebracht.
Door het touw waaraan het wierookvat

Figuur 6. Stroboscopische fasediagram-
men van de schommel met wrijving. Deze
figuur bestaat uit slechts één rij van 50.000
waarnemingen.
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hangt twee keer op en neer te bewegen
in één slingertijd van het vat ontstaat een
schommelbeweging, die flink kan worden
opgezweept.

Wrijving

Wat gebeurt er tenslotte als in ons model de
schommel wrijving ondervindt? Het bijbe-
horende stroboscopische fasediagram staat
in figuur 6. Hier is slechts één stroboscopi-
sche rij afgebeeld. De meetkundige struc-
tuur van het diagram lijkt op een veelvul-
dig opgevouwen lijn. Opeenvolgende pun-
ten liggen niet netjes achter elkaar, maar
springen chaotisch over deze figuur heenen
weer. Als we een ander beginpunt hadden
genomen, was afgezien van de eerste paar
punten hetzelfde plaatje ontstaan. Het ob-
ject trekt als het ware alle beginpunten uit
de buurt ervan naar zich toe. We spreken
wel van een strange attractor. Deze meet-
kundige structuur heeft veel weg van de
Hénon-attractor, een ander voorbeeld van
een vreemde aantrekker (zie het artikel van
Hans Lauwerier op pagina 8 en 9). -




een boekenbon van 25 gulden!

Pythagoras Olympiade

Opgave 23

Neem de functie f(x) = 2%° +x -+ 1en
schrijf een flink aantal getallen van de rij
S(1), f(2), f(3), ... op. Schrijf onder deze
rij de verschillen tussen de opeenvolgende
termen. Je krijgt zo een nieuwe rij. Op-
nieuw schrijf je daaronder de verschillen
tussen de opeenvolgende termen van die
tweede rij. Bewijs dat deze laatste rij alleen
het getal 4 bevat.

Opgave 24

Op de zijde AC en de zijde BC van de drie-
hoek ABC tekenen we een vierkant. De
punten E en F zijn hoekpunten zoals in
de tekening is aangegeven. Bewijs dat FB
en AE elkaar loodrecht snijden.

Kun jij de onderstaande opgaven oplossen? Stuur dan je
oplossing naar het onderstaande adres en maak kans op

Stuur je oplossing naar:
Pythagoras Olympiade
TU Eindhoven

Faculteit Wiskunde
Hoofdgebouw kamer 9.50
Postbus 513

5600 MB Eindhoven
email: sander@win.tue.nl

Vermeld bij de oplossing je naam, adres,
school en klas. Stuur bij de antwoorden
ook een toelichting, waarin uitgelegd wordt
hoe je aan het antwoord gekomen bent (een
berekening of een bewijs). Insturen is mo-
gelijk tot en met 31 juli 1997. Onder de in-
zenders van goede oplossingen wordt per
opgave een boekenbon van 25 gulden ver-
loot.

De oplossingen van deze opgaven verschij-
nen te zijner tijd op de homepage en in het
oktober-nummer van Pythagoras volgend
schooljaar. Op de bladzijde hiernaast staan
de oplossingen van opgave 19 en 20 uit het
februarinummer.

Veel succes,

Wim Oudshoorn, Ronald van Luijk
en Sander van Rijnswou.

on \\ *




Opgave 19

Gegeven zijn drie even grote cirkels met
middelpunten A, B en C. De drie cir-
kels gaan alle door het punt M. Geef de
drie overige snijpunten van de cirkels aan
met £, F en G. Bewijs dat drichoek ABC
gelijkvormig is met driechoek EFG.

Oplossing. Merk allereerst op dat MA =
MB=MC=AG=GB=BE=EC=CF=
FA = r, waarbij r de straal is van de cir-
kels. Hieruit volgt direct dat er drie ruiten
in de figuur zitten, namelijk AMBG, BMCE
en CMAF. Omdat BE en MC tegenoverlig-
gende zijden van een ruit zijn, zijn ze even-
wijdig. Zo is MC ook evenwijdig met AF,
dus zijn BE en AF evenwijdig. Omdat ze
ook even lang zijn, is ABEF een parallello-
gram, waaruit volgt dat AB = EF.
Op dezelfde manier zijn o

sium uit Amsterdam en Stefaan Lippens.
De boekenbon gaat naar Remon Huijts.

Opgave 20 -

In het land Dil betalen mensen met dillars,
in Dal met dallars. In Dil krijg je 10 dillars
voor 1 dallar, in Dal krijg je voor 1 dillar
10 dallars. Je begint met 1 dillar en 0 dal-
lars. Kun je door herhaaldelijk wisselen er
voor zorgen dat je even veel dillars als dal-
lars hebt? Je mag steeds alleen maar een
geheel aantal dillars en dallars wisselen.

Oplossing. We zullen laten zien dat het
verschil tussen het aantal dillars en het aan-
tal dallars altijd een 11-voud plus 1 is. Ten
eerste is dit in het begin zo, want dan is het
verschil precies 1. Als we een dillar wisse-
len voor 10 dallars neemt het aantal dillars
met 1 af, terwijl het aantal dallars met 10
toeneemt. Het verschil (aantal dillars mi-
nus het aantal dallars) zal dan met 11 afne-
men. Als dat verschil een 11-voud plus 1
was, dan is het dat na het wisselen dus nog
steeds. Als we een dallar wisselen voor
10 dillars neemt het verschil juist met 11
toe, zodat het verschil nog steeds een 11-

wvoud plus 1 blijft. We zien dus dat inder-
laad het verschil altijd een 11-voud plus 1

al blijven. Daaruit volgt dat je nooit even-
1 S s kunt krijgen, want

ul moeten zijn en dat

1. Het kan dus niet.




Om naar school te gaan, hoef je niet meer door weer en
wind naar buiten toe. Via Internet kun je naar de
‘Digitale School’. Daar vind je alles wat een gewone
school ook heeft: een fietsenstalling, een gymzaal, de
redactiekamer van de schoolkrant en, niet te vergeten,
een wiskundelokaal.

De digitale school

Gerard Koolstra ~ / & 2
£~ A/ QJ
Het gebruik van Internet b%@jpt stee(/i‘s ’ge- De digitle school ;{9 een van de vele Ne-
woner te worden, ook in he l;gr{de-r derlandse o,nderw,usprOJecten op Internet.
.o C 4
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Een paar jaar geleden toen irvhe kverrewe§/ de drukstbezochte.

zet onderwijs nog,maar mondjeﬁ aat thet] T~/

Het wiskundelokaal

Fred Capel en Erik Ver)mlp V;z(n de Dalton-  Sinds fuim een jaar beheert de schrijver van
Vatel schol gemecn hap in Voorburg dit spukje het wiskundelokaal van de digi-
het idee van ‘D@mﬂe LhOOl gekomen. :
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ikt zijn vogr fye ;'Stuk o’ (zie

e ‘Prime Page’ van
ell geeft heel'veel informatie
inerende onderwerp. In Pytha-

ergronden over de recordjacht lezen, en
je hebt via allerlel links toegang tot ken-

et overzicht.
JE Tot ‘tovervier-
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en il ’ oudige Engelsta-
‘in miagisehe vierkanten van
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gze Site is een onderdeel
van de bekerde Forum’ server in
de VS. Als je klikt op “Magic Squares’ kun
je niet alleen uitleg krijgen over wat een
magisch vierkant is, maar met een muisklik
ook uitgebreide informatie bemachtigen

De Digitale School




over Lo Shu (het oudste magisch vier-
kant), de Melancholia van Diirer en het
8 x 8 magisch vierkant van Benjamin
Franklin. Bovendien kun je via een site
in Italié je eigengemaakte magische vier-
kanten laten testen en er een plaatje van
laten maken. En dan heb ik het nog niet
eens over magische sterren, kubussen, en-
zovoort. Met andere woorden, een lustoord
voor als je je wilt verdiepen in dat onder-
werp. Als je onze rondleiding verder wilt
volgen, moet je terug naar het wiskunde-
lokaal.

Daar weer aangekomen maken we een
sprongetje naar ‘analyse’. In de nieuwe
programma’s voor de bovenbouw zitten
ook reeksen. Bij dit onderwerp hoort ook
de rij van Fibonacci en de gulden snede.
Over dit onderwerp is op Internet veel te
vinden — een van mijn favoriete pagina’s
is die van Ron Knott van de Universiteit
van Surrey in Engeland: ‘Fibonacci Num-
bers and the Golden Section’. Vanaf deze
pagina kun je werkelijk alle kanten op: his-
torische informatie over Fibonacci, voor-
beelden van Fibonacci-rijen in de natuur,
formules om direct het n-de Fibonacci-
getal te bepalen, de gulden snede met aller-
lei afgeleide onderwerpen, puzzels die ver-
band houden met Fibonacci, en zelfs ‘ver-
valsingen’ van de rij van Fibonacci.

Een ander populair onderwerp in Pytha-
goras is kettingbreuken. Door te klikken
op ‘Continued Fractions’ kun je je niet al-
leen verdiepen in de theorie, maar je kunt
ook breuken omrekenen naar kettingbreu-
ken. Weer terug op analyse-pagina is het
wellicht aardig een zeer lastige integraal te
bedenken en die door de ‘Integrator’ te la-
ten oplossen.
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Terug naar het wiskundelokaal zou ik
zeggen: snuffel zelf maar verder. Voor
de puzzelliethebbers zijn er verwijzin-
gen, maar ook allerlei bruikbare software.
Je kunt allerlei wiskunde-tijdschriften
doorbladeren (waaronder Pythagoras), de
agenda of het prikbord bekijken. En nog
veel meer, het wijst zich vanzelf. Als je
er genoeg van hebt, dan is er ook nog een
uitgang. Deze geeft toegang tot de rest van
de digitale school. En wat daar allemaal te
vinden is, dat moet je zelf maar uitzoeken.

De WiskundE-brief

Voor wiskundedocenten is sectieoverleg
mogelijk via de zogenaamde WiskundE-
brief.  Dit is een wekelijks verschij-
nende electronische nieuwsbrief, die nu
al meer dan 20 keer verschenen is. In
de WiskundE-brief wordt de lezer op de
hoogte gehouden van actuele ontwikkelin-
gen in het wiskundeonderwijs en worden
ervaringen uitgewisseld, bijvoorbeeld over
de aansluiting basisvorming/bovenbouw of
over het gebruik van de grafische rekenma-
chine. ledere leraar die over email beschikt
kan zich via het wiskundelokaal van de di-
gitale school abonneren op de WiskundE-
brief. -




Kun je een mechanische procedure bedenken waarmee je
kunt beslissen of een vergelijking geheeltallige oplossingen

heeft?

Hilberxt’s tiende probleem

Michiel van Lambalgen en Chris Zaal

In 1900 presenteerde David Hilbert tij-
dens een groot wiskundecongres een lijst
van 23 belangrijke problemen. Probleem
nummer 10 gaat over zogenaamde Dio-
phantische vergelijkingen. Het bijzondere
van Diophantische vergelijkingen is niet al-
leen hun vorm, maar ook het feit dat er
alleen naar geheeltallige oplossingen ge-
zocht wordt. Een paar voorbeelden:

x> —2=0 : geen geheeltallige
oplossingen;

v +2=x :slechts twee oplossingen:
= O e

x* =2y* —1:oplossingen: x =y =1,
x =239 eny =435,

x? = 2y* — 1 : oneindig veel oplossingen
(zie pagina 7);

X"+ y" = 7" : geen oplossingen voor
n>2metx,yz#0
(Fermat’s laatste stelling).

Niet elke vergelijking is Diophantisch; toe-
gestaan is alleen optelling en vermenigvul-
diging van onbekenden. In de exponen-
ten mogen dus geen onbekenden voorko-
men en alle coéfficienten zijn gehele ge-
tallen. Diophantische vergelijkingen zijn
genoemd naar Diophantus van Alexandrig,
die in de derde eeuw na Christus een boek
over dit onderwerp schreef. Bij een Dio-
phantische vergelijking kun je diverse vra-
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gen stellen:

e Bestaat er een geheeltallige oplossing?

e Hoeveel geheeltallige oplossingen be-
staan er: eindig veel of oneindig veel?

e Kun je alle oplossingen precies beschrij-
ven? (zoals bijvoorbeeld op pagina 7)

Hilbert’s tiende probleem is:

Bestaat er een algoritme waarmee je voor
elke Diophantische vergelijking kunt be-
slissen of er een geheeltallige oplossing be-
staat?

Wat is een algoritme? Intuitief is dat een
mechanisch uitvoerbaar proces dat in ein-
dig veel stappen tot een resultaat leidt.
Voorbeelden zijn:

e Het recept voor het bakken van een cake.
e De bepaling van de nulpunten van een
kwadratische functie (met de abc-formule)
Voor de volgende speciale typen Diophan-
tische vergelijkingen bestaan algoritmen:
e n-degraads vergelijkingen in | variabele
(zie inzet volgende pagina);

e eerstegraads vergelijkingen in n variabe-
len;

e tweedegraads vergelijkingen in 2 varia-
belen (Gauss, rond 1800);

e n-degraads vergelijkingen in 2 variabe-
len, n > 3 (Thue, 1906; Baker 1966).
Buiten deze opsomming is er zo weinig be-
kend, dat rond 1940 bij sommigen het ver-




moeden rees dat zo’n algoritme niet kan be-
staan. Wie echter wil bewijzen dat zo’n
algoritme niet bestaat, moet eerst precies
zeggen wat een algoritme is.

Turing-machines

Je zou kunnen zeggen dat een algoritme een
computerprogramma is. Tegen zo’n defini-
tie zijn bezwaren: In welke taal dan? Hoe
weten we dat alle mechanisch uitvoerbare
en stapsgewijs verlopende processen ook
werkelijk in die taal gerealiseerd kunnen
worden? Zou er geen ander type computer
Kunnen komen, met een andere program-
meertaal, waarin het probleem wel opge-
lost kan worden?

Rond 1936 gaf de Engelsman Alan Turing
een betere definitie. Turing maakte een
grondige analyse van het rekenproces. Hij
ontdekte dat vrijwel alle berekeningen uit
de gewone rekenkunde uitgevoerd kunnen
worden met behulp van een klein aantal
elementaire stappen.

Wat deed Turing precies? In de eerste
plaats verving hij de vellen papier waar je
normaal op rekent door één lange strook
(in plaats van een strook papier kun je ook
denken aan magnetische tape). De strook
papier bestaat uit afzonderlijke vierkantjes,
en ieder vierkant bevat steeds één symbool.
De berekening van 12 x 12 zou er op zo’n
strook als volgt uit kunnen zien:

112|x[1[2]|=[1|2|0(+|2|4|=|1|4|4

De volgende vereenvoudiging is dat als
symbolen alleen maar nullen en enen toe-
gestaan zijn. Dit is geen essenti€le beper-
king: de letters van het alfabet kunnen we
immers coderen met een soort Morse-code
en getallen kunnen we “turven’.
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De derde vereenvoudiging betreft het aan-
tal symbolen dat in één keer gelezen (ge-
scand) kan worden. Turing bedacht dat het
voldoende was één symbool per keer te le-
zen (zie figuur 1; het leesvenster is aange-
geven met een dik vierkant).

Turing ontdekte dat met deze eenvoudige
hulpmiddelen toch een groot aantal reken-
kundige bewerkingen uitgevoerd kan wor-
den op zo'n strook. Je hebt daarvoor
een machine nodig die op de strook de
volgende elementaire bewerkingen uit kan
voeren:

SCHRIJF EEN 1
SCHRIJF EEN 0




GA 1 VAKJE NAAR LINKS

GA 1 VAKJE NAAR RECHTS

ALS INHOUD=1 GA NAAR STAP |
ALS INHOUD=0 GA NAAR STAP i
STOP

Een Turing-machine is een of andere ma-
chine die precies deze elementaire op-
drachten op de strook papier kan uitvoe-
ren. Een vrij primitieve machine zou al
volstaan, maar tegenwoordig zouden we
natuurlijk een computer gebruiken. Een
genummerde lijst van dergelijke opdrach-
ten noemen we een Turing-programma en
zo'n programma wordt uitgevoerd door een
Turing-machine. De machine leest dus
naast de strook papier ook nog een lijst met
opdrachten die één voor één gelezen en uit-
gevoerd worden.

Turing’s conclusie was dat elk (rekenkun-
dig) algoritme gereduceerd zou moeten
kunnen worden tot een Turing-programma
dat door een Turing-machine uitgevoerd
wordt. Volgens Turing is een algoritme dus
een Turing-programma.

Voor een berekening heeft een Turing-
machine gegevens nodig. Deze beslaan
een eindige rij van nullen en enen op de
papierstrook. Een Turing-machine heeft
geen apart geheugen. Alle gegevens die
tijdens een berekening onthouden moeten
worden, moeten op de (in principe on-
eindig lange) papierstrook afgedrukt wor-
den. Eén vierkant van de invoergege-
vens vormt de startpositie, daar begint de
Turing-machine te lezen. De ‘output’ van

een Turing-programma is de eindtoestand
van de papierstrook als het programma af-
gelopen is.

Een Turing-machine kan optellen: je kunt
een serie instructies schrijven die twee ge-
tallen optelt. Je begint bijvoorbeeld met de
volgende serie nullen en enen:

Of1r{1{0/1,1|1(0

Nadat het optelprogramma uitgevoerd is en
de machine gestopt, staat de leeskop aan
het eind en ziet de strook papier er zo uit:

O/1{1/0/1|1|1/0|1|1{1|1]|1]0O

De machine heeft dus 2 en 3 opgeteld en
het resultaat 5 opgeschreven. Een Turing-
programma dat dit doet bestaat al gauw uit
een regel of 40.

1. ALS INHOUD=0 GA NAAR STAP 3 | 1. ALS INHOUD=0 GA NAAR STAP 3
| 2. ALS INHOUD=1 GA NAAR STAP | 2. ALS INHOUD=1 GA NAAR STAP |
3. SCHRIJF EEN 1 | 3. SCHRUFEEN 1
4. STOP A STOP
Figuur 1 Figuur 2
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Hier komt een voorbeeld van een heel kort
Turing-programma:

ALS INHOUD=0 GA NAAR STAP 3
ALS INHOUD=1 GA NAAR STAP 1
SCHRIJF EEN 1

STOP

SWw NN

Laat je dit Turing-programma werken op
de beginsituatie van figuur 1 dan is figuur 2
het eindresultaat.

Een gevolg van Turing’s analyse is dat het
mogelijk wordt om een Turing-programma
te coderen door middel van nullen en enen.
Elke opdracht uit een Turing-programma
vervangen we namelijk door een bijbeho-
rende code, als volgt.

Code
000

Opdracht
SCHRIJF EEN 0
001 SCHRIJF EEN 1
010 GA 1 VAKJE NAAR LINKS
011 GA 1 VAKJE NAAR RECHTS
1010...01 ALS INHOUD=0 GA NAAR STAP
——

i nullen

0400
S’

i enen

100 STOP

ALS INHOUD=1 GA NAAR STAP i

Om een heel programma te coderen,
schrijven we simpelweg de codes van
de opdrachten achter elkaar op, plaat-
sen een 1 aan het begin en 111 aan het
eind. Het genoemde 4-regelige Turing-
programma heeft als code 11010001 10110
001100111.

Vragen. 1 Als figuur | de invoersituatie is,
wat doet dan het Turing-programma met de
volgende code: 1001010 101001000 011
101000001 000011 10101 100 111

2 Bestaat er een Turing-programma dat
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nagaat of een programmacode de stop-
opdracht 100 bevat? Je mag aannemen dat
de programmacode correct 1s. Het pro-
gramma moet de code laten staan en als
de stopcode gevonden is rechts van de 111
een | schrijven, anders een 0.

Het stopprobleem

De Turing-machine die het 4-regelige pro-
gramma van deze pagina uitvoert schrijft
een 1 als de invoer met een O begint en
stopt dan. Maar als het eerste cijfer een 1
is, worden beurtelings de eerste twee re-
gels van het programma uitgevoerd zodat
de machine nooit bij regel 4 komt. Kortom,
het programma raakt in een lus en stopt
nooit. Het probleem of een willekeurig
Turing-programma op een gegeven invoer
al dan niet stopt, staat bekend als het stop-
probleem (‘halting problem’).

We kunnen ons afvragen of er een algo-
ritme bestaat dat gegeven de code van
een Turing-programma en een invoer Kan
zien of het programma met die invoer
stopt. Zo'n algoritme heeft 6ok een Turing-
programma en van dit programma kun je
je vervolgens afvragen of het altijd stopt.
Dit is een ‘gemene’ vraag, want dit Turing-
programma moet dan ook ‘zichzelf’ kun-
nen onderzoeken! Dergelijke ‘in hun ei-
gen staart bijtende’ constructies zijn funda-
menteel in de logica, omdat zij vaak aan-
leiding geven tot tegenspraken. Een goed
voorbeeld is de zogenaamde leugenaars-
paradox:

Een getuige in de rechtszaal zegt opeens:
“Tk lieg”. Wat moet de rechter nu geloven:
liegt de getuige of niet? Als hij de waarheid
spreekt dan liegt hij — een tegenspraak!




Maar als hij liegt dan spreekt hij de waar-
heid. Weer een tegenspraak!

Een vergelijkbare tegenspraak leidt tot de
onbeslisbaarheid van het stopprobleem:

Stelling. Er bestaat geen algoritme dat
gegeven de code van een Turing-program-
ma en een invoer kan zien of het pro-
gramma met die invoer stopt.

In de leugenaarsparadox spreekt de leuge-
naar over zichzelf. Bij het stopprobleem
ontstaat een vergelijkbare situatie als we
een Turing-programma P zijn eigen code P
als invoer geven en ons afvragen wat er dan
gebeurt. Als we aannemen dat er een ‘alles-
wetend’ algoritme bestaat dat weet of P
op P stopt, dan krijgen we een tegenspraak
door dit algoritme te confronteren met een
strikvraag over zijn eigen code (zie inzet
hiernaast voor het complete bewijs).

De vraag of een Turing-programma P op
zijn eigen code P als invoer stopt kan ver-
taald worden in een Diophantische verge-
lijking. Het is namelijk mogelijk een ver-
gelijking D(x.y1....,v,) = 0 te maken met
de volgende eigenschap:

het Turing-programma P stopt op in-
voer P dan en alleen dan als de vergelijking

D(P.yi....,vy) = 0 oplossingen heeft.

Een algoritme dat zou kunnen beslissen of
deze Diophantische vergelijking een op-
lossing heeft, zou ook het stopprobleem
oplossen. De oplosbaarheid van Dio-
phantische vergelijkingen is hiermee te-
ruggebracht tot het stopprobleem, en dit
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probleem is onbeslisbaar. Er bestaat dus
géén algoritme waarmee je kunt beslissen
of een Diophantische vergelijking oplos-
singen heeft.

De bovengenoemde Diophantische verge-
lijking is zeker niet eenvoudig. De con-
structie ervan werd begonnen in 1946 en af-
gerond in 1970, door de toen 22-jarige Rus
Matyasevich. -




redactie: Dion Gijswijt

Cijfers tellen

Een getal heeft 7 cijfers. Het eerste cijfer
is gelijk aan het aantal nullen in het getal.
het tweede cijfer aan het aantal enen, het
derde aan het aantal tweeén, enzovoort, tot
aan het zevende cijfer, dat gelijk is aan het
aantal zessen in het getal. Bepaal dit getal.

Vol ... of leeg?

Een bad heeft twee kranen. de koudwater-
kraan en de warmwaterkraan. De warm-
waterkraan kan het bad in 12 minuten vul-
len. De koudwaterkraan doet er 9 minuten
over. Als het bad vol is en de stop wordt
er uit gehaald, dan loopt het bad in 6 minu-
ten leeg (met constante snelheid). Als het
bad in het begin leeg is, de stop eruit 1s en
beide kranen open staan, hoe lang duurt het
dan voor het bad vol is? — als dat tenmin-
ste lukt!

Achthoek

Acht geodriehoeken sluiten een achthoek
in. De lengte van de schuine zijde van de
geodriehoeken is 16 centimeter. Wat is de
oppervlakte van de ingesloten achthoek?
Wiskunde Olympiade 1990 (e ronde)
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Magische zevenhoek

Zet de getallen 1 tot en met 14 z6 op de
veertien knooppunten van de onderstaande
zevenpuntige ster, dat de som van de vier
getallen op elke lijn gelijk is.

Hoge ogen

Ada, Bart en Cas spelen een dobbelspel.
lIeder ontwerpt z'n eigen dobbelsteen door
op de zijvlakken van een kubus een aantal
ogen te tekenen. De uitslag van zo'n dob-
belsteen zou er bijvoorbeeld zo uit kunnen
zien:

Als Adaen Bart dobbelen, dan heeft Ada de
grootste kans om het hoogste aantal ogen
te gooien; haar dobbelsteen wint het dus
van Bart’s dobbelsteen. Op dezelfde ma-
nier wint de dobbelsteen van Bart van die
van Cas, die op zijn beurt weer wint van de

dobbelsteen van Ada. Hoe is dat mogelijk?




Oplossingen nr. 4

Dion Gijswijt

p. 11, Wiskundige bewijzen
1 Als aen b oneven zijn, dan kunnen we
ze schrijven als: a =2n+1enb =2m+ 1,
waarbij n en m gehele getallen zijn. Verme-
nigvuldigen we nu a en b, dan Krijgen we
ab = 4nm+2n+2m+1 =2(2nm+n +
m) + 1. Het product van a en b is een twee-
voud plus 1, dus oneven. |

2 Als (a,b,c) een priem-drieling is, dan is
een van de drie getallen a, b en ¢ deelbaar
door 3. Het enige priemgetal dat deelbaar
is door drie is 3, dus (3,5,7) is de enige
priem-drieling.

3 Als je voor x in de formule x> + x +
41 een geheel getal invult, dan komt daar
niet altijd een priemgetal uit. Neem bij-
voorbeeld x = 41, dan is 412 + 41 +41 =
41(41 +2) deelbaar door 41 en 43.
4 Zie pagina 4 t/m. 7.

p- 23. Derwisj-getallen
De drie derwisj-tweetallen zijn (2 3) G 4)
en (3,3).

p. 26, Magische kubus
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Op deze pagina worden de oplossingen van problemen uit het
vorige nummer besproken. Een volledige bespreking van
alle vragen en problemen is te vinden op de homepage.

p- 26, Fruit

De prijs van een appel, een banaan en een
sinaasappel noemen we a, b en s. We we-
ten dat: 3a+2b+s = 390en a+ 4b+
2s = 4,80. Hieruit volgt: 12a 4 8b+4s =
g <390 =15,60en3a412b465 =3 x
4,80 = 14,40. Optellen geeft nu 15a +
20b+ 10s = 30.00 en dus 3a +4b+ 25 =
6.00. Lisa moet dus 6 gulden betalen.

p: 26, Bamboe-probleem

Noemen we de hoogte van de knik a, dan
is de afstand van de knik tot de top 10 —
a. Dan kunnen we a berekenen met be-

~ hulp van de stelling van Pythagoras: a* +

32 = (10 — a)>. Dan vinden we a = 3;.
- De knik bevindt zich dus op een hoogte van
4,95 meter.

" p. 26, Taxi

De taxi-chauffeur moet achtereenvolgens
16 straten afrijden, waarvan 8 blokken naar
het oosten en 8 blokken naar het zuiden.
Hij kan een route kiezen door te beslis-
sen welke 8 van de 16 hij naar het zuiden
gaat, Het aantal mogelijke routes is daarom
('¥) = 12870.

p- 26, Cijfersom

611517
413020 ¢
1 /{o}{8]]9




Hieronder volgt een overzicht van de verschillende wiskundige activiteiten die in de
komende periode voor middelbare scholieren georganiseerd worden.

Data voor deze agenda aanmelden bij het redactieadres.
Email: A.A.J.Lefeber@math.utwente.nl

woe 18 juni '97 (20.00 uur)

Lezingenserie Hogeschool van Utrecht

dr. Marjolijn Witte

Het geslacht van de wiskundeknobbel (030) 2547230

4-8 augustus 97 kamp A voor 10-12 jarigen
1-8 augustus '97 kamp C voor 12-14 jarigen
[1-15 augustus '97 kamp D voor 13-16 jarigen
VIERKANT Wiskunde kampen (020) 4447776

18-31 juli "97
Internationale Wiskunde Olympiade (026) 3521294
Mar del Plata, Argentinié

vr 22 en za 23 augustus '97 CWI Amsterdan

do 28 en vr 29 augustus '97 TU Eindhoven

Vakantiecursus 1997 “Rekenen op het toeval™  (020) 5929333
Voor leraren in de exacte vakken aan VWO,

HAVO en VBO en andere belangstellenden.

vr 19 september "97

Tweede ronde Wiskunde Olympiade (026) 3521294
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Oplossingen p. 2en 3

Een oud Chinees probleem

Bij de 35 koppen horen 70 achterpoten.
Onder de 94 poten zijn dus 24 voorpo-
ten die bij 12 konijnen horen. Er zijn
daarom 12 Konijnen en 23 kippen.

Het schaakbord

Het kan niet: 1 dominosteen bedekt 1 wit
en 1 zwart veld. De 31 dominostenen be-
dekken samen dus 31 witte en 31 zwarte
velden, terwijl het ‘geschonden’ schaak-
bord 30 witte en 32 zwarte velden heeft.

Plussen en minnen

§2 gl S PpF=T= D
TS =dedsl =10
6+4—-5+9+7—-1=20

De kubus

Wie is dit?
Zijn zoon

Cijfers en letters

89 999
9.+ g+
98 1000

% 4
5 23
5 23
54 234

WU
\O
(]

Over de medewerkers

drs. A.A.J. de Boer

is actuarieel medewerker bij de Postbank
prof.dr. H.W. Broer

is hoogleraar dynamische systemen aan de RUG
prof.dr. J. van de Craats

is hoogleraar wiskunde aan de UvA en

de Open Universiteit

drs. J.H. Derks

is leraar wiskunde aan het Mondriaan College
te Amsterdam

dr. L.J. van Gastel

is werkzaam bij het Expertisecentrum Computer
Algebra Nederland

D.C. Gijswijt

is student wiskunde aan de UvA

dr. K.P. Hart

is docent topologie aan de TU Delft

H. Haverkorn

is leraar wiskunde aan de Nieuwe School

te Amsterdam

drs. A. Heck

is werkzaam bij het Expertisecentrum Computer
Algebra Nederland

B. de Jongste

is recreatief wiskundige te Den Haag

dr.ir. T. Koetsier

is docent geschiedenis van de wiskunde aan de VU
drs. G.J. Koolstra

is leraar wiskunde aan het St. Michaél College
te Zaanstad

dr. M. van Lambalgen

is docent logica en kunstmatige intelligentie

aan de UvA

prof.dr. H.A. Lauwerier

is emiritus hoogleraar toegepaste wiskunde

aan de UvA

ir. A.A.J. Lefeber

is AlO systeem- en besturingstheorie aan de UT
R. van Luijk

is student wiskunde aan de UU

dr. J.A. van Maanen

is docent geschiedenis van de wiskunde aan de RUG
drs. W.R. Oudshoorn

is AIO algebra en meetkunde aan de RUG

ir. S.M. van Rijnswou

is OIO computeralgebra aan de TUE

dr. P. Stevenhagen

is docent algebraische getaltheorie aan de UvA
prof.dr. F. Takens

is hoogleraar dynamische systemen aan de RUG
drs. C.G. Zaal

is OIO algebraische meetkunde aan de UvA




Pythagoras

Pythagoras wordt uitgegeven onder auspicién van de
Nederlandse Onderwijscommissie voor Wiskunde en richt
zich tot leerlingen van de bovenbouw van VWO en HAVO.
Pythagoras stelt zich ten doel jongeren kennis te laten maken
met de leuke en uitdagende kanten van wiskunde.

Abonnementen

Abonnees kunnen zich aanmelden op één van de volgende manieren.
Telefonisch: (070) 314 35 00, per fax: (070) 314 35 88,

via Internet: www.wins.uva.nl/misc/pythagoras/abonnee.html

of schriftelijk (een postzegel is niet nodig):

NIAM b.v., Antwoordnummer 97007, 2509 VH Den Haag

Tarieven '96-'97

Een jaarabonnement op Pythagoras kost fl. 37,50
Losse nummers fl. 8,— of BF 160

Overige prijzen (per jaar):

Pythagoras Belgie BF 950

Pythagoras buitenland fl. 52,50
Pythagoras/Archimedes fl. 67,50
Pythagoras/Archimedes Belgie BF 1570
Pythagoras/Archimedes buitenland fl. 83,50

Reductietarief
Een ieder die meerdere abonnees aanmeldt op 1 adres, ontvangt
per 5 abonnementen een gratis jaarabonnement op Pythagoras.

Betaling

Wacht met betalen tot u een acceptgirokaart krijgt thuisgestuurd.
Bij tussentijdse abonnering ontvangt u alle nummers van de lopende
jaargang. Abonnementen zijn doorlopend, tenzij voor 1 juli
schriftelijk bij de uitgever is opgezegd.

Uitgever

NIAM b.v.

Neuhuyskade 94

2596 XM Den Haag

Telefoon (070) 314 35 00

Fax (070) 314 35 88

Gironummer 5513796

Bankrekening Belgie: ING Bank Brussel
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