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R e d a c t i o n e e l 
In het schooljaar 1997-1998 staat het thema Priemgetallen centraal. In vijf artikelen zal in 
Pythagoras aandacht geschonken worden aan priemgetallen en hun toepassingen. Bij dit 
thema hoort een poster (ziep. 24), die ook los te bestellen is. Met ingang van dit schooljaar 
wordendeschoolabonnementenweerinerehersteld.Mitsbesteldviadeleraar,kostéénjaar 
Pythagoras voor leerlingen in het voortgezet onderwijs maar f25,-. 
Voor nieuwe lezers is het volgende van belang: Pythagoras is een blad voor jongeren met 
belangstelling voor wiskunde. Dat betekent niet dat het alleen bestemd is voor leerlingen 
meteen wiskundeknobbel .Door zoveel mogel ij k va riatie in de onderwerpen aan te brengen 
hoopt de redactie een zo breed mogelijk publiek te boeien. Maar niet alle artikelen zijn even 
gemakkelijk. Om het de lezers gemakkelijker te maken, staan bij artikelen in Pythagoras 
rondjes die de moeilijkheidsgraad aangeven. Bij een artikel staan nul, één, twee of drie 
rondjes: 
Géén °'s betekent: geen enkele wiskundige voorkennis vereist, voor iedereen te begrijpen; 
één rondje ° betekent: voor iedereen vanaf de derde klas te begrijpen; 
twee rondjes °°: hiervoor heb je wiskunde uit de vijfde en zesde klas nodig; 
drie rondjes °°°: dit gaat net iets verderdan demiddelbare-schoolstof. ^ 

Lezersprij svraag 
Het nieuwe schooljaar beginnen we met een 
lezersprijsvraag. De deelname aan deze 
prijsvraag staat open voor iedereen, maar 
voor leerlingen in het voortgezet onderwijs 
zijn er prijzen: 100.- voor de beste in-
dividuele inzender, 100.- voor de beste klas 
en 100,- voor de beste school. 

VIER VIEREN. Gevraagd wordt om met vier 
vieren zoveel mogelijk van de getallen 1, 2, 
3, tot en met 100 te maken. Een paar voor-
beelden: 

, 44 . 4 4 
^=44 2 = - + -

Alleen het gebruik van de volgende tekens 
is toegestaan: -h, - , x, : en machtsverhef-
fen. Daarnaast mogen ook gebruikt wor-
den het wortelteken ,A, het faculteitsteken 
! en de decimale schrijfwijze,4 voor -j^. 

Inzenden is mogelijk tot 21 december 
1997. Vermeld bij de oplossingen ook 
school en klas. Oplossingen kunnen naar 
onderstaand redactieadres gestuurd wor-
den: 

Erjen Lefeber 
Faculteit der toegepaste wiskunde 
Universiteit Twente 
Postbus217 
7500 AE Enschede 
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Kleine nootjes zijn eenvoudige vraagstukken die door i^Êi'^^^.g^.Wdakt'ku, 
den, zonder enige wiskundige voorkennis. De oplossingen staan op p. 32 van 

Chocolade breken 
In een Tax Free Shop zijn chocoladerepen 
verpakt in doosjes van 7 of 12. Je kunt daar-
om bijvoorbeeld 26 repen chocolade kopen 
zonder een doos open te hoeven maken: 
koop één doos van 12 en twee van 7. Maar 
hoe je het ook probeert, je kunt geen 27 re-
pen kopen zonder een verpakking te moeten 
verbreken. Wat is het grootste aantal repen 
dat niet gekocht kan worden zonder een 
verpakking open te moeten breken? 

Persconferentie 
Alvorens in hun ruimtevaartschip te stap-
pen, presenteert de vierkoppige beman-
ning van de Russisch-Amerikaanse Mars-
vlucht zich voor de verzamelde inter-
nationale pers. De astronauten hebben 
aan boord vier verschillende functie's: pi-
loot, technicus, wetenschapper en radio-
operator. Ze zijn goed gehumeurd en ma-
ken tegenover de journalisten de volgende 
opmerkingen: 

Ken zegt: "Ik benniet de piloot." 
Yuri zegt: "Ik ben niet de technicus." 
Ilja zegt: "Ik ben niet de wetenschapper." 
John zegt: "Ik ben niet de radio-operator." 
Ken zegt: "Ik ben niet de technicus." 

Even later geven ze toe dat slechts één 
van deze opmerkingen waar was. Kun jij 
bedenken welke astronaut welke functie 
heeft? 
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Middeleeuwen 
Tijdens een zeer bloedige middeleeuwse 
veldslag verliest 85% van de strijders een 
oog, 80% verliest een arm, 75% verliest een 
oor en 70% verliest een been. Wat is ten 
minste het percentage vechters dat zowel 
een oog, een oor, een arm als een been ver-
liest? 
Lewis Carroll 

Zagen 
Het kost 36 seconden om eenboomstam met 
een kettingzaag in vier stukken te zagen. 
Hoeveel tijd kost het om een identieke 
boomstam in vijf stukken te zagen? 

Broers en zussen 
Een meisje heeft evenveel zussen als broers. 
Elke broer heeft twee keer zoveel zussen als 
broers. Hoeveel broers en zusters zijn er in 
deze familie? 

Overtrekken 
Kun je bovenstaande figuren met een pen 
overtrekken zonder een lijn twee keer te te-
kenen? Je mag je pen niet van het papier op-
tillen. Je hoeft niet persé te eindigen in het 
punt waarje begonnen bent. 
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bevat,dankrijgenwe2 - 3 + 1 = 7,weereen 
priemgetal. We kunnen zo doorgaan: 

2 3 7 + 1 =43 (priem) 
2 3 7-43 + 1 = 13- 139 
2 3 7-43-13 + 1 = 5-248867 
2 3 7-43 13-5+1 =6221671 (priem) 
2 3 7-43-13-5-^221671 + 1 = 

38709183810571 (priem) 

Je ziet dat de getallen al snel erg groot 
worden, waardoor het moeilijk wordt 
priemgetallen te herkennen. De priemge-
tallen die we vinden zijn nu eens groot, dan 
weer klein. Het is niet bekend of we op 
deze manier uiteindelijk alle priemgetallen 
tegenkomen. 

Meer vragen dan antwoorden 
Met een computer is het makkelijk lijstjes 
van priemgetallen te maken die veel langer 
zijn dan ons kleine lijstje. Al heel lang heb-
ben mensen gekeken naar allerlei echte of 
vermeende regelmatigheden in de lijst van 
priemgetallen. In veel opzichten zijn priem-
getallen nog even mysterieus als in de tijd 
vanEuler. 
Een vraag die al uit ons kleine lijstje naar 
voren komt betreft de eindcijfers van de 
priemgetallen. Het is direct duidelijk dat, 
met uitzondering van 2 en 5, alle priemge-
tallen eindigen op 1, 3, 7 of 9. Wie naar 
lijstjes van de priemgetallen tot aan een 
vaste grens kijkt, ziet dat deze 4 mogelijke 
eindcijfers bij benadering even vaak voor-
komen. In het bijzonder zullen ze alle vier 
oneindig vaak voorkomen. Pas in 1837 be-
wees de Duitser Dirichlet dat dit daadwer-
kelijk het geval is. Zijn bewijs, dat verras-
senderwijs van complexe getallen gebruik 

"Wiskundigen hebben tot op de dag 
van vandaag vergeefs geprobeerd 

enige orde te ontdekken in de 
priemgetallen, en we hebben re-

denen te geloven dat de menselijke 
geest nooit in dit mysterie zal kun-

nen doordringen." 
Leonard Euler( 1707-1783) 

maakt, is in essentie nog steeds het enige be-
wijs van dezestelling. Met dezelfdemethode 
kan men laten zien dat er oneindig veel 
priemgetallen zijn die bijvoorbeeld eindi-
gen op 123456789. 

De delers van een getal 
Uit de ontbinding van een getal kunnen we 
niet alleen de priemdelers van dat getal afle-
zen, maar in feite alle delers. Het getal 180 
heeft maar liefstlSdelers, namelij k 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10, 12, 15, 
18, 20, 30, 36, 45, 60, 90, 180. 

Je kunt deze delers vinden door de getallen 
1,2,3,..., 180 allemaal te proberen. Het is 
veel handiger om de priemfactorisatie 

I ^riemtweelingen 
ïr zijn priemgetallen;? waarvoor;? + 2 ook 
jriem is. Ons korte lijstje bevat al acht 
^oorbeelden van dergelijke priemgetal-
veelingen, zoals (5,7) en (71,73). Een gro-
;r voorbeeld is (1997,1999). Er zijn voor-

beelden bekend met getallen van meer dan 
|ienduizend cijfers, maar niemand heeft tot 
lu toe kunnen bewijzen dat er oneindig veel 
briemtweelingen bestaan. 
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In Mar del Plata, Argentinië werd van 18 juli tot en met 31 juli 19, 
de 38e Internationale Wiskunde Olympiade georganiseerd. Dit ja, 
460 scholieren uit 82 landen aan de Olympiade deel. Nederland en België 
waren heiden vertegenwoordigd met een team van 6 deelnemers. 

de Internationale 
Wiskunde Olympiade ooo 

Op twee opvolgende dagen kregen de deel-
nemers telkens 4 j uur de tijd om drie opga-
ven op te lossen. Voor elke opgave waren 
maximaal 7 punten te verdienen. Deelne-
mers met een puntenaantal van 36-42 kre-
gen een gouden medaille, 25-35 punten le-
verde zilver op, en 16-24 punten brons. Er 
waren vier deelnemers die de volle score van 
42 punten wisten te behalen! 
De Nederlandse ploeg bestond uit Niels 
Besseling, Johan Bosman, Fokko van de 
Bult, JerkDoekes,Sander vanNoortenLian 
len Oei. De ploeg werd begeleid door Jan 
Donkers en Sander van Rijnswou van deTU 
Eindhoven. Het verblijf in Argentinië was 
zeer prettig. Hoewel het daar winter was, 
waren er toch zomerse temperaturen en de 
deelnemende teams hebben veel kunnen 
zien van Buenos Aires, Mar del Plata en 
omgeving. De Nederlandse ploeg viel ook 
in de prijzen: Johan en Fokko behaalden 
een zilveren medaille, Lian len en Sander 
kregen beide een eervolle vermelding. Dit 
is voor Nederland een heel goed resultaat. 
De Belgische ploeg bestond uit Michel 
Baes, Ivo De Decker (brons), Harald 
Devos, Stijn Symens, Eric Vandenbussche 
(brons) en Laurent Waxweiler (brons). 
Het landenklassement werd aangevoerd 
door China met een puntentotaal van 
223 (het maximum was 6 x 42 = 252). 

Nederland eindigde op de 38ste plaats 
met 94 punten. België behaalde er 88. 
Meer informatie over de Olympiade kun 
je vinden op www.win.tue.nl/ioi/imo/. 
Hieronder volgen de opgaven. Nederland 
kreeg voor opgave 4 maar liefst 28 punten, 
maar gemiddeld over alle landen werd op-
gave 2 het best gemaakt. Opgave 6 is verre-
weg de moeilijkste. De oplossingen kun je 
vinden op de homepage van Pythagoras; ze 
worden niet zoals vorig jaar in volgende 
nummers afgedrukt. Heb je geen Internet, 
stuur dan even een briefje naar de redactie, 
dan krijg je de antwoorden thuisgestuurd. 

1 In het vlak zijn de punten met gehele 
coördinaten de hoekpunten van eenheids-
vierkanten. De vierkanten zijn afwisselend 
zwart en wit gekleurd (zoals op een 
schaakbord). Voor ieder paar van positieve 
gehele getallen m en n beschouwen we een 
rechthoekige driehoek, waarvan de hoek-
punten gehele coördinaten hebben en 
waarvan de rechthoekszijden, met lengten 
m en n, gelegen zijn langs de zijden van de 
vierkanten. 
Laat 5| de totale oppervlakte zijn van het 
zwarte deel van de driehoek en 52 de totale 
oppervlakte van het witte deel. Stel 

f{m,n) S2\ 
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a Bepaal ƒ (w, n) voor alle paren positieve 
gehele getallen menn die beide ofwel even 
ofwel oneven zijn. 
b Bewijs dat ƒ (w, n) < jmax{w,«} voor 
aWemenn. 
c Toon aan dat er geen constante C 
bestaat zodanig dat/(7M,«) < Cvoorallem 
en«. 

2 In driehoek ABC is hoek A de kleinste 
hoek. De punten BenC verdelen de omge-
schreven cirkel van de driehoek in twee bo-
gen. Laat U een punt zijn op het inwendige 
van de boog tussen fien Cdie het punt A niet 
bevat. 

De middelloodlijnen van A Ben AC snijden 
de lijn AU 'm respectievelijk de punten V 
en W. De lijnen .ÖK en CW snijden elkaar 
in 7. 
Toonaandat^C/ = TB + TC. 

3 Stel x\,X2,...,x„ zijn reële getallen die 
aan de volgende twee voorwaarden vol-
doen: 

|xi +X2 + - - - + x „ | = 1; 
n + 1 

|x/| < —-— voor / = 1,2, . . . , n. 

Toon aan dat er een permutatie (herschik-
king) j i , l��
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Tienduizenden computers in de USA en Canada hebbe. 
in een poging een boodschap te ontcijferen die ge codeert 
ondersteunde Data Encryption Standard (DES). 

Data Encryption St 

Dinsdag 17 juni 1997 was een mijlpaal in 
de cryptografie. Die dag werd de RSA 
DES Challenge gekraakt. Kort voor mid-
dernacht bevestigde een computer van 
RSA Data Security Inc. dat Rocke Verser 
uit Loveland, Colorado de winnende DES-
sleutel gevonden had. Rocke is een free 
lance computerprogrammeur die in zijn 
vrije tijd de gespecialiseerde software ont-
wikkeld heeft. Hij claimde hiermee de prijs 
van $10.000 waarvoor verschillende teams 
wereldwijd gestreden hebben. Rocke kreeg 
met deze prestatie behalve $10.000 ook 

Wat is cryptografie? 

dP5 Het verhaal begint met Julius Caesar 
boodschappen naar zijn vertrouwelin 
stuurde maar zijn boodschappers niet 
trouwde. Dus verving hij elke A door êë\ 
D, elke B door een E, enzovoort. Alleen 
iemand die de 'drie opschuiven'-regel 
kende kon zijn boodschappen ontcijferen. 
Cryptografie is het bewerken van data tot 
een vorm die onbegrijpelijk is voor iedereen 
die de geheime sleutel niet kent. Het doel is 
om over een onveilig kanaal op een veilige 
manier berichten te versturen. Iemand die 
meeleest en voor wie de informatie niet be-
doeld is mag het bericht niet begrijpen. 

wereldwijde bekendheid. Maar voor DES, 
het vertrouwde en wereldwijd gebruikte 
cryptografie-systeem betekent dit wellicht 
het begin van het einde. 
DES is de Data Encryption Standard, een 
cryptografie-systeem uitgegeven door de 
Amerikaanse overheid en officiële stan-
daard sinds 1977. DES is een van de be-
kendste en meest gebruikte cryptografie-
systemen met een geheime sleutel. 

De RSA Secret-Key Challenge 
De RSA Secret-Key Challenge is een 
prijsvraag die uitgeloofd werd op de RSA 
Data Security Conferentie in januari 1997. 
Er waren prijzen van $1000, $5000 en 
$10.000 voor het breken van diverse cryp-
tografie-systemen en een prijs van $10.000 
voor het breken van DES, dat een 56-bits 
sleutel gebruikt. RSA lanceerde deze 
Secret-Key Challenge om de kracht te on-
derzoeken van via het Internet verbonden 
computers en om de sterkte van DES te tes-
ten. 

Het breken van DES 
Als antwoord op deze uitdaging besloot 
Rocke Verser om DES te kraken met de hulp 
van teamleiders Matt Curtin en Justin 
Dolske. Tot nu toe is de meest effectieve 
manier om DES te kraken een aanpak die 



Wat is DES? 
DES is de Data Encryption Standard, ee 
cryptografiesysteem dat in 1977 door de 
Amerikaanse overheid als officiële stan-
daard ingesteld is. Het werd oorspronkelijk 
ontwikkeld door IBM. DES is een symme-
trisch 'secret-key' cryptografiesysteem: om 
te communiceren moeten zowel de zender 
als de ontvanger van een bericht de geheime 
sleutel kennen. Voor vercijferen en ontcij-
feren wordt dus één en dezelfde sleutel ge-
bruikt. Een veihge verspreiding van die 
sleutel kan een probleem opleveren. | H 
DES vercijfert informatie steeds in " 
blokken van 8 bytes. Met behulp van een 
aantal wiskundige bewerkingen en de 56-
bits sleutel worden deze omgezet in 8 an-
dere blokken van 8 bytes. Deze stap wordt 
dan 10 keer herhaald, waarna DES begint 
aan het volgende blok. DES is openbaar, 
iedereen kan opzoeken hoe DES precies 

bekend staat als de 'brute kracht' methode. 
Met deze aanpak worden alle mogelijke 
sleutels op de gecodeerde boodschap uit-
getest, totdat de sleutel gevonden wordt die 
het bericht kan ontcijferen. Een sleutel 
heeft 56 bits, zodat er in totaal 2̂ ^ sleutels 
mogelijk zijn. Dit zijn er zo'n 72 biljard 
(2^'' = 72.057.594.037.927.936). Rocke 
schreef een kraakprogramma dat steeds 
nieuwe sleutels uittestte. Hij ontwierp het 
programma zo dat het gemakkelijk over 
het Internet verspreid en gedownload kon 
worden. Dit project, met de codenaam 
DESCHALL, bracht honderden en uitein-
delijk tienduizenden computers tezamen. 
Elke nieuwe vrijwilliger die zich aanmeldde 

ontving het testprogramma plus een Hink 
aantal sleutels om te testen. Elke deelnemer 
onderzocht op deze manier een klein deel 
van de 72 biljard mogelijke sleutels. 

De kracht van Internet 
Het DESCHALL-team bracht de re-
kenkracht tezamen van thuiscomputers, 
industrie, universiteiten en overheid. Het 
testen van 72 biljard sleutels vereiste een 
ongelofelijke hoeveelheid rekenkracht. En 
gerekend werd er, op sommige momenten 
werden er wel 7 miljard sleutels per seconde 
door het DESCHALL-team getest. Door 
kraakprogramma's te schrijven voor Unix, 
Windows, Macintosh en OS/2 kon het 
DESCHALL-team profiteren van de re-
kenkracht van zowel de grootste werk-
stations als van bescheiden thuiscompu-
ters. 
Ironisch genoeg kon het DESCHALL-
team het kraakprogramma niet buiten 
Canada en de U SA verspreiden, vanwegede 
beperkende export regels voor software van 
het Amerikaanse ministerie van Handel. 
Hiervan profiteerde SolNet, een verge-
lijkbaar initiatief uit Zweden. SolNet 
startte veel later dan het DESCHALL-
team, maar omdat zij hun programma 
wereldwijd konden verspreiden hadden zij, 
op het moment dat het DESCHALL-team 
de winnende sleutel vond, al bijna 10 biljard 
sleutels getest. 
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In het Nederlands Architectuur Instituut te Rotterdam wordt van 6 septet....^, .^^ 
tot en met 23 november een tentoonstelling gehouden over het werk van " V ^ j 
Dcmiel Libeskind. De ontwerpen van deze architekt verraden zijn belangstelling 
voor muziek, schilderkunst en wiskunde. jr —--

F r a k t e g e l s 
Chris Zaal 

De in Polen geboren architekt Daniel 
Libeskind behoort al meer dan tien jaar tot 
de internationale voorhoede van de archi-
tectuur. Hij is ontwerper, theoreticus en 
docent. Zijn architectonische en stede-
bouwkundige ontwerpen zijn uitermate 
complex, niet alleen qua vorm, maar ook 
wat betreft de achterliggende ideeën. Naja-
ren als docent en theoreticus actief te zijn 
geweest is hij nu ook bouwend architekt. In 
Berlijn nadert het Joods museum het punt 
van voltooiingenin Londen werkt hij aan de 
uitbreiding van het Victoria en Albert Mu-
seum. 

Het Victoria en Albert M u s e u m 
Het Victoria en Albert Museum in Londen 
is het grootste museum voor decoratieve 
kunst ter wereld. Het herbergt een grote 
collectie beeldhouwwerk, meubels, mode 
en textiel, schilderijen, glas, keramiek, ju-
welen, boeken en foto's. Het museum 
kampt met een tekort aan ruimte. Om dit 
ruimtegebrek op te heffen, heeft het mu-
seum een prijsvraag uitgeschreven vooreen 
nieuwe uitbreiding. De winnaar was Daniel 
Libeskind. 
Bij dit project ontmoette Libeskind de con-
structeur en bouwkundige Cecil Balmond 
van Ove Arup & Partners. Balmond werkt 

niet op de traditionele manier; hij probeert 
in zijn ontwerpen ideeën te herleiden tot 
mathematische principes, zoals de gulden 
snede, fractals, spiraalvormen, etcetera. 
Libeskind en Balmond werkten zeer nauw 
samen aan het ontwerp voor het Victoria en 
Albert Museum. 

Een maquette van het ontwerp 
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Degevelafgeroldtotéénstrook. Hiermee 
hebje een bouwplaat van het ontwerp. 

Fraktegels 
De nieuwe uitbreiding wordt de entree van 
het museum en verbindingscentrum van de 
oude Victoriaanse gebouwen. Het ont-
werp lijkt op een opgerolde lange dunne 
streep die tussen de andere gebouwen om-
hoog spiraliseert. Deze streep vormt een 
eendelig bouwpakket. Als je de muurvlak-
ken in de strook op de juiste manier op en 
in elkaar zou schuiven, dan krijg je een 
maquette van de nieuwbouw. De bui-
tenkant van de nieuwbouw wordt bekleed 
met zogenaamde 'fraktegels'. Het woord 
fraktegel (fractile in het engels) is een 
samentrekking van fraktals en tegels. 
Deze fraktegels zijn eenvoudige meet-
kundige figuren die zich op vele manieren 
laten aaneenschakelen. Met fraktegels kun 
je het platte vlak betegelen en dat is precies 
wat de ontwerpers doen: zij gebruiken deze 
tegels als decoratief bekledingsmateriaal. 
Regelmatige betegelingen bestaan al van 
oudsher. De eenvoudigste voorbeelden 
vind je op straat of in de badkamer. In-
gewikkelder patronen vind je in de ele-
gante mozaïeken van Granada en Isfahan. 
Al deze patronen zijn regelmatig: je kunt 
door verschuiven het patroon precies over 
zichzelf heen leggen. Met de fraktegels van 
Libeskind kun je patronen maken waarbij 
dat niet kan, niet-regelmatige patronen 
dus. Probeer maar eens structuur te ont-
dekken in de gevelbekleding van het ont-
werp. 

Tegelen 
Hoe ontstaan deze niet-regelmatige te-
gelpatronen? Hiervoor bestaat een leuke 
methode. Bekijk in figuur 1 de door 
Libeskind gebruikte tegel. Hij staat wegens 
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de vorm bekend als de sfinx. Je kun hem on-
derverdelen in vier kleinere sfinxen. 
Bekijk nu figuur 2. Het tegelpatroon wordt 
opgebouwd vanuitdewittetegel linksonder. 
Verdeel de tegel in vieren zoals in figuur 1. 
Vergroot dit patroon twee keer en spiegel 
het. Het resultaat is stap 2. Als je de zo ver-
kregen vier witte sfinxen elk in vieren ver-
deelt en het resultaat twee keer vergroot en 
spiegelt, dan krijgje stap 3. Alsje deze stap-
pen blijft herhalen, dan krijgje een tegelpa-
troon waarmee je elk willekeurig groot vlak 
kunt bedekken. 
Het tegelpatroon dat je zo krijgt is niet 
regelmatig; je kunt het door verschuiven 
niet passend over zichzelf heen leggen. 
Maar alsje vanuit het hoekpunt linksonder 
in figuur 2 het hele patroon met een factor 
vier vergroot, dan past dit patroon op het 
oorspronkelijke patroon. Deze eigenschap 
wordt zelf-gelijkvormigheld genoemd. 

L 
OPDRACHT.Het bovenstaande figuurtje is 
ook een fraktegel. Kun je dit figuur net zoals 
desfinx onderverdelen in viergelijkvormige 
figuurtjes? Met deze onderverdeling kun je 
dan net zoals boven een onregelmatige 
vlakverdelingmaken. ^ 

VERANTWOORDING ILLUSTRATIES 
p. 15 onderaan: Studio Libeskind 
p. 15 boven enp. 16:OveArup&Partners 

Figuur L De sfinx en de onderverdeling 
in vier kleinere sfinxen 

Figuur 2. Drie stappeninde opbouw 
van de betegeling 
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Welke driehoek heeft van alle driehoeken met een gegeven omtrek 
de grootste oppervlakte? Dat is natuurlijk een gelijkzijdige driehoek. 
Maar kun je dat ook bewijzen? 

Het 
H G | 

spieoelin piegeiingsprincipe o 

Fransje Akveld 

Een zeer oud wiskundig probleem, dat be-
kend staat als het klassieke isoperimetri-
sche probleem is: Welke figuur heeft bij een 
gegeven omtrek de grootste oppervlakte? 
Deze vraag wordt voor het eerst gesteld in 
de Aeneas van Vergilius, in een verhaal over 
prinses Dido en de stichting van de stad 
Carthago. Ook het antwoord op deze vraag 
is in de oudheid al gegeven: de cirkel. Dit 
probleem heeft de mensheid eeuwenlang 
beziggehouden. Het bewijs van de stelling 
dat van alle figuren met een gegeven omtrek 
de cirkel de grootste oppervlakte heeft, 
werd in principe al geleverd door de oude 
Grieken. Zenodorus deed het belangrijkste 
werk. Zijn bewijs verloopt in een aantal 
stappen. De eerste stap in het bewijs is aan-
tonen dat onder de driehoeken met een ge-

geven omtrek de gelijkzijdige de grootste 
oppervlakte heeft. Dit zullen we gaan be-
wijzen door gebruik te maken van het 
spiegelingsprincipe. 

Stelling Bij een gegeven omtrek is de ge-
lijkzijdige driehoek de driehoek ^et de 
maximale oppervlakte. 'W 

BEWIJS. Veronderstel dat twee zijden van 
AABC niet gelijk zijn. Bijvoorbeeld dat 
AC ^ SC (zie figuur I). Trek een lijn/door 
C evenwijdig aan AB. Spiegel het punt B in 
delijn/, noemditpuntS'. 

Trek de verbindingslijn AB' en CB' (zie fi-
guur 2). Noem het snijpunt van ^ S ' en / nu 
C'. De driehoeken ABC en ABC' hebben 
gelijke oppervlakte (dezelfde basis en de-
zelfde hoogte). De omtrek van AA BC is ge-

Figuur 1 

y 

B A ̂ -

Figuur 2 
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lijk aan AB + AC -\- CB' en de omtrek van 
AABC' is gelijk aan AB + AB'. Omdat 
AC+CB' groter is dan AB', heeft AABC 
een grotere omtrek dan AABC'. De drie-
hoek/IC'Sheeft een kleinere omtrek dan de 
driehoek A CB en dezelfde oppervlakte (zie 
figuur 3). We maken nu een gelijkbenige 
driehoek A C"B zodanig, dat de lengte van 
AC" + C"B gelijk is aan AC + BC. Het 
punt C" ligt dus boven C en A C" is groter 
dan AC'. De oppervlakte van AAC'B is 
groter dan die van AABC en de omtrek is 
gelijk (zie figuur 4). Dus de veronderstelling 
dat van een maximale driehoek twee zijden 
ongelijk zouden zijn is tegengesproken. 
Het bewijs van de stelling is geleverd. 

De laatste stap is dat de rij regelmatige n-
hoeken (n = 3,4, 5,...) met gelijke omtrek 
voor n naar oneindig convergeert naar de 
cirkel. Het bewijs van het isoperimetrisch 
probleem is in later tijden door beroemde 
wiskundigen als Weierstrass en Jordan ge-
perfectioneerd. Met de intrede van moder-
ne wiskunde is dit probleem en nog vele an-
dereoptimalisatieproblemen veel sneller op 
te lossen. Voor meer beroemde en interes-
sante optimaliseringsproblemen kan ik het 
boek van Tikhomirov aanbevelen. Het 
grootste deel van het boek is goed te be-
grijpen voor leerlingen van de hoogste klas-
sen van HAVOen VWO. ^ 

We hebben hierboven de eerste stap bewe-
zen in het be wijs van Zenodorus dat van alle 
figuren met een gegeven omtrek de cirkel de 
grootste oppervlakte heeft. De tweede stap 
is dat onder de n-hoeken met gelijke omtrek 
de regelmatige «-hoek de grootste opper-
vlakte heeft. Daarna moetje laten zien dat 
bij gelijke omtrek de regelmatige {n -f 1 )-
hoek een grotere oppervlakte heeft dan de 
regelmatige «-hoek. 

LITERATUUR 
V.M. Tikhomirov, Stories about Maxima 
and Minima, The Mathematical Associa-
tion of America, 1990. 

Figuur 3 Figuur 4 
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ge jaargang namen in totaal 15 mensen één 
of meerdere keren deel. De moeilijkheids-
graad van de opgaven liep heel erg uiteen: 
er waren gemakkelijke opgaven bij, maar 
ook een paar waar vrijwel niemand uit-
kwam. De stand van de ladderwedstrijd 
wordt bijgehouden op de homepage van 
Pythagoras. Na 10 opgaven is de tussen-
stand als op p. 20 onderaan. 

Oploss ingen 
De uitwerkingen verschijnen twee num-
mers later in Pythagoras. Bij elke opgave 
wordt een oplossing van één van de 
deelnemers gepubliceerd. De oplossingen 
van opgaven 23 en 24 uit het juninummer 
staan op p. 22. Maar je kunt de uitslag en 
de oplossingen al na twee maanden lezen 
op de homepage van Pythagoras. 

antwoord gekomen bent (een berekening of 
een bewijs). 

Veel succes! 

Wim Oudshoorn, Sander van Rijswou en 
Ronald van Luyk 

O p g a v e 27 
Op een oneindig groot bord zijn in een 
ruitjes patroon lampjes bevestigd. Na elke 
seconde kijkt elk lampje even naar zijn vier 
buurlampjes. Als er een oneven aantal 
buurlampjes aan is dan gaat het lampje zelf 
ook aan. Als er een even aantal buurlampjes 
aan is dan gaat het uit. In het begin is er één 
lampje aan. Hoeveel lampjes zijn er aan na 
100 seconden? 

Hiernaast vind je de opgaven 27 en 28 van de 
Pythagoras Olympiade. Insturen is moge-
lijk tot en met 15 november 1997. Stuur je 
oplossing naar: 

Pythagoras Olympiade 
TU Eindhoven 
Faculteit Wiskunde 
Hoofdgebouw kamer 9.50 
Postbus513 
5600 MB Eindhoven 
email: sander(tt win.tue.nl 

Vermeld op elk vel: naam, adres, geboorte-
datum, school, schooltype en klas. Verder 
moet elke oplossing op een nieuw vel be-
ginnen. Stuur bij de antwoorden ook een 
toelichting, waarin je uitlegt hoe je aan het 

O p g a v e 28 
Vind alle oplossingen van de vergelijking 

k\ + n\ = m] 

waarbij k, n en m postieve gehele getallen 
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/SRRCL� < 
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5GC@ !MQK? 

,CR FCCJ UCGLGE PCICLUCPI ISL HC ?J JCSIC 
BGLECL MTCP NPGCKECR?JJCL RC UCRCL IM

KCL� ,??P ?J QLCJ XSJ HC RMAF T?L CCL 
AMKNSRCP EC@PSGI UGJJCL K?ICL� (L BCXC 
QRSIHCQ UMPBCL ECCL NPMEP?KK?�Q ECEC

TCL K??P ?JEMPGRKCL o XCE K??P �PC

ICLPCACNRCL�� 8C UMPBCL @CQAFPCTCL GL CCL 
XMECL??KBC NQCSBM
NPMEP?KKCCPR??J� 
'CR TMMPBCCJ T?L BC EC@PSGIRC �-C

BCPJ?LBQC	 NQCSBM
R??J GQ B?R BCXC CCLTMS

BGE RC JCXCL CL RC @CEPGHNCL GQ� CL XGAF EC

K?IICJGHI GL CCL CAFRC NPMEP?KKCCPR??J 
J??R TCPR?JCL� 

*4AB34 ; 8=6 
'MC TGLB HC BC BCJCPQ T?L CCL ECR?J 7 EPBRCP 
B?L � � )C ISLR CJI ECR?J - IJCGLCP B?L 7 RCQRCL 
MK RC XGCL MD FCR L BCCJR� ,GQQAFGCL UGJ HC� 
@GHTMMP@CCJB� BC BCJCPQ T?L 7 � ��� @CN?

JCL� )C ISLR B?L BC TMJECLBC CCLTMSBGEC ?J

EMPGRKC RMCN?QQCL� 

T M M P - T ? L � R M R 7 
G L B G C L P D B C C J R 7 
N P G L R -� 

 JQ PCQSJR??R IPGHEHC B?L� 

� � �� �� ��� ��� 

#SQ ��� FCCDR �� ��� �� CL ��� ?JQ CAFRC 
BCJCPQ� -?RSSPJGHI TGLBCL UC ?JRGHB BC BC


JCPQ � CL 7 XCJD�  JQ B?R BC CLGEC XGHL GQ 7 
NPGCK� #??PKCC FC@@CL UC CCL 9:2.6<.;< 
TMMPF?LBCL� CCL ?JEMPGRKC U??PKCC HC 
ISLR @CN?JCL MD CCL ECR?J NPGCK GQ MD LGCR� 

�4= ?@ 84<B4A B 
4MMP CCL NPGCKRCQR ISL HC CCLTMSBGE U?R 
TCP@CRCPGLECL ??L@PCLECL GL @MTCL

QR??LBC ?JEMPGRKC� 8M FMCDHC LGCR ?JJC BC

JCPQ RC RCQRCL� U?LR ?JQm LGCR NPGCK GQ KMCR 
CP CCL BCJCP IJCGLCP MD ECJGHI ??L )�7 XGHL� 
&? K??P L?� B(�7 � - L .� B?L ISLLCL - CL 
. LGCR @CGBC EPMRCP B?L )�1 XGHL� !MTCLBGCL 
UCCR HC ?J B?R 7 LGCR NPGCK GQ XMBP? HC ^^L 
CAFRC BCJCP RCECLIMKR� #C TCP@CRCPBC ?J

EMPGRKC XGCR CP ?JQ TMJER SGR� 

>882- T ? L � R M R 9
4�,) 
G L B G C L e D B C C J R 7 
N P G L R � L G C R N P G C K � � Q R M N � 

N P G L R �N P G CK� � �7-5.775.<..:-.: 
0.;<89< 

'GCP GQ 9��m; FCR ECR?J B?RHC IPGHER BMMP ;�E2 
L??P @CLCBCL ?D RC PMLBCL� $GECLJGHI UMPBR 
CP LcE RC TCCJ UCPI ECB??L� ?JQ 7 ?J LGCR 
BCCJ@??P U?Q BMMP �� UMPBR J?RCP RMAF LME 
ECNPM@CCPB MD m KGQQAFGCL BCCJ@??P GQ BMMP 
�� �� �� � � � )C XMS CGECLJGHI ?JJCCL K??P 
BCCJ@??PFCGB BMMP BC 9:2.60.<*55.7 RMR A�7 
FMCTCL RC RCQRCL� ,??P MK B?R RC ISLLCL� 
KMCR HC CCPQR ?J BGC NPGCKECR?JJCL ISLLCL 
@CN?JCL� 
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Priemfactorisat ie 
In plaats van het bepalen van alle delers van 
een getal is het meestal zinvoller de priem-
factorontbinding te bepalen. Alsje de ont-
binding van een getal hebt gevonden, is het 
heel eenvoudig om alle delers op te schrij-
ven. Probeer dat maar eens voor 833, alsje 
weet dat 833 gelijk is aan 7 • 7 • 17 (zie het 
eerste voorbeeld). 
Een methode om getallen te ontbinden heet 
een factorisatie-algoritme. De eenvou-
digste is weer gebaseerd op testdeling. Het 
belangrijkste verschil is dat we nu n door d 
delen zodra we weten dat die deling opgaat 
en dan met het quotiënt verder rekenen. Op 
A' = 16093 kunnen we het volgende facto-
risatie-algoritme toepassen: 

d:=l;n ~ N; 
z o l a n g « ^ lend < s/h 

i n d i e n t d e e l t n: 
p r i n t r f ; 

eenprienu 
n := n/d; ga door met het quóflent 

a n d e r s i 
d:=d + l; nieuwe tesi deler 

i n d i e n n > 1 d a n 
p r i n t «; wat overbleef was priem 

We krijgen dan de priemdelers: 
7 11 11 19 

De zeef van Eratosthenes 
Als je een lijstje van priemgetallen tot een 
zekere grens wilt maken, kun je simpelweg 
alle veelvouden van priemgetallen weg-
gooien: je 'zeeft' als het ware de priemge-
tallen uit de lijst. Deze procedure is al meer 
dan 20 eeuwen bekend en wordt de zeef van 
Eratosthenes genoemd, naar een Griek die 
leefde van ca. 276 tot ca. 195 voor Christus. 
De zeef van Eratosthenes wordt fraai 
geïllustreerd op de priemgetallen-poster 
(zie p. 24). 

STAP i. In het begin is 2 de eerste priem die je tegenkomt. Alle veelvouden van 2 worden 
geschrapt. 

A @ {^ ^ 5 4 | ^ 7 ^ ^ - 1 ^ 11 4| lk 13 ^ ^ * - ^ 17 ^ i ^ ^ 19 ^ 
STAP 2. Het getal 3 is het eerste niet weggestreepte getal na 2, dit getal is priem. Alle veel-
vouden van 3 worden geschrapt. 

A @ (3) ^ (T) ̂ F© V ̂ " w dD̂ f̂  © v ^*-v @ ^?^® w 
S T A P 3 . Hetvolgendenietgeschraptegetalis5,ditispriem.MaaromdatS > [v/2ÖJzijnwe 
klaar. Alle overige niet geschrapte get allen zijn ook priem. 

Figuur 1. DE ZEEF VAN ERATOSTHENES. 
Stap voor stapwordendegetallen tot 20 die niet priem zijn vandelijstgeschrapt. 

25 P r i e m g e t a l l e n m e t de c o m p u t e r 



Hoe werkt de zeef? Stel je wilt een lijst van 
alle priemgetallen tot het getal G. Schrijf 
dan eerst alle getallen van 1 tot en met G op. 
Je schrapt eerst de 1 (niet-priem bij af-
spraak). Daarna herhaal je de volgende 
stap: selecteer het eerstvolgende niet ge-
schraptegetal/i(datisde volgende priem)en 
schrapdiens veelvouden. Herhaal deze stap 
totdat/7 groter is dan \fG. 
Een voorbeeld. Wil je de priemgetallen tot 
100 bepalen, dan schrappen we eerst 1, se-
lecteren 2 (priem) en schrappen de overige 
even getallen. Dan selecteren we 3 en 
schrappen de drievouden. Daarna se-
lecteren we 5 (want 4 is geschrapt) en 
schrappen de vijfvouden, selecteren 7 en 
schrappen diens veelvouden. Omdat 11 
groter is dan vTÖÖ zijn we klaar: de niet-
geschrapte getallen zijn precies de priemge-
tallen. Zie ook figuur 1. 
Voor een gegeven grens G ziet de zeef van 
Eratosthenes in algoritme-taal er als volgt 
uit: 

L := [1 : vanl t o t G\; een lijst vanG enen 
L[l] : = 0 ; lisnletpriem 
p:^l; 
z o l a n g p < \/G 

voor ^ van 2 t o t [G/p\ 
L[k * p] := 0; schrap veelvouden vanp 

p := k l e i n s t e y m e t y ' > / 7 
enL[/] = l; s e l e c t e e r n i e u w e / ; 

Het resultaat is een lijst van enen en nullen, 
waar op de k-de positie een 1 staat als k 
priem is, en anders een 0. 

Deze zeefmethode werkt erg snel omdat 
het schrappen van getallen maar heel wei-
nig tijd kost. Bovendien kun je op de com-

puter heel snel'sprongetjes'van vastelengte 
maken (zie de illustratie). Alsje de getallen 
in een rechthoek weergeeft in plaats vanop 
een lijn (figuur 2), zieje datje steeds een hele 
(schuine) rij tegelijk schrapt. Opeen PC kun 
je zo in een minuut gemakkelijk de 78498 
priemgetallen tot een miljoen bepalen! ^ 

Figuur 2. De zeef tweedimensionaal 
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�4 ?>AB 
$PHCL +CDC@CP 

(>;5 �>4BA SGR $B?K TPMCE XGAF FCR TMJ

ECLBC ?D� 8M?JQ HC U??PQAFGHLJGHI UCJ UCCR GQ 
BC GLFMSB T?L CCL NGP?KGBC ECJGHI ??L 
A " L 1 U??P " BC MNNCPTJ?IRC T?L FCR 
EPMLBTJ?IGQCL�bBCFMMERC T?L BC NGP?KGBC� 
$CL NGP?KGBC KCR ?JQ EPMLBTJ?I CCL TGCP

I?LR KCR XGHBC?CLFMMERCA�FCCDR BSQ GLFMSB 
� *)� RCPUGHJ CCL IS@SQ KCR XGHBC * GLFMSB *) 
FCCDR� !JGHI@??P N?QQCL CP BSQ BPGC T?L BCXC 
NGP?KGBCQ GL ^^L IS@SQ� 0MJD JGCR MLQ UCRCL 
B?R FGH CP GL ECQJ??EB U?Q MK BPGC GBCLRGCIC 
NGP?KGBCQ RC TGLBCL BGC Q?KCL NPCAGCQ CCL 
IS@SQ TMPKCL� XGC BC DGESSP FGCPMLBCP� 

 JQHC FCR LGCR ECJMMDR� K??I B?L XCJD K??P 
CCLQ BPGC T?L XSJIC NGP?KGBCQ SGR I?PRML� )C 
XSJR XGCL B?R XC GLBCPB??B Q?KCL CCL IS@SQ 
TMPKCL� #GR ECCDRCCLGLXGAFRCJGHI@CUGHQ B?R 
BC DMPKSJC TMMP BC GLFMSB T?L XSJIC NG

P?KGBCQ GLBCPB??B IJMNR� 

#	 '4=A4C@ SGR '??PJCK QAFPCCD B?R GL 
NPMEP?KKCCPR?JCL XM?JQ ! 1(" CL / 1

" + KCCQR?J ?JJCCL BC GLTCPQC T?L BC 
R?LECLQ @CQAFGI@??P GQ � 2-	� K??P LGCR BC 
GLTCPQC T?L BC QGLSQ MD AMQGLSQ� 5GJ HC RMAF 
?PAQGL�V	 MD ?PAAMQ�V	 @CN?JCL� B?L I?L B?R 
BMMP EC@PSGI RC K?ICL T?L BC DSLARGC 
?PAR?L�V	� (L MLBCPQR??LBC BPGCFMCI GQ 
* � ?PAQGL�V	� 

3GR BC DGESSP JCXCL UC ?D B?R R?L�?	 � 
MDRCUCJ * � ?PAR?L�

AJSBCPCLB?R ����

F�
 5C AML


?PAQGL�V	 � ?PAR?L� 

4CPBCP GQ L?RSSPJGHI ?PAQGL�oJ	 � o�P��CL 
?PAQGL�J	 � �P��� #C DMPKSJC T?L BC ?PAAMQ 
ISL HC LS CCLTMSBGE SGR BC ?PAQGL @CPC

ICLCL KCR @CFSJN T?L BC DMPKSJC 
?PAAMQ @ � 7�5 I ?PAQGL @
 )) 


� �4 ?>A B 



'@>1;4<4= 
"@C8AE>>@3@003A4; 
$JI ECR?J CL CJI AGHDCP B?R GLECTSJB KMCR 
UMPBCL GL FCR TMJECLBC IPSGQUMMPBP??BQCJ 
GQ CCL NPGCKECR?J� 'CR EPMMRQRC NPGCKECR?J 
B?R EC@PSGIR UMPBR GQ ������ ,??I FCR 
IPSGQUMMPBP??BQCJ ?D ?JQHC ISLR� 

#/��//� O 

� #C JCCPJGLECL KMECL ?JJ^^L BMMP QRPGIR 
JMEGQAF PCBCLCPCL RC UCRCL IMKCL MD XC CCL 
QRPGI MK FC@@CL� 8C KMECL @GHTMMP@CCJB 
LGCR FSL KSRQ ?DXCRRCL MD CTCL TMCJCL� 

*SL HC TMMP BC RMTCL??PQJCCPJGLECL CCL 
QRP?RCEGC @CBCLICL BGC ?JRGHB QSAACQTMJ GQ� 

,4@344; 4= 744@A 
*SLHCCCL K?LGCP @CBCLICL MK BC NMQGRGCTC 
ECFCJC ECR?JJCL XM GL RUCC EPMCNCL RC TCPBC

JCL B?R RUCC ECR?JJCL SGR BCXCJDBC EPMCNLMMGR 
CCL NPGCKECR?J ?JQ QMK FC@@CL� .N FMCTCCJ 
K?LGCPCL I?L BGR� 

�4 B>D4@2C@ACA 
4CCPRGCL RMTCL??PQJCCPJGLECL @CEGLLCL ??L 
CCL TCCPRGCLB??EQC ASPQSQ� #C KCCQRCP
RM

TCL??P MLBCPUCPNR XGHL JCCPJGLECL MLBCP 
?LBCPC ??L CCL JMEGQAFC RCQR� 4MMP FCR @CEGL 
T?L BC ASPQSQ PMCNR FGH XC ^^L TMMP ^^L @GH 
XGAF� U??P@GH FGH FSL BC PCECJQ T?L FCR QNCJ 
SGRJCER CL QMKKGECL MLECXGCL CCL PMBC QRPGI 
MK FSL XU?PRC NSLRKSRQ @GLBR� #C PCECJQ 
XGHL� 
� $P GQ KGLQRCLQ ^^L JCCPJGLE KCR CCL PMBC 
QRPGI� 
� #C ASPQSQB?ECL UMPBCL ECLSKKCPB 
���������� ���  ?L FCR @CEGL T?LCJICB?EXCR 
BC RMTCL??P BC JCCPJGLECL GL CCL IPGLE� .N 
NPCAGCQ ^^L B?E KMCRCL ?JJC JCCPJGLECL KCR 
CCL PMBC QRPGI L??P TMPCL IMKCL� L?KCJGHI 
MN BC B?E U??PMN FCR ??LR?J PMBC QRPGIICL 
ECJGHI GQ ??L FCR P?LELSKKCP T?L BGC B?E� 

� "��� 
#C @MSUKCCQRCPQ T?L BC EMRGCI EC@PSGIRCL 
AGPICJ@MECL TMMP BC TMPKECTGLE T?L FSL 
TCLQRCPQ� XM?JQ GL BC TMJECLBC ?D@CCJBGLE� 

#C QRP??J T?L BC EPMRC AGPICJ@MECL GQ TGCP 
ICCP XM EPMMR ?JQ BC QRP??J T?L BC IJCGLC� !C

N??J FCR KGBBCJNSLR T?L BC AGPICJ BGC ?JJC 
TGCP AGPICJ@MECL P??IR� 
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Op deze pagina worden de oplossingen van problemen uit hel 
vorige nummer van Pythagoras besproken. Een volledige besprekiri, 
van alle vragen en problemen is te vinden op de homepage. 

Oplossingen nr 
Dion Gijswijt 

Dooiers 
Van de eieren die niet I dooier hebben, heeft 
de ene helft twee dooiers en de andere helft 
geen. Gemiddeld heeft een ei dus precies 1 
dooier. De 5000 eieren hebben samen ook 
SOOOdooiers. 

ft 
Zeshoek De zijde van het kleine drie-
hoekje is 1. De grotere driehoek heeft een 
tweemaal zo grote oppervlakte als de kleine 
en heeft dus zijden van lengte Vï. De lengte 
van een spaak is daarom v^ — 1. 

Mengen 
Het koude water in de kan heeft een tem-
peratuur van/^. Inde kom met heet water zit 
aanvankelijk v liter water met temperatuur 
/„. Na toevoegen van een liter koud water 
heeft het warme water een temperatuur van 
^̂ T̂Tĵ  = /„ - 24.Nanogeenliterkoudwater 
te hebben toegevoegd is de temperatuur ge-
daald tot vt-2 /„ -̂  24 - 15. Door de 
breuken weg te werken vinden we twee ver-
gelijkingen. Lossen we deze op, dan vinden 

p'29 Oplossingen 

wev = Ĵ . Er zit op het eind dus 51 liter in de 
kom. 

Datum 
Om de getallen 11,22 en 01 tot en met 09 te 
kunnenmaken,moeten decijfersO, 1 en2op 
beide kubussen staan. De overige 7 cijfers 
kunnen willekeurig over de twee kubussen 
worden verdeeld. Omdat er nog maar 6 
zijvlakken onbeschreven zijn, lijken we een 
zijvlak te kort te komen. Door de kubus met 
de 6 echtereen halve slag te draaien, kan de 6 
ookals9dienen. 

Land verdelen 
De jongste zoon krijgt ^ - deel van het land. 
De tweede zoon krijgt ̂  - deel, en zo verder 
tot en met de zevende zoon die^- deel krijgt. 
Het verdelen van het land kan op meerdere 
manieren. Nemen we aan dat hel land 14 
eenheden lang is, dan kan de grond worden 
verdeeld als in de onderstaande figuur. 
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TI-83: veelzijdig en krachtig 

De TI-83 is een veelzijdige grafische rekenmachine voor de tweede fase van het voortgezet 

onderwijs. Terecht is deze machine door het Freudenthal Instituut gekozen als 'standaard' in het 

experiment voor de nieuwe bovenbouwprogramma's wiskunde (PROFI). 

Ervaringen met de 
bekende TI-82 zijn in de 
TI-83 verwerkt; een 
eigentijdse macinine dus! 
Zo is de interface sterk 
verbeterd en kan er volop 
worden gewerl<t met 
matrices. 
Ook de grafische 
presentaties en de 
mogelijkheden om 
vergelijkingen op te 
lossen zijn uitgebreid. 
Daarnaast kunnen uw 
leerlingen gegevens 
uitwisselen via de 
l/O-poort terwijl met 
TI-graph-linl<-software 
aansluiting op een PC 
mogelijk is. 

Wiskunde dichterbij 

Met name de veelzijdigheid 
van de TI-83 maakt, dat deze 
machine naast wiskunde, ook 
voor diverse andere vakken 
zeer geschikt is. Doordat de 
machine gekoppeld kan 
worden aan de CBL en CBR is 
hij uitermate geschikt voor 
natuurkunde. 
Door de financiële functies is 
de machine een uitkomst bij 
financiële en economische 
vakken, maar ook bij vakken 
als aardrijkskunde, biologie en 
informatica kan de TI-83 zeer 
behulpzaam zijn. 

Wilt u meer weten over dit 
rekenwonder, bel of schrijf naar 
Texas Instruments. 
Tel.: 020 - 5469825, 
fax :020-6463136 

TI-83: dé machine 
voor de tweede fase! 

Texas Instruments Nederland, Postbus 7 4 7 8 1 , 1070 BT Amsterdam 

" ^ TEXAS 
INSTRUMENTS 



Oplossingen p. 2 en 3 Over de medewerkers 

Chocolade breken 
65 repen chocolade 

Persconferentie 
Eén van de twee uitspraken van Ken moet 
waar zijn. Dus is Yuri technicus, Ilja we-
tenschapper. John radio-operator en is Ken 
piloot. 

Middeleeuwen 
lO't'o 

Zagen 
48 seconden 

Broers en zussen 
3 broers, 4 zussen 

Overtrekken 
Bij de eerste figuur kun je in elk hoekpunt 
beginnen. Bij de tweede figuur lukt het al-
leen maar wanneer je in één van de aangege-
ven hoekpunten begint. 

é-

drs F. Akveld-van Buijtenen 
is docent wiskunde aan de EUR 

dr W. Bosma 
is docent computer-algebra aan de KUN 

prof.dr J. van de Craats 
is hoogleraar wiskunde aan de UvA 

en de Open Universiteit 
dr L.J. van Gastel 

is werkzaam bij het Expertisecentrum 
Computer Algebra Nederland 

D.C. Gijswijt 
is student wiskunde aan de UvA 

drK.P.Hart 
is docent topologie aan de TU Delft 
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Computer Algebra Nederland 
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is docent wiskunde aan de RUU 
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is docent geschiedenis van de wiskunde aan de VU 
irA.A.J. Lefeber 

is AIO systeem- en besturingstheorie aan de UT 
R. van Luijk 

is student wiskunde aan de UU 
drs W.R. Oudshoorn 

is AIO algebra en meetkunde aan de RUG 
ir S.M. van Rijnswou 

is OIO computeralgebra aan de TUE 
drP. Stevenhagen 

is docent algebraïsche getaltheorie aan de UvA 
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is docent wiskunde aan de VU 
drs C.G. Zaal 

is OIO algebraïsche meetkunde aan de UvA 



1998 
Wolters-Noordhoff 
is er klaar voor 

Een nieuwe reeks 
Wiskunde en ICT: 

Zojuist verschenen: 

De TI-83, kennismai^en en De CASIO-9850, Icennismalcen 
toepassen en toepassen 

Auteurs: Paul Drijvers, Michiel Doorman en 

Willem Hoekstra 

ISBN 9 0 0 1 8 3 2 9 1 1 

gen 48 p methulpkaart ƒ7,50 

Beide boekjes, bedoeld voor havo- en vwo-leeriingen, zijn eerder in 
experimentele vorm op Profi-scholen uitgeprobeerd. In samenwerking met 
auteurs van Netwerk en IVloderne wiskunde zijn door auteurs van het 
Freudenthal Instituut uit deze experimenten nieuv (̂e boekjes geschreven die 
passen bij het nieuw/e examenprogramma havo-vwo en daarmee ook bij de 
nieuwe edities van Netwerk en Moderne wiskunde. 
De boekjes bestaan uit twee onderdelen, geschreven in practicum-vorm. 
Het eerste onderdeel is een kennismaking met de machine. Het tweede deel 
bestaat uit toepassingen. De boekjes zijn voorzien van handige hulpkaarten 
en zijn ook geschikt ais naslagwerk. 

Wolters-Noordhoff 
Postbus 58 
9700 MB Groningen 
Telefoon (050) 522 63 11 

Ook verkrijgbaar 
via de boekhandel 

Auteurs: Paul Drijvers en Michiel Doorman 

ISBN 9001 83290 3 

gen 52 p methulpkaart f7 ,50 



Pythagoras 
Pythagoras wordt uitgegeven onder auspiciën van de 
Nederlandse Onderwijscommissie voor Wiskunde en richt 
zich tot alle leerlingen van HAVO en VWO. 
Pythagoras stelt zich ten doel jongeren kennis te laten maken 
met de leuke en uitdagende kanten van wiskunde. 

Abonnemente i i 
Abonnees kunnen zich op één van de volgende manieren aanmelden . 
Telefonisch: (070) 314 35 00, per fax: (070) 314 35 88, 
via Internet: www.wins.uva.nl/misc/pythagoras/abonnee.html 
of schriftelijk (een postzegel is niet nodig): 
NIAM, Antwoordnummer 97007, 2509 VH Den Haag 

Tarieven '97-'98 
Een jaarabonnement op Pythagoras kost ƒ 37,50 
Losse nummers ƒ 8,- of BF 160 
Overige prijzen (per jaar): 
Pythagoras België BF 950 
Pythagoras buitenland ƒ 52,50 
Pythagoras/Archimedes ƒ 67,50 
Pythagoras/Archimedes België BF 1570 
Pythagoras/Archimedes buitenland ƒ 83,50 

S c h o o l a b o n n e m e n t e n 
Voor leerlingen in het voortgezet onderwijs en studenten aan 
lerarenopleidingen zijn er speciale schoolabonnementen. 
Voor/ 25,00 per jaar ontvangen zij één heel jaar lang Pythagoras, op 
voorwaarde dat de docent wiskunde zorgt voor de aanmelding en 
verspreiding. Abonnees krijgen een acceptgiro thuisgestuurd. 
Bij aanmelding van 5 of meer abonnees, 1 jaarabonnement gratis. 

Uitgever/advertent ies 
NIAM, Neuhuyskade 94, 2596 XM Den Haag 
Telefoon (070) 314 35 00, Fax (070) 314 35 88. Giro 5513796 
Bankrekening België: ING Bank Brussel 
reknr. 627-7064242-48 t.n.v. TMS 

Pythagoras wordt gesponsord 
door de Universiteit van Amsterdam m 


