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'K AFQ KRJJBO S>K .VQE>DLO>P SFKA GB LM 
M� � BBK >OQFHBI LSBO AB EBOHLJPQ S>K 
EBQ DBQ>I KRI
 "B J>KFBO T>>OLM TFG LKWB 
DBQ>IIBK KLQBOBK FP ALLO AB �O>?FBOBK 
K>>O #ROLM> DB?O>@EQ
 'K@IRPFBC AB KRI� 
AFB ALLO SBIBK >IP BPPBKQFBBI TLOAQ 
?BP@ELRTA FK LKP OBHBKPVPQBBJ
 +>>O 
EB??BK TB AFB KRI LLH TBOHBIFGH KLAFD� 

,LOJ>>I P@EOFGSBK TB AB K>QRROIFGHB DB�
Q>IIBK JBQ ?BERIM S>K QFBK PVJ?LIBK� '� 
�� �� �� �� �� �� �� �� �
 #@EQBO� >IP TB 
SLLO KRI D\\K PVJ?LLI FKSLBOBK BK SLLO 
QFBK EBQ PVJ?LLI DB?ORFHBK� HRKKBK TB 
AB K>QRROIFGHB DBQ>IIBK LLH KLQBOBK >IP 

� � � � � � � � � 6 
�� �� �� �� �� �� �� �� �� '6 
�� �� �� �� �� �� �� �� �� �6 
�� �� �� �� �� �� �� �� �� �6 
�� �� BKWLSLLOQ� 

�IP GB FK EBQ DBTLKB PVPQBBJ � 
 � RFQOB�
HBKQ� A>K HLJQ LM AB MI>>QP S>K AB KB�
DBK BBK KRI QB PQ>>K BK TLOABK QFBK BBK�
EBABK LSBODB?LBHQ K>>O AB SLIDBKAB 
@FGCBOMLPFQFB
 "FQ EBBQ JBQ BBK #KDBIP 
TLLOA �LSBOCILT�
 &BQ OBPRIQ>>Q S>K 
� 
 � FP ARP BBK DBQ>I S>K QTBB @FGCBOP� ��
 
'K EBQ PVPQBBJ JBQ AB FP � 
 � KLD PQBBAP 
BBK DBQ>I S>K \\K @FGCBO� K>JBIFGH &
 .>P 
?FG & � ( SFKAQ BO LSBOCILT MI>>QP� QFBK 
BBKEBABK TLOABK LSBODB?LBHQ K>>O AB 
SLIDBKAB @FGCBOMLPFQFB BK LM AB MI>>QP 
S>K AB & HLJQ BBK ' QB PQ>>K
 "B LSBO�
CILT SFKAQ ARP KFBQ MI>>QP ?FG KBDBK�MIRP�
\\K� J>>O ?FG QFBK�MIRP�\\K
 ,> AB & 

HLJQ ARP EBQ DBQ>I ��
 �IIB DBQ>IIBK WLK�
ABO BBK & PQBIIBK EBQWBICAB DBQ>I SLLO >IP 
DBTLLKIFGH
 4BOABO PQBIQ (& QTFKQFD SLLO� 

& ABOQFD BK �& ELKABOA� &LKABOA�BK�
BBK FP 6I
 &LKABOAQFBK FP &&� KLD PQBBAP 
BBK DBQ>I S>K QTBB @FGCBOP
 .>P ?FG ELK�
ABOABIC WFGK SLLO EBQ BBOPQ AOFB @FGCBOP KL�
AFD� #K M>P ?FG BICELKABOABIC SFBO @FGCBOP� 
"BWB KRIILWB @LAB HLJQ FK AB MO>HQFGH 
A>>ATBOHBIFGH SLLO
 �IIBBK A>K KFBQ JBQ 
EBQ DBQ>I >409 >IP ?>PFP S>K EBQ MLPFQFBPQBI�
PBI� J>>O JBQ D0=09>A49>42
 4LLO AB �� 
?BKLAFDAB SBOP@EFIIBKAB PVJ?LIBK SLLO 
AB DBQ>IIBK � QLQ BK JBQ �� TLOABK A>K 
AB �� IBQQBOP S>K LKP >IC>?BQ DB?ORFHQ� 
.LPQWBDBISBOW>JBI>>OP WRIIBK ABWB KRI�
ILWB >�W�@LAB TBI HBKKBK
 &FG TLOAQ 
�JBQ HIBFKB S>OF>QFBP� DB?ORFHQ FK AB 
DOLQB MLPQWBDBI@>Q>ILDRPPBK S>K +'!&#* 
BK S>K '4#02�2#**'#0 LJ AB SLIDKRJ�
JBOP S>K AB >CDB?BBIAB MLPQWBDBIP >>K QB 
DBSBK �WFB >C?BBIAFKD�
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'H ?BK ?BKFBRTA LC FBJ>KA >`D >^<BOB 
MO>HQFP@EB QLBM>PPFKDBK HBKQ S>K ABODB�
IFGHB KRIILWB KLQ>QFBPVQBJBK SLLO AB K>�
QRROIFGHB DBQ>IIBK
 < 



K l e i n e 
Kleine nootjes zijn eenvoudige vraagstukken die door 
iedereen 'gekraakt' kunnen worden, zonder enige wiskundige 
voorkennis. De oplossingen staan op p. 32 van dit nummer. 

1^ 

Indianen 
Twee indianen lopen door het struikge-
was. De ene indiaan is de zoon van de 
ander maar de ander is niet zijn vader. 
Hoe is dat mogelijk? 

Overtrekken 
Kun je uitvinden of het mogelijk is de 
onderstaande figuren met een pen over 
te trekken zonder een lijn twee keer te te-
kenen? Je mag je pen niet van het papier 
optillen. 

Lucifers 
Neem twaalf lucifers en leg ze in drie 
rijtjes van vier. Kun je nu drie lucifers 
verplaatsen zodanig dat elke horizontale 
en elke vertikale rij uit vier lucifers be-
staat? 



nootjes 

Toast 
In het vakantiehuisje is geen broodroos-
ter aanwezig, alleen een grill. Onder de 
grill passen precies twee sneetjes brood. 
Het roosteren van één kant van een snee 
brood duurt drie minuten. Om drie 
sneetjes te roosteren zouden de meeste 
mensen eerst twee sneetjes onder de grill 
leggen, ze na drie minuten omkeren, na 
weer drie minuten het derde sneetje erin 
doen en omkeren. Dit neemt in zijn ge-
heel twaalf minuten in beslag. Er is ech-
ter een snellere manier om drie sneetjes 
brood onder de grill te roosteren — hoe? 

Twintig 
Kun je uit het onderstaande rijtje getal-
len er vijf kiezen zodat de som ervan ge-
lijk aan 20 is? 

1. 1. 1. 3, 3, 3, 5, 5, 5, 7, 7, 7. 
Jokkebrokken 
Pietje zegt dat Jantje liegt en Jantje zegt 
dat Willem liegt. Willem zegt dat Jantje 
en Pietje allebei liegen. Wie liegt er nu ei-
genlijk? 

Huisje 
Met tien lucifers kun je een eenvoudig 
huisje maken: 

Deze tekening geeft het zuidoost-aan-
zicht van het huisje weer. Kun je door 
slechts twee lucifers te verleggen het 
zuidwest-aanzicht krijgen? 
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'K AB BBOPQB EBICQ S>K AB ��B BBRT LOD>�
KFPBBOAB AB TBIDBPQBIAB +FI>KBPBMOLCBP�
PLO .FBQOL �DKBPF ?FG EBJ QERFP TB�
QBKP@E>MMBIFGHB ?FGBBKHLJPQBK
 �I >IP 
HFKA K>J WFGK AL@EQBO +>OF> %>BQ>K> 
�DKBPF A>>O>>K >@QFBC ABBI
 "B DBPMOBH�
HBK� AFB TBQBKP@E>MMBIFGHB LKABOTBOMBK 
?BQOLCCBK� TBOABK >IQFGA DBSLBOA F 
*>QFGK� J>>O +>OF> PMO>H 
>IIB ?RFQBKI>KAPB ?BWLBHBOP 
Q>>I
 -M E>>O BICAB ?BEBB 
IBBK "RFQP� 1M>>KP BK $� 
%OFBHP BK &B?OBBRTP
 � 
AB ��B BBRT T>P AB AFCCBOBKQF>>I 
DO>>IOBHBKFKD LKQABHQ AM AFB E� 
DBLMBKA K>>O KFBRTB QEBLOFB]K C 
HRKAB BK Q>IILWB KFBRTB QLBM>PPFKDBK
 
"B ?BTBDFKD S>K BBK P>QBIIFBQ LJ AB 
>>OAB TLOAQ FK TBWBK KL
 
ERIM S>K RFQ AFB QFGA PQ>J�J\KAB<Q 
?BP@EOBSBK
 'K ���� SBOP@EBBK S>K<>O F 
�DKBPF BBK ?BI>KDOFGH ?LBH L S B Q G < AFC�
CBOBKQF>>I� BK FKQBDO>>IOBHBKFKD� <CQBF> 
�DKBPF ����������� FP B@EQBO SLLO>I ?B�
HBKA ALLO AB TFPHRKAFDB HOLJJB AFB AB 
�EBHP S>K �DKBPF� TLOAQ DBKLBJA
 'K 
UG�@A?OAFK>QBK HRKKBK TB AB HOLJJB 
?BP@EOFGSBK ALLO CEB* � 0<� � ,* JBQ 
( < - BBK TFIIBHBROFDB @LKPQ>KQB
 -M EBQ 
EFBOLKABO SBOJBIAB 555�>AOBP HRK GB 
AB HOLJJB JBQ BBK (>S>�>MMIBQ WBIb QB�
H @ K < "BWB HQ<SRK<CBHM>FQ 

� GB < < * OB@EQB <)F LSBO< K @FOH 
<<<<lMKQ60>FBK �<.QBHBKFK(.< "B H 
� EBBQQB A>>OLJ -/G�<bOLCIHBIFGH BBO 

AO>>FBK�
 &BQ TLLOA �SBOPFBO>� T>P B@EQBO 
LLH BBK >CHLOQFKD S>K �>SSBOPFBO>� LC 
�SOLRT S>K AB ARFSBI�
 "B #KDBIPJ>K 
!LIPLK AFB EBQ ?LBH S>K �DKBPF FK EBQ 
#KDBIP SBOQ>>IAB� WLR AB QTBB ?BQBHBKFP�
PBK ALLO BIH>>O EB??BK DBE>>IA
 +>OF> 
�DKBPF T>P FK EBQ DBEBBI DBBK EBHP� BBO�
ABO BBK BKDBI
 &LBTBI WB WF@E LKDBQTFG�
(A DO>>D JBQ TBQBKP@E>M ?BWFD EFBIA
 
FGHQ EBQ BOLM >IPLC WB EBQ LLH ABBA LJ 
IF<IIC S>�QO BBK DBKLBDBK QB ALBK
  FG WFGK 
_:�IFGABK GGF ���� QOLH WB WF@E QBORD RFQ 
EBQ TBQBK<<>MMBIFGHB IBSBK BK TFGAAB 

SBOABO )�Q >>K E>>O ALLA FK ���� 
>CK >OJBKWLQCFF P��K OBIFDFBRWB PQRAFBP� < 
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�F�<T�DOLRMP<P�PQ�>KA�>B�RH�� 
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�EFPQLOV� 

"# &#)1 4�, �%,#1* �IP GB AB PQFMMBI�
ALLO   I>><OLKAAO>>FBK BK �( LM G 
LM A< C I O H Be< JBBI<MBDBK1[>K 
BK A<OBOQFH>I<MMMBIIFGK ALLO �I BK 
LOFW�-2>I<QFMMB'IFFK ALCFC>><DIH>>O 
K MFFGGQ 

<>IBP^^MM]IIFGK ALh<<<IH>>O 
RGQ< LM AB HOLJJB� < < < < H 
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SLLO AFB WLBHJ>@EFKBP
 1LJJFDB WLBH�
�=j J>@EFKBP TBOHBK ?LSBKAFBK >IIBBK SLLO 
' AL@RJBKQBK T>>OS>K AB TB?�PFQB FP >>K�
< DBJBIA
 5FB ABWB DO>QFP QLBD>KHBIFGHB 

J>@EFKBP ?BQ>>IQ� -M WLBHJ>@EFKBP WFB 
GB >IQFGA 'KQBOKBQ�>ASBOQBKQFBP BK AB >A�
� SBOQBBOABOP ?BQ>IBK A>>OSLLO
 "B %LR�
ABK %FAP E>KQBBOQ ABWBICAB CLOJRIB
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1MFKKBK SLLOWFBK WLBHJ>@EFKBP ARP S>K 

4 J>QBOF>>I
 +>>O PMFKKBK EB??BK JBBO 
QLBM>PPFKDBK
 -CC�IFKB ?OLTPBOP WFGK TB?�
?OLTPBOP T>>OJBB GB HRKQ TBOHBK WLK�

� G ABO A>Q GB LM A>Q JLJBKQ BBK 'KQBOKBQ�
� Y SBO?FKAFKD EB?Q
 (B DBBCQ S>K QB SLOBK 
� ' WL�K ?OLTPBO BBK MIBH LM T>>OFK GB DB^K�

QBOBPPBBOA ?BKQ
 #BK PMFK W>I SLLO GLR 
>IIB EVMBOIFKHP SLIDBK BK >IS>PQ AL@R�
JBKQBK LME>IBK
 *>QBO HRK GB A>K LM GB 
DBJ>H BK WLKABO SBO?FKAFKD ABWB AL@R�
JBKQBK ?BHFGHBK
 �IP GB WBIC AB QBIBCLLK�
OBHBKFKD JLBQ ?BQ>IBK H>K WL�K LCC�IFKB 
?OLTPBO GB SBIB DRIABKP ?BPM>OBK� JBQ 
K>JB >IP GB AB PMFK WFGK TBOH �P K>@EQP 
I>>Q ALBK
 1LJJFDB 'KQBOKBQ�DB?ORFHBOP 
TFIIBK DO>>D @LIIB@QFBP S>K MI>>QGBP LC 
S>K SFABL�?BBIABK >>KIBDDBK
 (B HRKQ 
A>K BBK PMFK LM M>A PQROBK AFB >IIBBK 
AL@RJBKQBK S>K BBK ?BM>>IA QVMB 
LME>>IQ� WL>IP DFC�MI>>QGBP
 "FQ PLLOQ 
PMFKKBK WFGK B@EQB PQOLMBOP
 

�5+ >5+19 ++4 86/4� 
&BQ FP ARFABIFGH A>Q PMFKKBK BBK ?BM>>IAB 
PQO>QBDFB JLBQBK EB??BK LM EBQ 5B? QB 
WLBHBK
 �KABOP SBOAT>>IQ AB PMFK KBQ WL 
>IP BBK >ODBILWB 5B?�PROCBO AFB WL J>>O 
T>Q EVMBOIFKHP >>KHIFHQ
 4LLO EBQ ?BM>�
IBK S>K WL�K WLBHPQO>QBDFB HRKKBK TB 

� &3<5>8./ /8 �8=/;8/= 

���//;��
>IIB 5B?�AL@RJBKQBK TFPHRKAFD SLLO�
PQBIIBK ALLO BBK DO>>C� AB AL@RJBKQBK 
WFGK AB HKLMBK BK AB EVMBOIFKHP WFGK AB 
SBO?FKAFKDBK A>>OQRPPBK
 4LLO >IIB PQO>�
QBDFB]K DBIAQ A>Q ?FGDBELRABK JLBQ TLO�
ABK TBIHB HKLMBK OBBAP ?BWL@EQ WFGK LJ 
AR??BI TBOH LC EBQ OLKAILMBK FK @FOHBIP 
QB SLLOHLJBK
 #BK PMFK HOFGDQ >IQFGA BBK 
PQ>OQMRKQ JBB� S>>H BBK ELJBM>DB S>K 
BBK 5B?�PFQB
 #O WFGK QTBB PQ>KA>>OA 
WLBHPQO>QBDFB]K� 
d ':0609 49 /0 -<00/>0
 %> S>KRFQ BBK 
PQ>OQMRKQ K> TBIHB HKLMBK BO WFGK� AFB 
EB??BK >CPQ>KA '
 &LRA LKABOQRPPBK ?FG 
TBIHB KFBRTB HKLMBK GB QBDBKHLJQ� AFB 
EB??BK >CPQ>KA �
 8LAO> >IIB HKLMBK 
S>K >CPQ>KA � DBTBBPQ WFGK� HLJBK AFB 
S>K >CPQ>KA � >>K AB ?BROQ
 #KWLSLLOQ� 
d ':0609 49 /0 /40;>0
 %> S>KRFQ BBK 
PQ>OQMRKQ K>>O AB BBOPQB HKLLM LM >C�
PQ>KA �� �IP ABWB BBK IFKH K>>O BBK 
KFBRTB HKLLM ?BS>Q� D> K>>O AFB HKLLM� 
8L KFBQ� D> BBK PQ>M QBORD BK K>>O AB 
QTBBAB HKLLM S>KRFQ EBQ PQ>OQMRKQ
 4>K�
RFQ BBK HKLLM D>>K TB ARP BBOPQ AB AFBMQB 
FK BK HBOBK A>>OK> M>P LM LKWB P@EOBABK 
QBORD K>>O BBK BBOABO >IQBOK>QFBC
  FG 'K�
QBOKBQ�PMFKKBK WFBK TB LSBO EBQ >IDBJBBK 
AB BBOPQB >>KM>H
 +BQ AFBK SBOPQ>KAB A>Q 
S>>H BBOPQ BBK EBIB 5B?�PFQB LC BBK ABBI�
?LLJ >CDBWL@EQ TLOAQ SLLOA>Q K>>O BBK 
>KABOB 5B?�PFQB TLOAQ LSBODBD>>K
 "BWB 
>KABOB 5B?�PFQBP TLOABK LLH TBBO LM 
ABWBICAB J>KFBO >CDBILMBK� 

�42??< �� %A00 @0<=.347709/0 D:06=><,>0	
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Middelen tegen spinnen 
Niet overal zijn spinnen welkom. Op een 
Web-site kan een bestand robots . txt 
neergezet worden waarin aangegeven-
staat op welke plekken spinnen (ook wel 
robots genoemd) niet horen te komen, 
Dat de spinnen zich hieraan houden, is 
een kwestie van etiquette, er is geen mo-
gelijkheid om dit af te dwingen. Andere 
documenten waar spinnen niet bij kun-
nen komen zijn diegene die pas opge-
stuurd worden als een formulier wordt 
ingevuld. Er is dus geen normale link 
naar zo'n document. Dit geldt nog ster-
ker voor dynamische documenten, die 
pas opgesteld worden op het moment 
van het verzoek van de browser, vaak 
aan de hand van gegevens van de aan-
vrager. 

Je eigen spinnen 
Voor het geval dat je zelf eens wat spin-
nen aan het werk wil zetten, hebben we 
Internet Marauder uitgetest (marauder 
is Engels voor plunderaar). Het is een 
shareware programma voor Windows 
95, Je kunt het bijvoorbeeld krijgen bij 
www,shareware,com (zoek op Marauder), 
Een aardige off-line browser is NetBrief 
Light (zoek op nbl32), Internet Marau-
der kent aan de verschillende zoekstrate-
gieën persoonlijkheden toe: 'Atilla de 
Hun' volgt alleen hyperlinks binnen een 
deelboom van de directorystructuur van 
de web-site, maar is hierbij zeer vasthou-
dend, Als een document de eerste keer 
niet goed doorkomt, dan vraagt hij het 
opnieuw en opnieuw, 'Napoleon' is meer 
voor de grote lijn: een hele web-site gaat 
hij af, echter minder vasthoudend. Spin-

nen volgen in het algemeen alleen hyper-
links binnende start-site. Desalniettemin 
kunnen ze een behoorlijke netwerkbelas-
ting geven. Napoleon had voor de auteur 
binnen een half uur zo'n vierduizend be-
standen van de Pythagoras homepage af-
gehaald. Met het hele Internet zou deze 
stroper meer dan een heel jaar bezig 
zijn, ^ 

ÜRL's 
www,yahoo,com 
www,infoseek,com 
www,altavista,digital,com 
www,shareware,com 

3fajMP^jr«^^Br^. 

_ _ _ ^ _ _ ^ 

Internet-jargon 
Web-browser Het computcrprogranuna 
waarmee je over het Web 'surft', 
Web-site Een stel bij elkaar horende 
Web-documenten over één bepaald on-
derwerp 
Web-server Een computer die voor de 
verbinding met het Internet zorgt, 
Hyperlink Een verwijzing naar een an-
der document met een tekst of plaatje, 
Door erop te khkken surf je naar dit 
document, 
URL Het Internetadres van een Web-
document, 

Wiskunde en Internet 



Klaas Pieter Hart 

Stel je eens voor dat je met het leger 
van Alexander de Grote naar het oude 
Babyion getrokken bent. Je loopt door 
de straten van de oude stad en hoort 
twee Babyloniërs ruzie maken over geld, 
De één beweert bij hoog en bij laag dat 
de ander hem nog eenenzestig goudstuk-
ken moet betalen; de ander vindt dat hij 
er maar twee hoeft te betalen. Je gaat 
er bij staan en je ziet de rekening; 
Y Tgoudstukken. Je denkt misschien dat 
daar twee goudstukken gevraagd wor-
den, maar de ontvanger legt je uit dat 
de Babyloniërs met een zestigtallig stel-
sel werken en dat de Y voor één staat 
en de Y (die wat groter is) voor zestig, 
Als je opmerkt dat dat niet zo handig is 
omdat het lastig is met de hand elke Y 
even groot te houden, vraagt je nieuwe 

kennis of je een beter idee hebt. Je stelt 
hem voor om wat ruimte tussen de 'cij-
fers' open te laten zodat duidelijk te zien 
is dat de Y en Y niet samen als twee 
fungeren. Nu weten de Babyloniërs dat 
je echt van ver komt want die ruimte 
gebruiken ze al om machten van zestig 
over te slaan: Y Y staat namelijk voor 
60- + 1 = 3601, "Misschien wordt het 
tijd dat jullie daar een apart tekentje 
voor bedenken," zeg je dan, "dan zijn 
jullie van alle problemen af," Dat vin-
den je nieuwe vrienden niet eens zo'n 
slecht idee en na een tijdje gaan ze i ge-
bruiken om 'machten over te slaan'; 
Y Y is twee; Y Y is eenenzestig en Y 5 Y is 
zesendertighonderd-en-een, 

Wat we hiervoor beschreven hebben is de 
uitvinding van een nieuw Babylonisch 
cijfer: de nul. Maar deze ontdekking ge-
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beurde relatief laat; de Bab j^^^p^eb-
ben duizenden jaren g^^Bro zonder 
een teken voor de nul ^^Êmuiken. Ook 
daarna nog gebruikl^Hae Babyloniërs 
vreemd genoeg het^Hcken niet aan het 
eind van hun getgJ^Br uit de context van 
het document 
één, zestig oi 
doeld werd 
Uit het ver 
niërs een 
hun getaH 
een cijfer̂  
voor de 
genstelli 
tische 
van ti' 
werd -1 
bij VOO 
bazin 
herhall 

P blijken of met Y 
Êendertighonderd be-

een j 
voor I 

In zo'n 
volgordl 
niet toeH 
welk getd 

ye blijkt dat de Babylo-
ionele schrijfwijze voor 

anteerden: de plaats van 
een getal was van belang 

tte van dat getal. Dit in te-
'tot bijvoorbeeld het Egyp-
ém waarin voor elke macht 
n andere hiëroglief gebruikt 
t symbool voor miljoen was 

d een mannetje dat vol ver-
armen ten hemel heft. Door 
an deze symbolen werd dan 
weergegeven: drie mannetjes 
iljoen, 

die lege plek zetten en dat puntjè^^tte 
sunya wat 'leeg' betekent, In het 
bisch werd dat cifr en dat werd in 
Italiaans 'zero' (nul) en 'ziffero' (cijfe: 
Het puntje werd langzamerhand ee 
rondje en zo zijn we aan ons symbool' 
voor nul gekomen, 
Overigens hebben de Hindoes als eersten 
'nul' als een getal beschouwd waar je ge-
woon mee kunt rekenen en dat verklaart 
weer ons woord voor dat getal: nul komt 
van het Latijnse 'nullus' dat 'geen enkele' 
betekent, ^ 

De Maya's 
Aan de andere kant van de wereld, in 
Zuid-Amerika, ontwikkelden de Maya's 
ook een positioneel getallenstelsel met 
twintig cijfers, waaronder een nul. Hun 
nul lijkt erg veel op onze nul: (S>. Hier 
is een tabel van de twintig Maya-cijfers: 

C2> 

Onze cijfer 
noemd. Dat^ 
ten zijn, wan^ 
Arabieren uit 

pem is geen nul nodig en de 
de symbolen doet er ook 
gewoon te tellen weet je 

seld wordt. 

j^en vaak Arabisch ge-
lindoe-Arabisch moe-

^jfers komen via de 
snwoordige India. 

De Hindoes gebr 
loniërs een positi! 
het begin hadden ze' 
ten een plaats open or 

riet als de Baby-
^hrijfwijze. In 

jfers; ze lie-
lacht van 

tien aan te geven. Zo ronc 
voor Christus gingen ze een"" 

^eeuw 

Het merkwaardige van het getallenstel-
sel van de Maya's was het feit dajj 
.C2><S5 niet voor 400 stond maar voj 
18 x20 = 360. De reden was dat 
Maya-jaar 360 dagen had (plus na 
'slechte' dagen en op deze mani^j^fcd 
het aantal dagen in het jaar ^Bmooi 
rond getal. 
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�+2+4 3+9 
+BQ AB QOBFK ARROQ AB OBFP S>K �JPQBO�
A>J K>>O  BOIFGK � RRO
 5FB LJ �� RRO 
RFQ �JPQBOA>J SBOQOBHQ HLJQ KFBQ LJ �� 
RRO FK  BOIFGK >>K J>>O LJ �� i �� � � 
RRO
 4LLO AB HILH WFGK �� BK � EBQWBICAB
 

�IDBJBKBO WFGK QTBB DBQ>IIBK SLLO AB 
HILH DBIFGH >IP WB BBK SBBISLRA S>K �� 
S>K BIH>>O SBOP@EFIIBK
 5B KLQBOBK AFQ 
JBQ AOFB PQOBBMGBP >IP SLIDQ� 

�� � � JLA ��
 

5B WBDDBK A>Q �� BK � @LKDORBKQ WFGK 
JLARIL ��
 &BQ @LKDORBKQFBQBHBK � FP 
��� G>>O DBIBABK >I ALLO %>RPP ?BA>@EQ
 
+BQ AB HILHDBQ>IIBK - QLQ BK JBQ �� HRK 
GB OBHBKBK WL>IP JBQ DBTLKB DBEBIB DBQ>I�
IBK
 (B QBIQ WB LM >IP DBTLKB DBQ>IIBK� BK 
>IP AB PLJ �� LC JBBO FP QOBH GB BO �� >C 
LJ LKABO AB �� QB O>HBK
  FGSLLO?BBIA� 

�� 
 � � � JLA ��
 

(B HRKQ LLH SBOJBKFDSRIAFDBK
 �IP AB 
HILH - RRO >>KDBBCQ BK GB �� HBBO >@EQBO 
BIH>>O AB HILH �� RRO ALLOAO>>FQ ?BK GB 
��� RRO SBOABO
 2OBH A>>O � HBBO �� S>K�
>C BK GB ELRAQ �� LSBO
 "FQ ?BQBHBKQ A>Q 

AB HILH LM �� RRO PQ>>Q
 "RP� 

����� � �� JLA ��
 

'K MI>>QP S>K �� HRKKBK TB K>QRROIFGH 
BIH >KABO DBQ>I 9 KBJBK
 ,BQ >IP ?FG �� 
TBOHBK TB A>K KLD >IIBBK J>>O JBQ AB 
DBQ>IIBK -� �� � � � �hi'� (B EB?Q >IP EBQ 
T>OB A>K BBK HILH JBQ MLPQFQFBP S>K - 
QLQ BK JBQ h i '� K> AB h � � HLJQ TBBO 
AB -� "B DBQ>IIBK ����� 9	7 
JLARIL 9 HRK GB LMQBIIBK BK SBOJBKFD�
SRIAFDBK WL>IP ?FG EBQ �HILHOBHBKBK� JL�
ARIL ��� "FQ EBBQ �OBHBKBK JLARIL ���� 

�+ 4+-+4675+, 
"B OBPQ S>K BBK DBQ>I JLARIL � H>K GB 
PKBI ?BM>IBK ALLO AB @FGCBOP LM QB QBIIBK� 
'JJBOP� >IIB J>@EQBK S>K �� EB??BK 
OBPQ � ?FG ABIFKD ALLO �� ">>OLJ FP EBQ 
DBQ>I ���� � ' l � � < � � � � � 
 ���� 
 � 
@LKDORBKQ JBQ � 
 � 
 � 
 � � � � JL�
ARIL �� -J AB SBOJBKFDSRIAFDFKD 
���� d ��� � ������� QB @LKQOLIBOBK H>K 
JBK PKBI BSBK �JLARIL � HFGHBK�
 
5B EB??BK ��� � � 
 � 
 � 
 � � �� � 
� JLA � BK ������� � � 
 � 
 � 
 � � �� 
� � JLA �
 5BDBKP � � � < � JLA � EB?�
?BK TB LKP HBKKBIFGH FK EBQ >KQTLLOA 
SBODFPQ� AB IFKHBOH>KQ EBBCQ OBPQ � ?FG AB�
IFKD ALLO �� BK AB OB@EQBOH>KQ OBPQ �
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#+7-+2/01/4-+4 35*:25 4 
&BQ LMILPPBK S>K SBODBIFGHFKDBK JLARIL 9 
D>>Q BBK ?BBQGB >KABOP A>K T>Q GB DBTBKA 
?BKQ
 -M P@ELLI IBBO GB ELB GB BBKSLRAFDB 
SBODBIFGHFKDBK >IP 

����� -� ' � 
 S� I BK 
S� � � 

JLBQ LMILPPBK� 'K AB BBOPQB QTBB SBODBIFG�
HFKDBK ABBI GB ALLO �� BK SFKA GB 
S � - 
BK �� � �*
 'K EBQ QTBBAB DBS>I P@EOFGC GB 
�� � � ��L >IP �� 
 ' � �� � �� � - BK SFKA 
GB AB LMILPPFKDBK � � � � BK B � '� *>QBK 
TB ABWB SBODBIFGHFKDBK KR BBKP JLARIL 
�� MOL?BOBK LM QB ILPPBK
 "B BBOPQB SBO�
DBIFGHFKD TLOAQ 

� �� � - JLA ��� 

�IP GB FK ��� AB DBQ>IIBK -� �� �� l l l� �� 
SLLO & FKSRIQ� HOFGD GB JLARIL �� AB DB�
Q>IIBK -� ��� -� ��� BKWLSLLOQ� >CTFPPBIBKA 
- BK ��� 4>K AB �� DBQ>IIBK JLARIL �� 
DBSBK BO ARP QT>>IC BBK LMILPPFKD S>K AB 
SBODBIFGHFKD '�� � -� 'K MI>>QP S>K \\K 
LMILPPFKD SFKABK TB BO KR QT>>IC�  LSBK�
AFBK DBBCQ DBBK BKHBIB B BBK LMILPPFKD 
SLLO AB SBODBIFGHFKD ��
UO� � JLA ��� "B 
SBODBIFGHFKD �� � � � - JLA �� HRK GB 
LLH ALLO QB MOL?BOBK LMILPPBK
 (B WFBQ 
A>K A>Q AB DBQ>IIBK �� �� �� ��� ��� ��� �� 
BK �� >IIBJ>>I LMILPPFKDBK WFGK� 'K MI>>QP 
S>K QTBB LMILPPFKDBK SFKABK TB BO KR 
>@EQ
 (B HRKQ SBODBIFGHFKDBK JLARIL 9 

ARP KFBQ LMILPPBK ALLO WB BBOPQ �DBTLLK� 
LM QB ILPPBK BK A>K EBQ >KQTLLOA 
JLARIL h QB KBJBK� 

�4;+78+4 35*:25 4 
'K AB @OVMQLDO>CFP@EB QLBM>PPFKDBK AFB 
TB FK .VQE>DLO>P KO� � D>>K ?BE>KABIBK 
JLBQBK TFG AB SBODBIFGHFKD 

,B � � JLA 9 

SLLO DOLQB T>>OABK S>K , BK h LMILPPBK� 
8L�K & EBBQ AB FKSBOPB S>K , JLARIL h� 
(B JLBQ EFBO?FG ABKHBK >>K DBQ>IIBK S>K 
WL�K QTBBELKABOA @FGCBOP
 �KABOP A>K 
SLLO h � �� HRKKBK TB A>K KFBQ JBBO 
>IIB JLDBIFGHEBABK MOL?BOBK� A>Q WLR 
I>KDBO AROBK A>K AB IBBCQFGA S>K EBQ RKF�
SBOPRJ
 "B SLIDBKAB PQBIIFKD WBDQ T>K�
KBBO BO LMILPPFKDBK WFGK� AFQ E>KDQ >C S>K 
AB DOLLQPQB DBJBKB ABIBO / S>K , BK 9� 
A>Q FP EBQ DOLLQPQB DBQ>I A>Q WLTBI , >IP 9 
ABBIQ
 ,LQ>QFB� / � DDA�>
h�
 

? 6 & �� � � % 2 8 / � � A>K EBBCQ AB SBODB�
IFGHFKD � � 
 S� IJLAh DBBK LMILPPFKDBK
 
�IP / � (� A>K EBBCQ AB SBODBIFGHFKD 
,B � � JLA 9 MOB@FBP \\K LMILPPFKD� 

5>Q FP BO >>K AB E>KA >IP / DOLQBO A>K � FP� 
">K 9 FP BBK F<�SLRA� 9 � 6/
 +>>O LLH , 
FP BBK /	@:?/ BK ARP KBBJQ ?B JLARIL 9 
\\K S>K AB T>>OABK /� 
/�


 �6/ >>K� 
-JA>Q / � 7 4= DBBK S>K AFB T>>OABK DB�
IFGH >>K � BK ARP EBBCQ AB SBODBIFGHFKD 
,B � 7 JLA 9 A>K DBBK LMILPPFKDBK� 
'K EBQ SLLO?BBIA ��� P ' JLA �� E>AABK 
TB DDA������� � ��� 'KABOA>>A T>OBK BO 
DBBK LMILPPFKDBK
 -J AB LMILPPFKD QB SFK�
ABK >IP �� � � JLBQBK TB BBOPQ T>Q JBBO 
TBQBK LSBO AB DDA� 
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�+ �:)2/*/8).+ '2-57/93+ 
"B DOLLQPQB DBJBKB ABIBO S>K QTBB DBQ>I�
IBK HRK GB ?BOBHBKBK ALLO AFB DBQ>IIBK QB 
LKQ?FKABK �WFB .VQE>DLO>P KO� ���  FG�
SLLO?BBIA� �� � �� l � l � BK �� � � d ��� 
WLA>Q 

DDA������� � ��� � 

+>>O SLLO DOLQBOB DBQ>IIBK FP EBQ SFKABK 
S>K AB LKQ?FKAFKDBK BBK I>PQFD H>OTBF� 
#O FP B@EQBO BBK PKBIIBOB JBQELAB AFB >I�
QFGA TBOHQ
 �IP SLLO?BBIA KBJBK TB AB 
DBQ>IIBK ���� BK ��� "B DDA S>K ���� BK 
�� FP BBK ABIBO S>K ERK SBOP@EFI ���� 
J>>O LLH S>K � � � � � � � � � � ���� S>K 
���� � � l �� � ��� BK WL SBOABO
 "LLO 
�� KBQ WL I>KD S>K ���� >C QB QOBHHBK 
QLQ A>Q KFBQ JBBO H>K WLKABO KBD>QFBSB 
RFQHLJPQ� HOFGD GB AB <0=4 S>K ���� ?FG 
ABIFKD ALLO ��� �IP GB �� LM ���� ABBIQ 
D>>Q A>Q '' HBBO� BK GB ELRAQ �� LSBO� 
���� � �� ��� 
 ��
 5B W>DBK A>Q FBABO 
DBQ>I A>Q WLTBI ���� >IP �� ABBIQ� LLH 
AB OBPQ � � � � � � � � � � � � � ABBIQ
 �K�
ABOPLJ WFB GB DBJ>HHBIFGH A>Q FBABOB DB�
JBBKP@E>MMBIFGHB ABIBO S>K �� BK �� 
LLH BBK ABIBO FP S>K �� 
 �� � �� � ����� 
"B M>OBK ��������� BK ������� EB??BK 
ARP MOB@FBP ABWBICAB DBJBBKP@E>MMBIFGH 
ABIBOP
 "B DOLLQPQB EFBOS>K FP AB DDA BK 
ARP WFBK TB 

DDA����������DDA�������� 

'K BBK DDA�?BOBHBKFKD JLDBK TB HBKKB�
IFGH PQBBAP EBQ BBOPQB DBQ>I SBOS>KDBK 
ALLO WFGK OBPQ ?FG ABIFKD ALLO EBQ QTBBAB 
DBQ>I
 �IP TB WLODBK A>Q EBQ BBOPQB DBQ>I 
EBQ DOLLQPQB S>K AB QTBB FP ?BQBHBKQ AFQ 
A>Q TB LKP DDA�MOL?IBBJ ALLO BBK BBK�
SLRAFDBO DDA�MOL?IBBJ HRKKBK SBOS>K�

DBK
 "B JBQELAB LJ AB DOLLQPQB DBJBKB 
ABIBO KFBQ SF> LKQ?FKAFKDBK J>>O ALLO 
EBOE>>IAABIFKD JBQ OBPQ KBJBK QB ?BM>�
IBK EBBQ AB �?.74/4=.30 ,72:<4>80
 

���<1+*"�C4LLO ���� BK �� SFKABK TB 
>@EQBOBBKSLIDBKP A>Q DDA� �������� DBIFGH 
FP >>K DDA�������� >>K DDA���� ��� BK WL�
SBOABO� �IP TB >IIB ABIFKDBK KBQGBP LKABO 
BIH>>O LMP@EOFGSBK HOFGDBK TB� 

���� � �� �� � �� 

� � � � ��� �� 

� � � � ��� � 
� � � � � � � 

� � � � � �
 

'K AB I>>QPQB ABIFKD TLOAQ AB OBPQ -� BK 
A>>O HRKKBK TB KFBQ SBOABO ALLO ABIBK� 
5B SFKABK ARP A>Q DDA� ����
��� DBIFGH 
FP DDA�'��� � �
 &BQ SLLOABBI S>K 
#R@IFABP� JBQELAB FP A>Q BO KLLFQ BBK DB�
Q>I LKQ?LKABK ELBCQ QB TLOABK
 &FG FP 
A>>OLJ SLLO AB JBBPQB DBQ>IIBK SBBI 
PKBIIBO A>K AB JBQELAB SF> LKQ?FKAFKDBK� 
#BK >KABO SLLOABBI S>K AB JBQELAB FP 
A>Q GB A>>OJBB AB DDA S>K , BK - RFQ 
HRKQ AORHHBK FK , BK -
 "FQ D>>Q >IP 
SLIDQ JBQ AB RFQDB?OBFAB #R@IFAFP@EB >I�
DLOFQJB� 

� �����
 ���� � �� 

� l ���� � ����� � �� 

� � l ����
 �� � ��� �� 

�� ���� � � � � � � � � 

� � ����� 
 ������� � 
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Hier is de eerste vergelijking een 'flauwe 
vergelijking', de tweede de gewone deling 
met rest voor 1001 en 85. In de volgende 
stap doe je niet alleen deling met rest 
voor 85 en 66 (gaat 1 keer, rest 19), maar 
trek je de hele tweede vergelijking 1 keer 
van de eerste af. 

CÓNCLIB^- Voor ieder tweetal getallen 
a en b bestaan er gehele getallen A en y 
die voldoen aan xa + yb = ggd{a.b). 
[Anders dan a en b zijn de getallen x en 
y niet allebei positief,] 

Besluit 
We keren terug naar onze vergelijking 
ax = 1 mod n. Volgens de stelling is er 
precies één oplossing als ggd(a,n) = 1. 
Deze oplossing vind je, net als de ggd 
zelf, met de Euclidische algoritme, 
Immers, om een vergelijking als 
85.V = I mod 1001 op te lossen is het vol-
doende om een geheel getal x te vinden 
waarvoor 85A + 1001>' = 1 geldt. Modu-
lo 1001 staat hier namelijk niets anders 
dan 85A = I, Zo'n getal vonden we al: 
X = 106, Het getal 106 is dus de inverse 
van 85 modulo 1001, 

PÖVóAVE. Bereken de inverse van 1997 
modulo 1000. Heeft 15 een inverse mo-
dulo 1000? ^ 

De ggd bij Euclides 
In de Griekse wiskunde werden getallen 
als lengtes van lijnstukken gezien. De 
rest r van a bij deling door h is dan wat 
er overblijft als je h net zo vaak afpast 
op a als mogelijk is. In de Euclidische al-
goritme passen we vervolgens deze rest 
weer een geheel aantal keren op b af, en 
we gaan zo door tot we uiteindelijk een 
keer rest O krijgen. De rest waarmee de 
deling precies opging is dan de ggd van 
a en h. Dit is het grootste lijnstuk dat 
een geheel aantal keren in zowel a als b 
past, en dus de grootste 'gemeenschappe-
lijke maat' van a en b. 

1 

De Grieken ontdekten tot hun verbazing 
dat in veel 'meetkundige situaties', bij-
voorbeeld wanneer a de diagonaal van-
een vierkant met zijden h is, er geen enkel 
lijnstuk bestaat dat een geheel aantal 
keren in zowel a als h past. Begrijp je 
waarom? 

De priemeigenscliap 
Hoe bewijs je dat als een priemgetal p 
een produkt van twee getallen ah deelt, 
hij tenminste één van de getallen deelt? 
Stel maar dat p geen deler van b is. Dan 
geldt ggd{b,p) = l,dus er bestaan gehele 
getallen x en y met xb-\-yp = 1. Verme-
nigvuldiging met a geeft xab + yap = a. 
Omdat p zowel xab (een veelvoud van 
ab) als yap deelt, deelt hij nu ook a: 
einde bewijs. 
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Kun jij de onderstaande opgaven oplossen? Stuur dan je oplossing naar het onderstaande 
adres en maak kans op een boekenbon van 25 gulden! 

Pythagoras 
Opgave 29 
Hoeveel deelverzamelingen van de verza-
meling {1.2 1997} hebben een even 
aantal elementen? 

Opgave 30 
Suzanne heeft in het vlak een vierkant 
getekend. Ook heeft zij een punt in het 
vlak gezet met onzichtbare inkt. Jij mag 
rechte lijnen trekken en Suzanne (die een 
speciale bril op heeft) vertelt je dan aan 
welke kant van de lijn het punt ligt (of 
op de lijn). Hoeveel vragen heb je nodig 
om uil te zoeken of het punt binnen, bui-
ten of op het vierkant ligt? [Let op; Als 
je denkt dat er 18 vragen nodig zijn moet 
je bewijzen dat je met 18 vi-agen er altijd 
uit komt. maar ook dat het met 17 vra-
gen niet altijd lukt.] 

e'JJrfte 
Winnaars 1996-1997 
De Pythagoras Olympiade-tatTTK^jaar-
gang 1996-1997 heeft twee winnaars op-
geleverd: Jcanine Daems van het Bou-
wens van der Boijecollege te Panningen 
en Gertjan Kok van het Sint-Maartens 
college te Voorburg. Zij ontvangen beide j 
een boekenbon van 100,-. Bovendien' 
heeft Jeanine op deze manier toegang. 
gekregen tot de tweede ronde van de 
Nederlandse Wiskunde Olympiade. 

Stuur je oplossing naar: 

Pythagoras Olympiade 
TU Eindhoven 
Faculteit Wiskunde 
Hoofdgebouw kamer 9,50 
Postbus 513 
5600 MB Eindhoven 
email: sander@win,tue,nl 

Vermeld bij de oplossing je naam, adres, 
school en klas. Stuur bij de antwoorden 
ook een toelichting, waarin uitgelegd 
wordt hoe je aan het antwoord gekomen 
bent (een berekening of een bewijs), 
Insturen is mogelijk tot en met 5 
januari 1998, Onder de inzenders van 
goede oplossingen wordt per opgave een 
boekenbon van 25 gulden verloot. De 
oplossingen van deze opgaven verschij-
nen te zijner tijd op de homepage en in 
het aprilnummer van Pythagoras, Op de 
volgende bladzijde staan de oplossingen 
van opgave 25- en 26 uit het augustus-
nummer. ^ "^ 

"im^ 



Olympiade 
Opgave 25 
Op elke strippenkaart staat een getal van 
6 cijfers (van 000000 tot en met 999999), 
Als de som van de eerste drie cijfers ge-
lijk is aan de som van de laatste drie cij-
fers, dan heb je mazzel en krijg je drie 
kwartjes korting op de stripp)enkaart. Be-
wijs dat het aantal 'mazzelstrippenkaar-
ten' gelijk is aan het aantal strippenkaar-
ten waarvan de som van de cijfers 27 is. 

OPLOSSING. Noem een strippenkaart 
waarvan de som van de cijfers 27 is, een 
27-strippenkaart. We laten zien dat we 
bij elke mazzelstrippenkaart een andere 
27-strippenkaart kunnen maken. Als de 
zes cijfers op een mazzelstrippenkaart a, 
b, c, d, e, en/zijn, geldt a+b+c=d+e+f, 
dus geldt i9-a)+(9-~b)+{9~c)+d+e+f=21. 
We kunnen een 27-strippenkaart maken 
met de cijfers (9 - a), (9 - A), (9 - c), d, 
e en ƒ, Als je dit andersom doet, zie je 
dat je bij elke 27-strippenkaart een maz-
zel-strippenkaart hoort. Dus zijn er pre-
cies evenveel mazzelstrippenkaarten als 
er 27-strippenkaarten zijn. 

Deze opgave werd opgelost door: Marianne van Putten 
van hel Lorentz-Casimir Lyceum te Eindhoven, H. 
Verdonk uit "s Gravenhage, Jeanine Daems van het 
Bouwens van der Boijecollege te Panningen, Gertjan 
Kok van het Sint-Maartenscollege te Voorburg en 
David de Koet van het Fons Vita Lyceum te Amster-
dam. De boekenbon gaat naar David de Koet. 
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Opgave 26 
Gegeven zijn 32 stenen die allemaal een 
ander gewicht hebben. Laat zien dat 
35 keer wegen met een balans voldoende 
is om de zwaarste en de een-na-zwaarste 
steen te vinden. Je mag geen andere ge-
wichten gebruiken, alleen de 32 stenen, 

OPLOSSING, We gaan in een 'toernooi' 
van 5 rondes de zwaarste steen bepalen. 
In de eerste ronde wegen we 16 keer twee 
stenen tegen elkaar. De 16 'winnaars' 
gaan naar de volgende ronde, dan wegen 
we 8 keer twee stenen tegen elkaar. De 
winnaars gaan weer door naar de vol-
gende ronde. Dit doen we tot er maar 
een steen overblijft. We hebben dan 
16 + 8 + 4 + 2 + 1 = 31 wegingen ge-
daan. Nu moeten we nog de een na 
zwaarste steen vinden. Ergens in het toer-
nooi is die steen 'uitgeschakeld' en dat 
kan alleen door de zwaarste steen 
gebeurd zijn, We hoeven dus alleen nog 
maar de zwaarste steen te vinden van de 
5 stenen, die bij een weging lichter bleken 
dan de steen die uiteindelijk de zwaarste 
bleek te zijn. Dat kan in 4 wegingen door 
bij elke weging tussen twee stenen de 
lichtste weg te gooien. Dan blijft precies 
de zwaarste van de 5 stenen over, 

Deze opgave werd opgelost door: Marianne van Putten 
van het Lorentz-Casimir Lyceum te Eindhoven, H. 
Verdonk uit 's Gravenhage. Menno Dobber van De 
Meergronden te Almere, Gertjan Kok van het Sint-
Maartenscollege te Voorburg en David de Koet van 
het Fons Vitae Lyceum te Amsterdam. De boekenbon 
gaat naar Marianne van Putten. 



Het getal TT heeft op Internet talrijke fans. Allemaal worden ze 
geobsedeerd door de willekeurigheid van de decimalen In het getal 
3.14159265358979323846264338327950288\ldots Üe 
Jaap Top en Chris Zaal ^M^f 

Op Internet kan iedereen vrijelijk infor-
matie neerzetten. Maar wat beweegt 
iemand om dat te doen? Waarom zet 
iemand zijn hele CD-collectie op Inter-
net? De verbazing over al dit soort 
nutteloze informatie bracht Paul Philips 
er toe om de 'Useless Pages' te maken. 
Hij licht toe: "Nutteloos betekent niet 
slecht gemaakt of zonder enige waarde, 
maar dat er geen reden is om deze din-
gen op het Net te zetten". Voorbeelden: 
'Driveways of the Rich & Famous' 
(foto's van opritten van huizen van vele 
beroemdheden) en de 'Guide to sleeping 
in airports'. Maar ook de 'Useiessness 
of Pi and friends'. En inderdaad, het is 
verbazend hoeveel informatie er over 
het getal TT te vinden is. Bijvoorbeeld 
over de decimale ontwikkeling van n. Je 
rekenmachine geeft voor TT de waarde 
3,14159265, maar TT is tot op vele 
miljoenen decimalen berekend. Het hui-
dige record is van het Japanse Kanada 
laboratorium met 51.539,600,000 deci-
malen, Iedereen kan daar de eerste 200 
miljoendecimalen van TT downloaden 
(215 Mb), Maar er zijn vele tientallen 
andere sites waar je eveneens de deci-
male ontwikkelingvan TT kunt vinden, 
Tot overmaat van ramp is niet alle in-
formatie foutloos. Volgens de UCLA is 
de 15094ste decimaal van TT gelijk aan 4, 
terwijl deze volgens alle andere sites 3 
is. 

De decimalen van TT 
Om de decimalen van TT te berekenen 
zijn er verschillende methoden. Elke dec-
imaal van TT kun je in principe bereke-
nen, Maar dat de decimalen berekenbaar 
zijn wil nog niet zeggen dat er een ge-
makkelijk te achterhalen regelmaat in 
zit, In de decimale ontwikkeling van TT 
valt geen patroon te bekennen. Deze 
willekeur in de decimale ontwikkeling 
van TT is wat veel mensen intrigeert. Op 
Internet zijn er allerlei sites waarop de 
decimale ontwikkeling van TT op de een 
of andere manier bestudeerd wordt. Zo 
is er de 'Pi-search' site. Hier kun je een 
aantal cijfers intikken. Als antwoord 
krijg je de eerste plaats in de decimale 
ontwikkeling van TT waar dat rijtje cijfers 
voorkomt. Indien gewenst ook de 
tweede plaats, enzovoort. Probeer het 
maar eens met je geboortedatum: 
www.aros,net/~angio/pi3tuff/piquery,html 
De decimale ontwikkeling van TT is zo 
willekeurig dat wiskundigen geloven dat 
de decimale ontwikkeling van TT niet te 
onderscheiden is van een willekeurige rij 
cijfers. Een eindig rijtje cijfers komt op 
den duur even vaak in TT voor als dat je 
zou verwachten in een willekeurige rij, 
Zeker weten doen we dit niet, want nie-
mand heeft dit tot nu toe kunnen bewij-
zen, 

i i f * i * * - w ' w<t ktjj TT onthouden '^ 
Het onthouden'van de eerste zoveel deci-
malen van TT is een sport op zich. Maar 
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Het getal n 
> evalf (Pi,215) ,• 

3.141 5926535897932384626433832795028841971693993751058209749445923078164 

06286208998628034825342I!70679821480865132823066470938446095505822317253 

594081284811174502841027019385211055596446229489549303819644288109756659 

>f := X -> (4+x"(4*n)*(l-x)"4)/(x'2+1); 

/:=.v^ ^ -
X + l 

> for n from 1 to 5 do i n t ( f ( x ) , x = 0 , , 1 ) od; 

22 

7 

10886 

3465 

141514 

45045 

45708802 

14.549535 

150185878 

805615 

> i n t ( 4 / ( x " 2 + l ) , x = 0 , , 1 ) , 

> f o r n from 1 t o 5 do s i m p l i f y { f ( x ) ) od ; 

.V -4 .v ' + 5.v -4.V- + 4 

A-'"-4.v'' + 5.v*-4x'' + 4 / - 4 . ï - + 4 

.x" - 4 .v'-' + 5 .v'̂  - 4 .v'" + 4 .v" - 4 .v" + 4 .v' - 4 . , ' + 4 

.v'" - 4 .ï" + 5 .v'" - 4 , v 'S 4 A-'̂  - 4 .v'" + 4 .ï« - 4 / + 4 .v̂  - 4 . r + 4 

.v" - 4 .v-' + 5 X-" - 4 .v"* + 4 .v'" - 4 x" + 4 .r'" - 4 x'" + 4 / - 4 / + 4 A:̂  - 4 r + 4 

Figuur 1. Maple berekeningen en grafieken 
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In honderdduizenden gezinnen, families, schoolklassen en 
sportclubs zijn weer lootjes getrokken voor de viering van 
Sinterklaas. Dat kan verschillende problemen geven: lootjes 
kunnen zoek raken of iemand kan zichzelf trekken. 

Jan Brinkhuis en Erjen Lefeber Tivee 
Lootjes trekken voor Sinterklaas geeft 
elk jaar problemen. Ook dit jaar weer bij 
de familie Lootsma, Hun oudste zoon 
Pieter was wiskunde gaan studeren en 
kon wegens zijn tentamens de weken 
voor Sinterklaas niet thuiskomen, Hoe 
konden er nu lootjes gelrokken worden? 
Mevrouw Lootsma belde haar oudste 
zoon op en vroeg hem om zijn verlang-
lijstje, Vervolgens riep ze de rest van het 
gezin bij elkaar. Iedereen deed zijn eigen 
verlanglijstje in een envelop en mevrouw 
Lootsma deed hetzelfde met Pieter's 
lijstje. Alle enveloppen, behalve die met 
Pieter's verlanglijstje werden op tafel ge-
legd en door elkaar geschud. Toen nie-
mand meer wist welke envelop welk 
lijstje bevatte, pakte moeder er een en-
velop uit: die was voor Pieter, Omdat 
zijn lijstje apart gehouden werd, kon Pie-
ter zichzelf niet getrokken hebben. Daar-
na werd de envelop met Pieters verlang-
lijstje bij de andere enveloppen gevoegd 
en werden de enveloppen weer flink door 
elkaar gehusseld. Vervolgens trok de rest 
van de familie een envelop en gelukkig 
trok niemand zichzelf. Mevrouw Loots-
ma was zeer tevreden. Ze kon die ene en-
velop naar Pieter sturen en iedereen kon 
beginnen aan de surprises. In haar ent-
housiasme stuurde mevrouw Lootsma de 
envelop echter naar het verkeerde adres. 
Omdat sommige familieleden al ca-

deautjes gekocht hadden, kon er niet op-
nieuw getrokken worden. Wat te doen? 
Weliswaar wist mevrouw Lootsma waar 
ze de envelop heen gestuurd had, maar 
die mensen waren voor een lange tijd op 
vakantie. 

PROBLEEM NR. i, Hoe kan mevrouw 
Lootsma er voor zorgen dat Pieter te we-
ten komt wie hij heeft getrokken en wat 
het verlanglijstje van diegene is? De op-
lossing moet tot stand komen zonder 
hulp van buitenstaanders. Bovendien 
moet de verdeling van de lootjes geheim 
blijven; niemand mag door de oplossing 
extra informatie krijgen over wie wie 
heeft getrokken. Een oplossing van dit 
probleem kun je vinden op de homepage 
van Pythagoras. i 

Jezelf trekken 
Zelfs als iedereen aanwezig is bij de trek-
king van de lootjes kan er van alles mis 
gaan. Want wat gebeurt er als iemand 
zichzelf trekt? Dan moet de trekking op-
nieuw. De kans dat zoiets gebeurt is vrij 
groot (zie inzet). Dit overkwam de fami-
lie Lootsma vorig jaar. Tot drie keer toe 
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interklaasproblemen 
moest er opnieuw getrokken worden. Op 
het laatst werden er lootjes herkend aan 
de manier waarop ze gevouwen waren. 
Zoiets wil je natuurlijk liever voorko-
men. Zou er geen oplossing te bedenken 
zijn voor dit probleem? Is het mogelijk 
om de trekking zo te organiseren dat nie-
mand zichzelftrekt? Alexander Rinnooy 
Kan, lid van de Raad van Bestuur van 
de ING-Bank, stelde deze vraag zich 
ook. Menig ledig kwartiertje besteedde 
hij aan deze puzzel. Vorig jaar zag hij in 
Eclaire, een tijdschrift voor economen, 
een artikel van Fransje Akveld over het 
trekken van lootjes staan. Daarop legde 
hij de schrijfster per brief het volgende 
probleem voor, 

PROBLEEM NR, 2, Kun je een manier be-
denken om het lootjes trekken zo te or-
ganiseren dat niemand zichzelf trekt? 
Een correcte oplossing moet aan de vol-
gende drie eisen voldoen: 

1. Hulp van buitenstaanders is niet toege-
staan, 
2. Geen van de deelnemers mag aan het 
eind van de trekkinginformatie verkregen 
hebben over de uitslag, 
3. De trekking moet voldoende snel zijn, 
Steeds opnieuw trekken is daarom niet toe-
gestaan, want dat kan in principe eindeloos 
duren, 

Jan Brinkhuis heeft twee oplossingen van 
dit probleem bedacht. Het zou teveel 

ruimte in beslag nemen om ze hier af te 
drukken. Je kunt ze vinden op de home-
page van Pythagoras, Bij oplossingen 
van dit soort problemen kun je je altijd 
afvragen of ze de best mogelijke oplos-
singen zijn. Wie heeft een beter idee? ^ 

De k a n s dat j e jeze l f trekt 
De k a » dat tijdens het lootjes trekken 
iemanc^iïïchzelf trekt kun je berekenen 
door de mogelijkheden na te gaan. Met 
twee personen i»! het aantal mogelijkhe-
den beperkt. Nummer l trekt 1 en 
nummer 2 trekt 2, of 1 trekt 2 en 2 
trekt 1. Deze mogelijkheden kun je weer-
geven met: 12 en 21, De kans dat 
iemand zichzelf trekt is dus 12, Bij dril 
personcBjiJ^jn er zes mogelijkheden; 
12 3, 2 13, 3 12, 13 2, 2 3 1. 3 2 1, Vetge-
drukt zijn de nummers die zichzelf ge-
trokken hebben. De kans dat niemand 
zichzelf trekt is dus |, Bij 4 personen zijn 
24 mogelijkheden, bij vijf al 120, In het 
algemeen zijn er voor n personen 
n\ mogelijkheden en de kans dat niemand 
zichzelf trekt is gelijk aan 

1 - 1 + 1 + . . , + ( _ n " i 

Als je n laat toenemen dan verandert 
vanaf « = 6 de kans bijna niet meer. Dat 
is toch verrassend! De kans dat een trek-
king in één keer goed gaat hangt dan 
nauwelijks van de groepsgrootte af en is 
praktisch gelijk aan l/e — 0,36677.. . 
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Afgelopen zomer werd de wiskundige wereld verrast met twee records. In Amerika ontdekte 
het GIMPS-project een nieuw grootste priemgetal van 895.932 cijfers. ^ 
In Amsterdam werd een getal van 180 cijfers ontbonden in twee priemfactoren. 

/ Tivee records 
Op woensdag 3 september 1997 produ-
ceerde een computer op het Centrum 
voor Wiskunde en Informatica (CWl) in 
Amsterdam de twee priemfactoren van 
het getal (12'*'' + 1)/13, Dit is een getal 
van 180 cijfers (zie inzet). De factoren 
werden gevonden na slechts twaalf da-
gen rekenen op vijfentachtig SGl com-
puters van het CWL Eén speciale stap 
in de berekening die zeer veel geheugen-
ruimte vereiste, werd uitgevoerd op het 
Amsterdamse rekencentrum SARA, De 
gebruikte factorisatie-methode is de zo-
genaamde 'Special Number Field Sieve', 
Het getal van 180 cijfers is het grootste 
getal dat ooit met deze methode ontbon-
den is. Het vorige record, de factorisatie 
van een getal van 167 cijfers, werd afge-
lopen februari uitgevoerd door een inter-
nationale groep van onderzoekers die 
hun krachten via Internet gebundeld 
hadden. Deze factorisatie verbruikte 
evenwel twee maanden rekentijd. Met 
het nieuwe record gebruikte het CWI al-
leen eigen computers. De recordtijd, een 
factor vijf sneller dan het oude record, 
was een gevolg van recente verbeteringen 
in de software. Bovendien waren de ge-
bruikte computers sneller dan hun voor-
gangers, Het gebruikte programma is 
oorspronkelijk ontwikkeld aan de Ore-
gon State University en door de Neder-
landse wiskundige Arjen Lenstra (nu 

I X ' 
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werkzaam bij Citibank, New York), Ge-
durende de laatste paar jaar heeft het 
CWI het programma voortdurend verbe-
terd, hetgeen tot verschillende wereldre-
cords geleid heeft. De Amerikaanse fir-
ma Microsoft verwerft binnenkort het 
recht dit programma te gebruiken, om 
meer kennis op te doen over de nieuwste 
factorisatie-methoden. Met een vergelijk-
bare methode, de zogenaamde 'General 
Number Field Sieve', wordt de betrouw-
baarheid van het veelgebruikte RSA 
cryptosysteem getest, 

De record-ontbinding ^ 
Het getal dat op 3 september 19^7 op het 
CWI te Amsterdam ontbonden werd is 
( 1 2 ' " + l)/13,een getal van 180 cijfers; 
12862480745292ÜÜ64108902728584786650470522446 
41713578041943468i4698101043793016009S8i458 
778293672419424400367611751818467130949025 
2184868543062502487621047944788065.^2579114 
244394693. 

Di t getal heeft twee pr iemfactoren. Een 
factor van 75 cijfers; 

788539152479959923583473870729725158796647538 
883718863262181413347391236469 

en een factor van 105 cijfers: 

1631178452565029206X7558543656697020247411364 
462120385893160945804553250187472604743326 
476435522680378897. 

\ 



���89+ �+78+44+ �67 / +3 
&BQ DBQ>I ���h�F = G <BBCQ ���
��� @FG�
CBOP� "BWB DBQ>IIBKDFD>KQ SRIQ DBJ>HHB�
IFGH BBK M>MBO?>@H S>K ��� ?I>AWFGABK� 
-M �� >RDRPQRP ���� LKQABHQB AB �JBOF�
H>>K %LOALK 1MBK@B LM WFGK ��� +&W 
.BKQFRJ .! A>Q AFQ DBQ>I BBK MOFBJDBQ>I 
FP
 4LLO EBQ @LJMIBQB ?BTFGP T>OBK SFGC�
QFBK A>DBK OBHBKBK KLAFD JBQ BBK RFQBOPQ 
BCCF@FBKQ MOLDO>JJ>� DBP@EOBSBK ALLO 
%BLODB 5LIQJ>K� IBFABO S>K AB �%OB>Q 
'KQBOKBQ +BOPBKKB .OFJB 1B>O@E� 
�%'+.1�
 "FQ DBQ>I FP EBQ ��PQB ?BHBKAB 
+BOPBKKB MOFBJDBQ>I BK EBQ DOLLQPQB ?B�
HBKAB MOFBJDBQ>I
 #BK MOFBJDBQ>I FP BBK 
DBQ>I A>Q >IIBBK I BK WF@EWBIC >IP ABIBOP 
EBBCQ
 "B BBOPQB M>>O MOFBJDBQ>IIBK WFGK 
�� �� �� � BK ��
 )IBFKB DBQ>IIBK HRK GB 
@LKQOLIBOBK LC WB MOFBJ WFGK ALLO QB QBP�
QBK LC WB ABBI?>>O WFGK ALLO HIBFKBOB DB�
Q>IIBK
 +>>O AFQ HRK GB KFBQ ALBK JBQ 
BBK DBQ>I S>K ABWB BKLOJB >CJBQFKDBK� 
T>KQ A>Q WLR I>KDBO AROBK A>K AB IBBCQFGA 
S>K EBQ RKFSBOPRJ
 "B DBQ>IIBKOBRP FP 
DBHO>>HQ JBQ AB WLDBK>>JAB *R@>P�*BE�
JBO QBPQ� BBK JBQELAB T>>OJBB GB PKBI 
K> HRKQ D>>K LC BBK +BOPBKKB�DBQ>I� A>Q 
FP BBK DBQ>I S>K AB SLOJ �� i �� BBK 
MOFBJDBQ>I FP
 "B QBPQ TLOAQ RFQDBSLBOA 
ALLO @LJMRQBOMOLDO>JJ>�P AFB PIFJJB 
JBQELABK DB?ORFHBK LJ PKBI QB HRKKBK 
SBOJBKFDSRIAFDBK
 #BK PKBI MOLDO>JJ> 
FP KLD KFBQ DBKLBD
 -M \\K @LJMRQBO 
WLR BBK PVPQBJ>QFP@EB PMBROQL@EQ K>>O 
+BOPBKKB�MOFBJBK JBQ BUMLKBKQ 
9 � �
���
��� JBBO A>K ���� G>>O AROBK� 
"B %'+.1 @L`OAFKBBOQ AB FKPM>KKFKDBK 
S>K KR >I JBBO A>K ���� @LJMRQBOP� 
ALLO DO>QFP PLCQT>OB QB SBOPQOBHHBK BK 
ALLO AB DBQ>IIBK AFB DBQBPQ JLBQBK TLO�

ABK QB SBOABIBK LSBO FKAFSFARBIB MBOPL�
KBK� "B BBO S>K ABWB LKQABHHFKD JLBQBK 
%LOALK 1MBK@B BK %BLODB 5LIQJ>K ARP 
ABIBK JBQ >IIB >KABOB ABBIKBJBOP >>K AFQ 
MOLGB@Q
 "RFWBKABK >KABOB DBQ>IIBKOBRWBK 
T>@EQBK LJ DBSBIA QB TLOABK
 1ROC A>>O�
LJ K>>O AB %'+.1�PFQB BK ALB JBB >>K 
AB WLBHQL@EQ K>>O EBQ SLIDBKAB OB@LOA�
MOFBJDBQ>I� * 

 0-,,#, 

TTT
@TF�KI�@TF�*>QBPQ�,BTP�EQJI 
TTT�JBOPBKKB�LOD���������EQJ 

�+ �:)'8 ��+.3+7 9+89 
+BOPBKKB�DBQ>IIBK WFGK DBQ>IIBK S>K AB 
SLOJ 
� I �� +BQ AB SLIDBKAB PQBIIFKD 
HRK GB QBPQBK LC BBK +BOPBKKB�DBQ>I BBK 
MOFBJDBQ>I FP� 

*3!�1�*#&+#0 2#12
 4LLO LKBSBK ; FP 
EBQ +BOPBKKBDBQ>I ��� � � MOFBJ A>K �BK 
>IIBBK� A>K >IP ��� i � BBK ABIBO FP GS>K 	 
$�; � ��� T>>O	��K 
 �� < $�9�	 � � C BK 
���� � � 
 
'K MPBRAL@LAB WFBQ ABWB QBPQ BO >I
P SLIDQ 
RFQ
 "LLO PQBBAP JLARIL ��� i � QB OBHB�
KBK �WFB AB >OQFHBIBK LM M� �� BK M� ��� 
TLOAQ BKLOJ SBBI QFGA ?BPM>>OA
 


 V ��� � 
SLLO � S>K � Q L Q �� i � ���� 

= �		L 
S< i � JLA ��� � � � 
> I P = � " A>K 

M O F K Q MOFBJ 
>KABOP �� 

M O F K Q K F B Q MOFBJ� 

4LLO?BBIA
 4LLO ; � $ EB??BK TB� JL�GC 
ARIL �� OBHBKBKA� ���� � � � $E
� * 7 * 
���� � �� ���� � �
 "RP FP �< � I MOFBJ
 

E
F 


� ) 



#+B/8.<8/6 ,/;/5/8= //8 -97:>=/; 1;99=<=/ 1/7/8/ ./6/;< ?+8 
/89;7/ 1/=+66/8	 �8 +6< 4/ 79.>69 �� ;/5/8=� 5>8 4/ 995 131+8=3<-2 
1;9=/ 7+-2=/8 <>:/;<8/6 ,/;/5/8/8	 �* 
&�/, �9<7+ 

'K .VQE>DLO>P � WRIIBK TB BBK @OVMQLPV�
PQBBJ ?BE>KABIBK T>>OSLLO EBQ BPPBKQFBBI 
FP A>Q GB PKBI HRKQ OBHBKBK JLARIL DOLQB 9
 
4LLO>I EBQ ?BOBHBKBK S>K DOLQB J>@EQBK 
BK S>K FKSBOPBK JLARIL �� FP ?BI>KDOFGH
 
">Q I > > Q P Q < < < F B K Q A>Q GB ?FG BBG< 
K � � < < < < < < < < < A @ F Q 
"B I ^ I <.)O O B P <<< C @ I- HRK FB � QBBK E < 
GB A>OALBQ ALLO AB M5CP QB DBJBKB ABIBO 
S>K �� BK �� QB ?BOBHBKBK� 

%OLLQPQB D BJ B K B @<< <P 
MLB ?BM>>I GB AB D D A < & ����� l l l ��� BK 
8����������������<  �?BFAB DBQ>IIBK 
I>K ����� @FGCBOP�� '<&LJMRQBO>IDB?O> 
I>HHBQ LM JFGK .! < & SOFGTBI LKJFA�
IBIIFGH EBQ > K QT L L O A < I T>Q EBQ KLAFD 
IBBCQ FP EBQ SLIDBKA<< �QB MOLDO>JJ>� 
I>Q JBQ ?BERIM S>K A<&�I FAFP@EB >IDLOFQ�
MB �WFB M
 ��� AB DDA < & < � BK 3 ?BOBHBKQ
 

*-�4  
, JLA 3 

, �� -� - �� <� 
M O F K Q ,� 

"B LMBO>QFB JLA WFQ PQ>KA>>OA FK SBBI MOL�
DO>JJBBOQ>IBK� , JLA 3 DBBCQ AB OBPQ < 
S>K , ?FG ABIFKD ALLO -
 'K CLOJRIBSLOJ� 
< � ,I (,�-( L -
 &FBO FP 9CI�CQG EBQ DBQ>I 
A>Q GB HOFGDQ ALLO ,5- K>>O ?BKBABK >C QB 
OLKABK
 +BQ BBK ?BBQGB BUQO> ?LBHELR�
ABK MOLDO>JJBBO GB BBK ?4>2.3<04/0 SBO�
PFB S>K EBQ #R@IFAFP@EB >IDLOFQJB
 ">>O�
JBB SFKA GB A>K FKSBOPBK JLARIL 9
 

+LAR I > F O O B H B K B K 
+LARI>FO LMQBIIBK BK SBOJBKFDSRIAFDBK 
FP LLH J>HHBIFGH JBQ JLA
 -MQBIIBK 
JLARIL 9 ALB GB JBQ �, 
 -� JLA h� QBI 
, BK 3 LM M>P JLA 9 QLB
 ,BQ WL LJ QB 
SBOJBKFDSRIAFDBK� �, 	 3� JLA 9
 "LLO 
AB OBPQ QB KBJBK ?FG ABIFKD ALLO 9 WLOD 
GB BO SLLO A>Q GB ?4>6:94
=>09 PQBBAP HIBF 
I<O WFGK A>K 9
 &BQ QRPPBKOBPRIQ>>� 

WL DOLLQ TLOABK 
9FQPSBOEBCCBK JLBQ GB ***�F9
 (B 
'A>Q �������< J L A R I L < < < < ELLDRFQ 
�OP W>I EB??BK
 + � < <    GB >IP BBOPQ 
C�� RFQOBHBKQ A>K 
9FQ BBK M>>O ARFWF 
JBQ WRIHB DOLQ; 

'K JFPP@EFBK M>P 
'K EBQ DBEBRDBK 

QRPPBKOB�
FGCBOP
 &BQ OB�
>IIBK HLPQ SBBI 
QRPPBKOBPRIQ>>Q 
9AB @LJMRQBO� 

I R I > F O J>@E Q P S B C S B C I B K 
FB QRPPBKOBPRIQ>QBK HIBFK FB ELRABK 
(GB SLLOQAROBKA JLA Q < < < X B K 
 4LLO 
l���� JLARIL ����� O B I < < < < B KFBQ 

F K \ \ K < < < H ����	�<	 RFQ� J>><?BDFKKBK 
I - 2 & & 0 F KBJBK AFQ JLARIL 
8L SBOJBKFDSRIAFDBK TB PQBBAP JBQ ��� 
BK KBJBK EBQ OBPRIQ>>Q JLARIL ������ 

���	

���	( 

������ 

��� l ����� 

����� 

����� 

����	 � ���� ����� � ���� 

BKWLSLLOQP
 "B QRPPBKOBPRIQ>QBK TLOABK 
KLLFQ DOLQBO A>K ������
 ">K SFKA GB 
������ � ����� JLA ����� WBICP JBQ BBK 
W>HOBHBKJ>@EFKB
 


� ";3+71+=+66+8 7+6 .F -97:>=/; 



>6+3; ; 
�+7.''2* 1<'*7'9+7+4 
4LLO ABWB ?BOBHBKFKD JLBQ 0+ WL ���� 
SBOJBKFDSRIAFDFKDBK RFQSLBOBK
 -J 
����� RFQ QB OBHBKBK ELBC GB B@EQBO KFBQ 
KBDBK HBBO JBQ ��� QB SBOJBKFDSRIAFDBK
 
"LLO QB HT>AO>QBOBK SFKA GB ����� ����	 
BK ���< (B HOFGDQ ����� A>K ALLO ���	 BK 
���� JBQ BIH>>O QB SBOJBKFDSRIAFDBK
 

DB?ORFHBK TB A>Q �� AB PLJ S>K 
QSSBB<=�XGYQBK S>K � FP� �� � 
�� 
 �
 "FQ 
TBOI@I<QFGA� LJA>Q GB BIH K>QRROIFGH -+900 
>IP PLJ <<VF G>@E QBK S>K � HRKQ PBQ 
SBK� AFQ .2&&� -49,4<0 P@EOFGCTFGWB 
HLOQB M O L D < < < > ?BM>>IQ AB �&&#+ 
P@EOFGCTFGWB 

4 N > < < �� HOFGD GB ���� BK EBQ OBPRI�
9'8! FP ����������� SLLO 6 � ����
 
&BQ MOLDO>JJ> AORHQ >IIBBK AB ?FK>FOB 
P@EOFGCTFGWB KBQ >KABOPLJ >C A>K DB?ORF�
HBIFGH FP� DBTLLKIFGH P@EOFGSBK TB QFBK ?F�
K>FO >IP ����
 &BQ SLLOABBI S>K EBO�
E>>IA HT>AO>QBOBK ?IFGHQ RFQ AB ?BOBHBK�
FKD S>K AB �����PQB J>@EQ
 �>K AB 
?FK>FOB P@EOFGCTFGWB S>K ���� WFB GB A>Q 

* 
 �	 
 ��� � ����
 #BK �����PQB 
J>@EQ HRK GB A>K RFQOBHBKBK ALLO �� 
HBBO QB HT>AO>QBOBK BK KLD � BUQO> SBO�
JBKFDSRIAFDFKDBK QB ALBK
  BOBHBK 

?BM>>I �%
 L ��� L �)"
 4LA<<<&IPa Q I > F F I 
JLARIL ����� KBBJ GB K> BIHB HT>AO>�
QBOFKD LC SBOJBKFDSRIAFDFKD AB ?9( 
JLARIL ������ (B EB?Q WL KFBQI 
J>>O PIB@EQP �� SBOJBKFDSRIAFDFKD> 
AFD� BK DBBK DBQ>IIBK DOLQBO A>K �	 
"FQ 675+0&'��@�,/A"A29 WL ,�* JLA X 

*@-ID �� � - 
FKA FBK �� LKBSBK 
6 �� � � �� � �� >�� JLA� 

6 �� ���� 	 �� 	� JLA 
� 
M O F K Q �� 

'K MI>>QP S>K BBK - >C QB AORHHBK 
� DBHT>AO>QBBOA� BK FK MI>>QP S>O 
>C QB AORHHBK BBOPQ LLH KLD EBQ QF 
PRIQ>>Q > JBQ � SBOJBKFDSRIAFDA

 

7759+ -+9' 2 2+4 
/&++4 >'17+1+43')./7 

D� 
C� 

�<E 
A51 F 

- 7 ' 73&&&&&&�&&�&�� +4 � 
4/+9 ++4;5:*/- 53 3+9 -759+ -+9'22+4 9+ 
7+1+4+4� �''7 +7 >/04 86+)/'2+ 675-7'3�
3'�8 <''73++ 0+ <+2 3+9 .++2 -759+ -+�
9'22+4 1:49 7+1+4+4� �6 *+ 67/+3-+9'2�
2+46'-/4' ;'4 �=9.'-57'8 ;/4* 0+ 8/9+8 
<''7 0+ *+>+ -7'9/8 85,9<'7+ 1:49 ALTK�
IL>ABK
 �+ 3++7 -+';'4)++7*+ @LJMR�
QBO>IDB?O> 8=89+3+4 �"BOFSB� 
+>QEBJ>QF@>� 1:44+4 45- ;++2 3++7� �I�
IBOE>KAB TFPHRKAFDB ,:419/+8 >/04 *''7 '2 
89'4*''7* SLLODBMOLDO>JJBBOA
 


� ";3/71/=+66/8 7/= ./ -97:>=/; 



Op 19 september 1997 is in Eindhoven de tweede ronde van de 
Nederlandse Wiskunde Olympiade gehouden. De 116 deelnemers 
hadden drie uur om de onderstaande vijf opgaven op te lossen. N^dei 

Tiveede roi 
De eerste ronde van de Nederlandse 
Wiskunde Olympiade 1997 is gehouden 
op 11 april 1997. Daaraan namen 2605 
leerlingen deel, verdeeld over 247 scho-
len. De 117 leerlingen die bij de eerste 
ronde een score van 26 punten of meer 
haalden, werden uitgenodigd om deel te 
nemen aan de tweede ronde die op vrij-
dag 19 september in Eindhoven gehou-
den is. Het bestuur van de Stichting Ne-
derlandse Wiskunde Olympiade heeft 
daarnaast nog 6 andere leerlingen uit-
genodigd, één van hen op grond van 
haar prestaties in de Pythagoras Olym-
piade. Uiteindelijk hebben 116 leerlingen 
meegedaan. Zij kregen drie uur de tijd 
om vijf opgaven op te lossen. De maxi-
male score per opgave bedroeg 10 pun-
ten, De prijswinnaars vind je in de tabel, 
Op 14 november jl. was de prijsuitrei-

king. Aansluitend was het eerste trai- _ , ^ 
ningsweekend voor de beste 2P deelne-
mers van de tweede ronde. DaarM»*? ',ii" 
werd een begin gemaakt met de voorbe-
reiding op de Internationale Olympiade 
van 1998 in Taiwan, waar ons land met 
een ploeg van 6 leerlingen vertegenwoor-
digd zal zijn. Hieronder vind je de vijf 
opgaven van de tweede ronde. De oplos-
singen worden gepubliceerd in het fe-
bruarinummer. 

Opgave 1 
Bij elk positief geheel getal n definiëren 
we f{n) als het product van de som van 
de cijfers van n met n zelf. Voorbeelden: 
/(19) = (l +9) X 19= 190, 
ƒ(97) = (9 + 7) x97= 1552. 
Toon aan dat er geen getal n bestaat met 
ƒ(«) = 19091997. 

EINDRANGSCHIKKING 
Naam 

1 Fokko van der Bult 
2 Willem Jan Palenstein 
3 Herbert Beltman 
4 Wouter van der Bilt 
4 Maxim Hendrix 
6 Guido Schmeits 
7 Hugo Buddelmeijer 
8 Gert-Jan Kok 
9 Art Willems 

10 Rink Hallmann 

Plaats punten punten 
2e ronde Ie ronde 

Oegstgeest 48 36 
Oegstgeest 31 30 
Markelo 27 31 
Leusden 26 29 
Oegstgeest 26 29 
Heeze 26 28 
Delft 25 35 
Rijswijk 25 33 � 
�
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Problemen 
redactie: Dion Gijswijt 

Vormvast 
Van lucifers van gelijke lengte maken we ; 
figuren door ze tegen elkaar aan te leg-
gen. In deze puzzel mag een lucifer op 
drie plaatsen tegen een andere lucifer 
aan worden gelegd; aan één van beide 
uiteinden en precies in het midden. 

Op elk van deze drie plaatsen mag ook 
niet meer dan één andere lucifer worden 
aangelegd. Bovendien mogen lucifers 
niet over elkaar heen liggen. Sommige 
lucifer-figuren kunnen 'bewegen'. Je kunt 
bijvoorbeeld het bovenstaande luciferfi-
guurtje vervormen: 

Andere figuren kunnen niet bewegen en 
heten 'vormvast', zoals bijvoorbeeld een 
gelijkzijdige driehoek. Probeer vormvaste 

Opeenvolgu;.;u>. î  „^»i^ui^., 
15 516190096 en 15516439225 zijn 
kwadraten van twee opeenvolgende ge-
hele getallen. Wat is hel J^j/adraat van 
het volgende gehele getal? Deze getallen 
zijn te groot voor de meeste rekenma-
chines, maar het probleem kan opgelost 
worden zonder een wortel te trekken. 

Het tientje 
Christel gaat naar het postkantoor. Ze 
geeft de beambte een tientje en zegt; 
"Kunt u me hiervoor een aantal postze-
gels van 80 cent geven, driemaal zoveel 
van 90 cent en voor de rest postzegels 
van 100 cent?" Kon de beambte hieraan 
zó voldoen dat het tientje precies op 
ging? 

Paardesprongen 
Een paard staat op een naar alle richtin-
gen onbegrensd schaakbord. Beredeneer 
dat het paard elk veld kan bereiken. 

Wijn schenken 
We hebben drie vaten met als inhoud 
respectievelijk 12, 7 en 5 liter. Het vat 
van 12 liter is geheel gevuld met wijn; de 
twee andere vaten zijn leeg. Kun je de 
wijn in twee gelijke delen verdelen met 
behulp van alleen deze drie vaten? 
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Hieronder volgt een overzicht van de verschillende wiskundige activiteiten die in 
de komende periode voor middelbare scholieren georganiseerd worden. OokJ(omen 
bepaalde activiteiten voor wiskundedocenten op de lijst voor. 

10 " ^ 8 l"» 2^ 
^ ̂  D^ta voor deze agenda aanmelden bij pythagoras@wins.uva.nl 

Agenda 1 

za 3 januari '98 
De wiskunde van de sociale keuze 
Wintersymposium WG, Amersre^^ 

L^l" '" ___„__——— 18 19 ^^ 
' | 4 ' ?^ 24(yr a37jaj4&rii98 — ^ ^ 
— Van afbeeldingen naar fractals 

RUL masterclass voor 4, 5 en 6 VWO-érs ' 
M 13 

vr 30 januari '98 i4 
Algebra en meetkunde op de computer i', 
UvA mastercourse voor VWO-docenten wiskunde-!, 

(076) 5273267)**"** 
rt)76) s ï i yTs f^ r i l i ^'' 

^ 1 

y 
vr 30, za 31 januari '98 
Nationale Wiskundedagen 

3 10 

18 25 
^^ (OjJ^) 5277100 

20 27 
21 28 
22 (02ö) 5255074 

30 
31 

(030)2611611 

17 24 

2 
3 
4 

6 
7 

8 
9 
10 
U 
12 
13 
14 

15 
l6 
17 
18 
19 
20 
21 

26 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 

za 31 januari "98 
Mathematische modelleercompetitie, Maastricht 

vr 6, 13 en 20 februari '98' 
Wiskunde en Computer-

'Vu masterclass,,VOOJTS en 6 VWO-ers 

vr 6, 13 en 20 nïiart^98 
Wiskunde en Computer 
VU masterclass .voor.5 en 6 VWO-ers 

\ 10 17 24 31 
18 25 

^ . . 19 26 
4 

10 
11 
12 

5 
6 
7 
8 
9 

31^34 35. 
Q̂ ^f|20) „4447700 

18 25 
19 26 

(Ö§0) ^47700 
21 28 
22 29 
23 30 

11 
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13 
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15 
16 

Seplember 

f 14 21 
1 8 15 22 
2 9 l6 2: 
5 10 17 2". 
4 11 18 2 
5 12 19 2 
6 13 20 2 

30 Oktober 
'-4fr-^r^r43 . i l 

Novembcr__ 
'4536__47 4XJ1 

16 23 30 

December 
"49_J0_ll_-
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TI-83: veelzijdig en krachtig 

De TI-83 Is een veelzijdige grafische rekenmachine voor de tweede fase van het voortgezet 

onderwijs. Terecht Is deze machine door het Freudenthal Instituut gekozen als 'standaard' In het 

experiment voor de nieuwe bovenbouwprogramma 's wiskunde (PROFI). 

Ervaringen met de 
bekende TI-82 zijn in de 
Tl-83 verwerkt; een 
eigentijdse machine dus! 
Zo is de interface sterk 
verbeterd en kan er volop 
worden gewerkt met 
matrices. 
Ook de grafische 
presentaties en de 
mogelijkheden om 
vergelijkingen op te 
lossen zijn uitgebreid. 
Daarnaast kunnen uw 
leerlingen gegevens 
uitwisselen via de 
l/O-poort terwijl met 
Tl-graph-link-software 
aansluiting op een PC 
mogelijk is. 

Wiskunde dichterbij 

Met name de veelzijdigheid 
van de TI-83 maakt, dat deze 
machine naast wiskunde, ook 
voor diverse andere vakken 
zeer geschikt is. Doordat de 
machine gekoppeld kan 
worden aan de CBL en CBR is 
hij uitermate geschikt voor 
natuurkunde. 
Door de financiële functies is 
de machine een uitkomst bij 
financiële en economische 
vakken, maar ook bij vakken 
als aardrijkskunde, biologie en 
informatica kan de Tl-83 zeer 
behulpzaam zijn. 

Wilt u meer weten over dit 
rekenwonder, bel of schrijf naar 
Texas Instruments. 
Tel.: 020 - 5469825, 
fax:020-6463136 

TI-83: dé machine 
voor de tweede fase! 

Texas Instruments Nederland, Postbus 74781, 1070 BT Amsterdam 

' ^ TEXAS 
INSTRUMENTS 



Over de medewerkers 

dr W. Bosma 
is docent computer-algebra aan de KUN 
dr J. Brinkhuis 
is docent wiskunde aan de EUR 
prof.dr J. van de Craats 
is hoogleraar wiskunde aan de UvA, de Open 
Universiteit en de KMA 
dr L.J. van Gastel 
is werkzaam bij het Expertisecentrum 
Computer Algebra Nederland 
D.C. Gijswijt 
is student wiskunde aan de UvA 
dr K.P. Hart 
is docent topologie aan de TU Delft 
drs A. Heek 
is werkzaam bij het Expertisecentrum 
Computer Algebra Nederland 
B. de Jongste 
is recreatief wiskundige te Den Haag 
dr ir T. Koetsier 
is docent geschiedenis van de wiskunde 
aan de VU 
prof.dr H.A. Lauwerier 
is emiritus hoogleraar toegepaste wiskunde 
aan de UvA 
ir A.A.J. Lefeber 
is AIO systeem- en besturingstheorie aan de U i 
R. van Luijk 
is student wiskunde aan de UU 
drs W.R. Oudslioorn 
is AIO algebra en meetkunde aan de RUG 
drs H.N. Pot 
is gewezen leraar wiskunde te Woerden 
ir S.M. van Rijnswou 
is OIO computeralgebra aan de TUE 
dr P. Stevenhagen 
is docent algebraïsche getaltheorie aan de UvA 
dr ir R.F. Swarttouw 
is docent wiskunde aan de VU 
dr J. Top 
is docent algebra en meetkunde aan de RUG 
drs C.A.M. Wildhagen 
is leraar wiskunde aan het Erasmiaans 
Gymnasium te Rotterdam 
drs C.G. Zaal 
is OIO algebraïsche meetkunde aan de UvA 

Oplossingen p. 2 en 3 
Indianen 
Het is de moeder. 

Lucifers/Huisje 

/~7\ 

Overtrekken 
De eerste figuur lukt altijd, waar je ook 
begint. De tweede figuur kan niet, want 
er zijn vier punten waarin een oneven 
aantal lijnen samenkomt; 

Toast 
Het rooster kan in 9 minuten door steeds 
twee sneetjes tegelijk te roosteren. Je 
moet dan wel na 3 minuten één van 
beide sneetjes eruit halen en vervangen 
door een vers sneetje. 

Jokkebrokken 
Willem kan niet de waarheid spreken, 
want dan zou Jantje volgens Willem lie-
gen en de waarheid spreken volgens 
Pietje. Kortom, Willem liegt en Jantje en 
Pietje kunnen niet allebei liegen. Als 
Pietje de waarheid spreekt, dan liegt 
Jantje en spreekt Willem de waarheid. 
Maar dat kan niet. Dus liegt Pietje en 
spreekt Jantje de waarheid. 

Twintig 
Het kan niet, want de som van vijf on-
even getallen is altijd oneven. 
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Herziene kerndoelen basisvorming, 
Tweede Fase liavo/vwo, Leerwegen vmbo 

Wolters-Noordhoff 
nodigt u uit 

U bent van harte welkom op een of meer van de volgende 
bijeenkomsten. U kunt daar uitgebreid kennismaken met de 
herziene delen voor de basisvorming en de nieuwe delen voor 
de Tweede Fase van 

Moderne wisl<unde zevende editie 
en 
Netwerl< tweede editie 

Gebruikersbijeenkomsten 
Eind januari 1998 organiseren wij exclusieve 
bljeenl<omsten voor ide gebruikers van onze 
methoden. U gebruikt Moderne wiskunde, 
Netwerk of WIskundeLijn en u liebt geen aanmel-
dings-kaart ontvangen? Meldt u zich dan 
telefonisch aan bij Wolters-Noordhoff: 
(050) 52263 11. 

- maandag 26 januari 1998 Moderne wiskunde 
- dinsdag 27 januari 1998 Netwferk 
- donderdag 29 januari 1998 WiskundeLijn 

Nationale Wiskunde Dagen 
Tijdens de Nationale Wiskunde Dagen zijn wij met 
de nieuwe edities aanwezig op de informatie-
markt. Ook nodigen wij u van harte uit deel te 
nemen aan onze workshop op vrijdagavond, van 
21.30 tot 22.30 uur. 

U kunt zich nog aanmelden voor de NWD bij het 
Freudenthal Instituut, telefoon (030) 253 86 11, 
fax (030) 253 53 53. 

- vrijdag 30 en zaterdag 31 januari 1998 
te Noordwijkerhout. 

Methodekeuzebijeenkomsten 
De LPC's organiseren in samenwerking met de uitgevers 
door het gehele land Methodekeuze-bijeenkomsten. 
U kunt zich daar laten informeren over alle nieuwe en 
herziene methodes. 

~ woensdag 4 en donderdag 5 februari 1998 
- woensdag 11 en donderdag 12 februari 1998 
- woensdag 18 en donderdag 19 februari 1998 

Voor inhoudelijke informatie en inschrijf-formulleren 
kunt u terecht bij Roel Gordijn (LPC), tel. (033) 453 43 53 
of Freke Bosscha, tel. (020) 430 9163. 

Wolters-Noordhoff 
Postbus 58 
9700 MB Groningen 
Telefoon {050) 522 63 11 

419/7335 

419/7335 [Euclides] 
419/7378 [Pythagoras] 
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P y t h a g o r a s 
Pythagoras wordt uitgegeven onder auspiciën van de 
Nederlandse Onderwijscommissie voor Wiskunde en richt 
zich tot alle leerlingen van HAVO en VWO. 
Pythagoras stelt zich ten doel jongeren kennis te laten maken 
met de leuke en uitdagende kanten van wiskunde. 

A b o n n e m e n t e n 
Abonnees kunnen zich op één van de volgende manieren aanmelden. 
Telefonisch: (070) 314 35 00, per fax: (070) 314 35 88. 
via Internet: www.wins, uva.nl/misc/pythagoras/abonnee.html 
of schriftelijk (een postzegel is niet nodig): 
NIAM, Antwoordtnummer 97007. 2509 VH Den Haag 

T a r i e v e n >97-'98 
Een jaarabonnement op Pythagoras kost ƒ 37,50 
Losse nummers ƒ 8,— of BF 160 
Overige prijzen (per jaar): 
Pythagoras België BF 950 
Pythagoras buitenland ƒ 52,50 
Pythagoras/Archimedes ƒ 67,50 
Pythagoras/Archimedes België BF 1570 
Pythagoras/Archimedes buitenland ƒ 83,50 

/ 

S c h o o l a b o n n e m e n t e n 
Voor leerlingen in het voortgezet onderwijs en studenten aan 
lerarenopleidingen zijn er speciale schoolabonnementen. 
Voor ƒ 25,00 per jaar ontvangen zij één heel jaar lang Pythagoras, op 
voorwaarde dat de docent wiskunde zorgt voor de aanmelding en 
verspreiding. Abonnees krijgen een acceptgiro thuisgestuurd. 
Bij aanmelding van 5 of meer abonnees, 1 jaarabonnement gratis. 

OL t A 

U i t g e v e r / a d v e r t e n t i e s 
NIAM, Neuhuyskade 94, 2596 XM Den Haag 
Telefoon (070) 314 35 00, Fax (070) 314 35 88, Giro 5513796 
Bankrekening België: ING Brussel 
reknr. 627-7064242-48 t.n.v. TMS 

Pythagoras wordt gesponsord 
door de Universiteit van Amsterdam 


