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1997-1998 Priemgetalleii 
1998-1999 Financiële Wiskunde 

Wil je weten hoe je beroemd kunt worden? 
Niet alleen bekend, of bekende Nederlander, 
maar echt wereldberoemd? Dat kan door 
een snelle methode uit te vinden waarmee je 
grote getallen kunt ontbinden in priemfacto-
ren. Zo'n methode heb je nodig om moder-
ne geheimschriften te kraken; gewoon alle 
mogelijke priemfactoren proberen duurt 
veel en veel te lang. 

Op p. 6 van dit nummer legt Wieb Bosma 
een snellere ontbindingsmethode uil: de 
kwadratische zeef. Daarmee zijn getallen tot 
zo'n 130 cijfers te ontbinden. Hiermee 
besluiten we het thema Priemgetallen van 
deze jaargang, want het kraken van getal-
len met meer dan 200 cijfers laten we graag 
aan onze lezers over. 

F i n anc i ë l e Wiskunde 
Vroeger waren wiskundigen wereldvreemde 
geleerden die zich niet inlieten met de wereld 
van alledag, laat staan met geldzaken. 
Ondertussen is er veel veranderd. 

Wiskundigen hebben de financiële handel 
ontdekt en beurshandelaren ontdekken dat 
met wiskunde geld te verdienen valt. Het 
thema van volgend schooljaar is de wiskun-
de achter de handel in aandelen, opties, 
klikfondsen en beleggingshypotheken: 
Financiële Wiskunde. 
In elk nummer van Pythagoras zal volgend 
schooljaar een onderwerp uit de Financiële 
Wiskunde onder de loep genomen worden. 

De artikelen in deze reeks staan onder 
redactie van Michel Vellekoop (Universiteit 
Twente) en Hans Schumacher (Centrum 
voor Wiskunde & Informatica en Katholieke 
Universiteit Brabant). 

Poster 
Bij een nieuw thema hoort een nieuwe poster. 
Dat wordt de Financiële-Wiskundeposter, 
die gratis is voor nieuwe abonnees of voor 
degene die een nieuwe abonnee aanbrengt. 
De poster is vanaf oktober 1998 ook los te 
koop. ^ 
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Kleine nootjes zijn eenvoudige vraagstukken die door 
iedereen 'gekraakt' kunnen worden, zonder enige wiskundige 
voorkennis. De oplossingen staan op p. 30 van dit nummer. 

Kleine 
i?k 

Achtt ien 
Het is de bedoeling de getallen 1 tot en met 
10 in de vakjes van de onderstaande recht-
hoek te plaatsen. Kun je ze zó neerzetten 
dat de getallen in de twee horizontale rijen 
én de twee verticale rijen allemaal som 
achttien hebben? Dan Verheul, klas IB. jsa 
Muimoniiles 

Rood , g r o e n e n blauvr 
Elk van de negen vierkantjes in het onder-
staande 3 X 3-vierkant moet rood, blauw 
of groen gekleurd worden. De opdracht is 
dit zo in te richten dat elk rood vierkantje 
met een zijde aan een blauw vierkantje 
grenst en met een andere zijde aan een 
groen vierkantje. Idem dito voor de twee 
andere kleuren: een groen vierkantje moet 
grenzen aan een rood en een blauw vier-
kantje, een blauw vierkantje aan een rood 
en groen vierkantje. Lukt jou dit? 

M u z i e k i n s t r u m e n t 
Wist je dat je van het getal 11030 een 
muziekinstrument kunt maken? Je hoeft 
daarvoor maar twee extra lijntjes te trekken. 
Probeer het maar eens. Bmm de Wever 

11030 
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nOOt j G S 
S a m a r k a n d 
Een Arabische sheik heeft twee zonen. Hij 
wil zijn fortuin nalaten aan slechts een van 
hen. Daartoe laat hij ze op hun kamelen naar 
Samarkand racen, een verafgelegen stad. De 
zoon wiens kameel het laatst aankomt wint. 
Natuurlijk wil geen van beide als eerste ver-
trekken. Na eerst enige tijd besluiteloos de 
kat uit de boom gekeken te yi_ 
hebben, vragen ze een wijze 
man om raad. Nadat ze 
zijn advies gehoord hebben, 
springen ze op hun kamelen en 
racen zo snel mogelijk naar 
Samarkand. Welke raad gaf de wijze man? 

Verbinden 
Kun je de onderstaande negen punten 
door vier rechte lijnen met elkaar verbin-
den zonder je potlood van het papier te 
nemen.' 

De k u b u s 
Gegeven zijn drie aanzichten van dezelfde kubus. Welke afbeelding staat er op het vlak 
tegenover de cirkel? 



Florence Nightingale staat bekend als de Lady with the Lamp, 
. ^ ^ 1 die bij nacht en ontij liefdevol gewonde soldaten 

>J | | ||KrfM^Py verzorgde. Maar als'passionate statistician' 
is ze veel minder bekend. Wat maar weinig 
mensen weten, Is dat zij een hartstochtelijk 
beoefenaar van de statistiek was. 

lorence 
Nlghtiiigale 

Ida Stamhuis 

Florence Nightingale (1820-1910) was de 
tweede en laatste dochter van de zeer be-
middelde Fanny en William, die behoorden 
tot de hoogste Engelse kringen. Omdat 
haar vader geen goede huisonderwijzer kon 
vinden, besloot hij zijn twee dochters zelf les 
te geven. Ze kregen behalve meerdere talen 
ook wiskunde onderwezen. Florence ont-
wikkelde een passie voor feiten en met name 
cijfermatige gegevens. Toen ze twintig jaar 
was, wilde ze zich verder in de wiskunde ver-
diepen dan haar vader haar kon leren. Haar 
motivatie daarvoor was trouwens niet zo 
vleiend: "Ik denk dat ik meer succesvol zal 
zijn in een vak dat alleen inzet vergt dan in 
een vak dat een snel begrip verlangt."" Haar 
ouders voelden daar niets voor; van een 
meisje van haar leeftijd en stand werden 
andere dingen verwacht: huiselijke plichten 
en de voorbereiding op het huwelijk. Ze 
moest het dus grotendeels van zelfstudie 
hebben. Dat deed ze in de vroege ochtend-
uren wanneer haar nog geen huiselijke 
plichten werden opgelegd. Het was haar 
intussen duidelijk geworden dat ze niet voor 

een 'gewoon' getrouwd bestaan bestemd 
was. Ze wilde verpleegster worden. 
Daarvoor vond ze geen gehoor bij haar 
ouders, want verpleegsters hadden een 
slechte naam. Uiteindelijk in 1853, ze 
was intussen drieëndertig jaar, werd ze 
uitgenodigd om directrice te worden van 
een Londens ziekenhuis voor dames. 

Krimoor log 
Toen brak de oorlog in de Krim uit: de 
Engelsen en de Fransen kozen de kant van de 
Turken tegenover de Russen. Enkele Engelse 
legereenheden werden naar de Krim ge-
stuurd. Van de oorlogscorrespondenten ver-
nam men over de slechte omstandigheden 
aan het front. De minister van oorlog kreeg 
de opdracht een groep verpleegsters te sturen. 
Hij vroeg toen Florence om deze missie te 
organiseren en te leiden. 
Ze kwam in een verschrikkelijke situatie 
terecht. De gewonden misten zelfs de meest 
noodzakelijke verzorging. De barakken 
waren over- en overvol en voortdurend wer-
den er patiënten aangevoerd. Er heersten 
besmettelijke ziekten. De sterfte was enorm. 
Het ontbrak de zieken dan ook aan fat-



JF<EC@AB <K<E
 >F<; ;I@EBN8K<I
 9<?FFIC@AB 
J8E@K8@I
 J:?FE< 9<;;<E
 BC<I<E <E M<IGC<>@E>� 
+D 8E;<I<E K< FM<IKL@><E M8E ;< EFF;Q88B 
M8E 9<G88C;< M<I8E;<I@E><E <E FFB MFFI 
Q@:?Q<C= FD @EQ@:?K @E ;< J@KL8K@< K< BI@A><E
 
D88BK< #CFI<E:< ><9IL@B M8E JK8K@JK@J:?< 
><><M<EJ ;@< Q< Q<C= M<IQ8D<C;<� *8;<I?8E; 
BFE Q< C8K<E Q@<E ;8K ;< JK<I=K< @E ;< D@C@K8@�
I< ?FJG@K8C<E >IFK<E;<<CJ N<I; M<IFFIQ88BK 
;FFI 9<JD<KK<C@AB< Q@<BK<E 8CJ :?FC<I8 <E 
KPG?LJ �Q@< =@>LLI ��� /F<E ;< FFICF> 8=><CF�
G<E N8J� >@E> Q< K<IL> E88I "E><C8E;
 N88I 
Q< Q@:? MFFI ;< �I@KJ< JFC;88K 9C<<= @EQ<KK<E� 
%@<I9@A D88BK< Q< ><9IL@B M8E ?88I BFEK8BK<E 
<E MI@<E;J:?8GG<E D<K @EMCF<;I@AB< GFC@K@:@
 
N8EK <<E F==@:@VC< �9<K88C;<� =LE:K@< ?<<=K Q< 
EFF@K ><?8;� !8K N8J MFFI <<E MIFLN M8E 
?88I JK8E; @E ;@< K@A; E@<K N<>><C<>;� 

%<K ;F<C N8J 9@AMFFI9<<C; ?<K 9<I<@B<E M8E 
M<I9<K<I@E><E @E ;< D<;@J:?< MFFIQ@<E@E><E 
M8E JFC;8K<E� 08E;88I ;8K Q@A Q@:? ?<<=K 
@E><JG8EE<E FD JK8K@JK@J:?< ><><M<EJ QF 
@EQ@:?K<C@AB DF><C@AB K< GI<J<EK<I<E� 3< 
D88BK< ;88I9@A ><9IL@B M8E BC<LI<E <E >I8�
=@<B<E
 N88ID<< N8J Q< MFFI ;@< K@A; M<I�
E@<LN<E; 9<Q@> N8J� .K8K@JK@<B N8J MFFI 
?88I D<<I ;8E <<E @EJKILD<EK� #CFI<E:< 
*@>?K@E>8C< ><CFF=;< @E JK8K@JK@<B� 3< Q<@ ;8K 
JK8K@JK@<B �;< 9<C8E>I@ABJK< N<K<EJ:?8G @J 
M8E ;< ?<C< N<I<C;
 N8EK M8E ?88I ?8E>K 8= 
;< GI8BK@J:?< KF<G8JJ@E> M8E <CB< 8E;<I< 
N<K<EJ:?8G �����
 N8EK 8CC<<E D<K ;@K M8B 
BI@A><E N< <O8:K< I<JLCK8K<E M8E FEQ< 
N88IE<D@E><E�� 6 

�"+ %�.0/ 0, %0" ) & '( / 0� 0 & / 0 &  1/ 
!< MFI@>< <<LN @J N<C ><B8I8BK<I@J<<I; 8CJ 
�!< D<K :@A=<IJ 9<;<BK< E<><EK@<E;< <<LN�� 
&E ;@< K@A; N8J <I <<E ?<@C@> ><CFF= @E ><K8CC<E� 
%F< A< ;@< QFL DF<K<E GI<J<EK<I<E
 ;88I�
FM<I C@<G<E ;< D<E@E><E L@K<<E� "<E 9<C8E>�
I@AB< "E><CJ< JK8K@JK@:LJ L@K ;@< K@A; 1@CC@8D 
#8II Q<@ �K?< ;IP<I K?< 9<KK<I� <E �JK8K@JK@:J 
J?FLC; 9< K?< ;IP<JK F= 8CC C<8IE@E>�� )88I 
QF ;8:?K #CFI<E:< <I E@<K FM<I� 3@A N@C;< ;8K 
E@<K 8CC<<E N<K<EJ:?8GG<IJ D88I FFB 8E;<�
I<E @E <<E FF>FGJC8> BFE;<E Q@<E N8K Q< 
N@C;< 88EKFE<E� �@A ?88I N8J ;< JK8K@JK@<B 
><<E ;F<C
 D88I <<E D@;;<C� 

: ? 	 � : 9 	 
J�� $� � � � � � � 

� D  � G0 � ; * 0 0 : � D 

  )$���) - C� �< 
3' 
��� �� � ) 
 � � � 
D ' , ƒ -^ ^ \ \ ^>'<J / 

� � � � � � � 

�� 

� 	
��
 �������
 



"?5 ?>C29>4 :5 7A?C5 75C1<<5> 9> @A95=613C?A5>� �?=F57 1<<5 =?75<9:;5 613C?A5> @A?25A5> 
4DDAC E55< C5 <1>7 E??A 7A?C5 75C1<<5>
 -5 25B38A9:E5> 55> B<9==5A5 =5C8?45� 7521B55A4 
?@ 45 25;5>45 6?A=D<5 ��� EK� �
E � E��
E E�
 "95A=55 F5A4 ()�	�� 75;A11;C
 

�/ 53?+.;+=3< 
-952 �?B=1 

&E ?<K MFI@>< ELDD<I M8E ,PK?8>FI8J ?<9 
A< BLEE<E C<Q<E FM<I <<E ><?<@D< 9FF;�
J:?8G ;@< M<I:@A=<I; N8J D<K -.�����
 <<E 
><K8C M8E ��� :@A=<IJ� 0FFI ?<K FEK:@A=<I<E 
M8E ;< 9FF;J:?8G DF<JK ;@K ><K8C @E Q@AE 
KN<< GI@<D=8:KFI<E FEK9FE;<E NFI;<E� )<K 
Q<<I M<<C DF<@K< CLBK< ;@K @E ����� /F<E G8J 
BFE ;< ><?<@D< K<BJK �K?< D8>@< NFI;J 8I< 
JHL<8D@J? FJJ@=I8><� NFI;<E FEK:@A=<I;� 
&E ;@K 8IK@B<C C<>><E N< ;< GI@E:@G<J L@K M8E 
;< ;88I9@A ><9IL@BK< FEK9@E;@E>JD<K?F;<� 

�/;7+= 
!< ><J:?@<;<E@J M8E ;<Q< D<K?F;< 9<>@EK 9@A 
#<ID8K
 ;@< Q@:? IFE; ���� 8C 9<Q@> ?@<C; D<K 
?<K M@E;<E M8E JC@DD< D<K?F;<E FD >IFK< 
><K8CC<E K< FEK9@E;<E �Q@< G� ���� 0FFI ;< 
?8E;9<I<B<E@E><E M8E ;@< K@A; N8I<E ><K8C�
C<E M8E �� :@A=<IJ 8C �>IFFK� <E <CB< D<K?F;< 
;@< JE<CC<I N8J ;8E ?<K ;FDN<> GIF9<I<E 
M8E 8CC< DF><C@AB< ;<C<IJ N8J ;< DF<@K< 
N88I;� #<ID8K Q8> ;8K ?<K J:?I@AM<E M8E �� 
8CJ M<IJ:?@C M8E � BN8;I8K<E KFK ?<K M@E;<E 
M8E =8:KFI<E M8E �� C<@;K� 
&DD<IJ
 /�� 0� � �/ � 0� � �/� 0� <E ;LJ 
><M<E �M <E 0 FED@;;<CC@AB ;< =8:KFI<E / � 0 
<E �0 � 0 MFFI �� (@AB D88I <<EJ E88I �� � ���� 
+D;8K ���� ������ � � � � � � � MFC>K ;8K 
��� � ��� 	 � �2��� �� �� ��O� � )88I ?F< 
M@E;<E N< / <E A� 

�4/ 0 "*�0 & /  % 5 , " ( "+ 
0FFI >IFK< �� @J ;8K ?<C<D88C E@<K <<EMFL�
;@>� "<E >F<;< JKI8K<>@< @J FD K< 9<>@EE<E 
D<K <<E / ;@< E<K <<E 9<<KA< >IFK<I @J ;8E 
00
 <E K< B@AB<E E88I �M�� �� 0FFI ?<K MFFI�
9<<C; �� � ��� @J �0 � �� ;8E ;< <<IJK< B<LQ< 
<E B@AB<E N< E88I ��� � ��� � �� '< ?FFGK 
;8K ?<K M<IJ:?@C <<E BN8;I88K @J
 D88I ;8K @J 
?@<I E@<K QF� /<C EL � FG 9@A / <E ?<I?88C ;< 
JK8G� MFFI /� �� @J �M�� ��� � ��� � �� � ��
 
@E;<I;88; <<E BN8;I88K <E M@E;<E N< 
� � ���T �� 8CJ 9FM<E� !<Q< D8E@<I FD 
FGCFJJ@E><E K< M@E;<E M8E��`���� � �6 C@ABK <I> 
FG K<JK;<C<E
 <E ;LLIK D<<JK8C M<<C K< C8E>� 

�"" )2,1!"+ 
.FDJ @J ?<K <<EMFL;@><I FD FGCFJJ@E><E K< 
M@E;<E MFFI ;< M<I><C@AB@E> O��P� � $�� N88I 
$	���' �BC<@E� M<<CMFL; M8E �@J� !8E ?F<M<E 
� � 0 <E � � 0 E@<K D<<I ;<C<IJ M8E � K< Q@AE
 
N8EK ��0 	 4����M � 4�� � $�� )88I ;< >IFFKJK< 
><D<E< ;<C<I M8E �� <E �M 	 M @J NUC <<E ;<C<I 
M8E �� <M<E8CJ ;< >IFFKJK< ><D<E< ;<C<I M8E 
�� <E �� � 0� &E ,PK?8>FI8J EI� � �;<:<D9<I 
����� ?<99<E N< ><Q@<E ;8KA< >IFFKJK< ><D<�
E< ;<C<IJ ?<<C JE<C BLEK 9<I<B<E<E� )<K ��� 
QFL;<E N< 9@AMFFI9<<C; BLEE<E M@E;<E� ��� 
� ��� ��� � � 2 ���� 1< ?<99<E ;8E E@<K ;< 
M<I><C@AB@E> ����0�T� ��� FG><CFJK
 D88I '�6�
P�� � O ���� !8K C<M<IK 



4 

��%" 5""# 
� 2 �&� � ��� 	 �������� � �& O ��� 

*L @J �� ><<E ;<C<I M8E � � ���
 D88I 
>>;���
 ���� � � @J ;8K N<C� !< 8E;<I< =8:�
KFI �� @J N<C <<E ;<C<I M8E ���
 QF;8K N< 
N<<I M@E;<E ��� � � O ��� 1< Q@AE ;88IFD 
FFB K<MI<;<E 8CJ N< / <E P M@E;<E QF;8K 
��� 0� <<E M<<CMFL; M8E ��� @J� 

�" %� 
)88I JFDJ BLE A< G<:? ?<99<E� (@AB D88I 
<<EJ E88I 
M � �� <E P � ��� !88IMFFI ><C;K 
;8K 

� N � ���� � � 2 ���� 

*L @J �0 	 P � ��� <E /�0 � � <E ;< G<:? @J 
;8K ;< FEK9@E;@E> ��M 	 0�2/� 0� G<I FE><CLB 
E<K ;< =8:KFI<E � <E ��� M8E � O � � � FGC<�
M<IK� &E ;@K ><M8C @J >>;��� 	 P
 ���� � ��� <E 
>>;���� P
 ���� � �� !<Q< / <E P ?<CG<E 
8CC<<E FD � O * K< FEK9@E;<E @E ;< =8:KFI<E 
$ <E �� <E ;LJ E@<K FD � Q<C= K< FEK9@E;<E� 

�,!1)�&. . "("+"+ 
!< 9<C8E>I@ABJK< I<;<E ;8K ?<K QFM<<C 9<K<I @J 
E@<K 8CC<<E E88I ;< M<I><C@AB@E> /��0�� � K< 
B@AB<E
 D88I FFB E88I /�� 0 � $ / �� @J 
MFFI8C ;8K ?<K DF><C@AB 9C@ABK JPJK<D8K@J:? K< 
QF<B<E E88I FGCFJJ@E><E MFFI ;< 8C><D<E<I< 
M<I><C@AB@E>� +D ;8K @E K< Q@<E I<B<E<E N< 

DF;LC8@I �Q@< ,PK?8>FI8J ;<:<D9<I ������ 
;8K � 4� 04 <<E M<<CMFL; M8E �6 @J
 M8KK<E N< 
J8D<E D<K /��04 � + DF; �� <E ;8K @J N<<I 
?<KQ<C=;< 8CJ 

: 3 �� H � =?4 ��
 

%<K JPJK<D8K@J:? QF<B<E E88I KN<< BN8;I8�
K<E ;@< DF;LCF �6 ><I<B<E; ?<KQ<C=;< Q@AE 
>88K 8CJ MFC>K� (@<J <<E ><K8C �I
 ;8K E@<K K< M<I 
9@A 0 * M8E;88E C@>K
 <E 9<I<B<E Q
 � O
�� �� 
!@K @J ;8E <<E I<C8K@<= BC<@E �GFJ@K@<= F= E<>8�
K@<=� ><K8C� 1< Q@AE E8KLLIC@AB BC88I 8CJ Q
 <<E 
BN8;I88K @J
 N8EK ;8E BLEE<E N< / � /� <E 
P � 3S E<D<E� )88I FFB 8CJ 1� E@<K <<E BN8;�
I88K @J BLEE<E N< /� <E 3@ C8K<I D@JJ:?@<E EF> 
><9IL@B<E� &E ;< MFC><E;< JK8G ;F<E N< 
E8D<C@AB GI<:@<J ?<KQ<C=;< MFFI <<E E@<LN 
><K8C ��� �CJ 1� FFB ><<E BN8;I88K @J BLEE<E 
N< ?FG<E ;8K 3S O Q
 <<E BN8;I88K @J
 N8EK 
;8E @J /�� � A:
6 � 1�/ ��� P � DF; � <E N< 
?<99<E N8K N< N@CC<E D<K 

� �� � �6� "+ � .I?
 

�CJ 1� � Q
 ><<E BN8;I88K @J >88E N< ;FFI 
D<K <<E O

 <E N< Q@AE N<<I BC88I 8CJ Q
 <<E 
BN8;I88K @J
 F= 3S2Q

 F= Q62Q
 F=Q@ 2Q
 2Q
� 
(FIKFD
 N< ;F<E ?<KQ<C=;< MFFI <<E ?<C<�
9F<C /�+ KFK;8K <<E F= 8E;<I GIF;L:K M8E Q
�J 
<<E BN8;I88K FGC<M<IK� 

� 'A95=75C1<<5> 



Een v o o r b e e l d 
Laten we nog eens naar ons voorbeeld 
A' = 119 kijken. We maken een lijstje van 
de getallen Z|. Z;, ... die horen bij gekozen 
.«,, -v,, ... Het blijkt dat een goede keuze is 
.Yi = 11, X2 = 8, xj = 3, want dan is 

.ï, = 11 ; Z| = 1 1 - - 119 = 2 
X2= 8 ; Z2 = 8 - - 119 = -55 
X, = 3 ; zj = 3 - - 119= -110 

Als we nu de getallen aan de rechterkant met 
elkaar vermenigvuldigen, dan krijgen we 
110 X 55 X 2 = 110". Dit is een kwadraat! 
Door ook .V| en .v, en x, met elkaar te verme-
nigvuldigen. vinden we een oplossing voor 
de vergelijking x' = y' mod 119. Immers, 
(.Vi-ÏT Aj)- is het kwadraat van .v, .is Xy, maar 
dit kwadraat is modulo 119 ook gelijk aan 
Z1Z2Z,, = 110'. 

We hebben zo een oplossing gevonden voor 
de vergelijking x' = y' mod 119, namelijk 
.V = 3 X 8 X 11 = 264 en y = 110. Door van 
.V + y en x - y de grootste gemene deler met 
119 te nemen, vinden we de reeds bekende 
factoren van 119: ggd(374, 119) = 17 en 
ggd(154. 119) = 7. 

Van d e r e g e n i n d e d r u p 
Het lijkt nu alsof we de problemen alleen 
maar groter gemaakt hebben, want hoe 
vinden we geschikte combinaties van de 
z,"s? Het antwoord is erg eenvoudig: 
kijk naar de pricmfaclorontbindingen van 
de z,"s! We hadden: 

2,:= -110 = - 1 x 2 x 5 x 1 1 
^, = -55 = _i X 5 X 11 
Zi = 2 

Als we de getallen aan de rechterkant met 
elkaar vermenigvuldigen, dan krijgen we 
(-1)- X 2" X 5- X 11 -, en dat is een kwadraat. 
De algemene regel is dan dat we z,'s zoeken 
zodat in hun product elke priemfactor (en de 
factor -1) een even aantal keren voorkomt. 

Er duikt weer een nieuw probleem op: we 
moeten de getallen z, in priemfactoren ont-
binden, terwijl we juist bezig zijn een 
methode te verzinnen om een groot getal N 
in factoren te ontbinden. We kunnen ech-
ter twee maatregelen nemen waardoor we 
de z, wél gemakkelijk kunnen ontbinden, 
ook al is de A' waar we mee beginnen heel 
groot. Zoals gezegd kunnen we ervoor 
zorgen dat de z, = .v,"- A' relatief klein zijn 
- veel kleiner dan A' - door .v, dicht bij V^ . 
te kiezen. Bovendien leggen we van tevoren 
een lijst van kleine priemgetallen aan, en 
gebruiken we alleen z,'s waarvan alle priem-
factoren in deze lijst voorkomen. Dat gaat 
als volgt: voor elke berekende z, voeren we 
testdelingen met de priemgetallen van de 
lijst uit; als - daarna nog steeds niet hele-
maal ontbonden is, gooien we deze z, en de 
bijbehorende x, gewoon weg! 

Wat je overhoudt is een Hink aantal .v,, waar-
voor de bijbehorende z, allemaal geschreven 
zijn als product van kleine priemgetallen. 
Het doel is daaruit een aantal z, te selecteren 
zodat in hun product alle priemgetallen een 
even aantal keren voorkomt, want dan is dit 
product een kwadraat! 

Een t^veede v o o r b e e l d 
Hier is een ander voorbeeld: A' = 1843. Als 
toegelaten priemdelers nemen we de priem-
getallen 2, 3, 5, 7, 11 en 13. Zo'n verzameling 
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naast x ' - N ook andere kwadratische poly-
nomen kunt gebruiken. De methode heet 
dan een multi-polynomiale kwadratische 
zeef 

Een derde verbetering is dat je voor elke 
relatie in de ontbinding van de z,"s toelaat 
dat na het wegdelen van de kleine priem-
factoren uit de factorbasis er nog één of zelfs 
twee grote priemen overblijven, die je dan 
onthoudt. Als zo'n grote priem in twee 
relaties optreedt, dan kun je door deze 
relaties met elkaar te vermenigvuldigen een 
relatie krijgen met alleen maar priemen uit 
de factorbasis. 

Een andere belangijke opmerking is dat je 
op een heleboel computers tegelijk naar 
relaties kunt zoeken: elke computer kan 
aan de slag met een polynoom (x^- N bij 
ons), de factorbasis en een te onderzoeken 
interval van de x,'s. Alleen voor de laatste 
stap, waarin je uit alle relaties de oplossingen 
X en y wilt vinden, moetje alle relaties - en dat 
worden er héél veel - tegelijk gebruiken. 

RSA-129 
Om een indruk te krijgen van de gigantische 
omvang van het werk benodigd voor het 
factoriseren van RSA-129, hier wat cijfers. 
De factorbasis bestond uit 524339 priemen 
kleiner dan 16333609 - meer dan een half 
miljoen priemgetallen! Er werden per relatie 
nog twee grote priemen toegelaten, die niet 
groter mochten zijn dan ongeveer 10'. In 
totaal werden er meer dan acht miljoen x,'s 
bekeken, op zo'n 1600 computers van circa 
600 verschillende eigenaren, op Internet. 
Van de onderzochte relaties bestonden 
108000 geheel uit priemen uit de factorbasis; 

10 

de relaties met grote priemen erin leverden 
door die onderling te combineren nog eens 
417000 extra relaties op. Al met al leverde 
dat na 220 dagen een matrix vol nullen en 
enen op zoals in het voorbeeld, alleen dan 
met ongeveer een half miljoen rijen en een 
half miljoen kolommen! Op een enorme 
computer (met een 'core memory' van 1 giga-
byte) werden hieruit tenslotte in vijfenveertig 
uur ongeveer 200 combinaties gevonden die 
tot kwadraten leidden; de eerste drie combi-
naties gaven ggd(x - y, A') = 1 of A' (pech 
dus!), maar uiteindelijk leverde de vierde 
combinatie op 2 april 1994 de factorisatie van 
RSA-129. ^ 



In een brief uit 1648 beschrijft Femiat een 
methode om getallen te factoriseren. Als 
voorbeeld berekent hij de ontbinding van 
2027651281. We laten Fermat zelf aan het 
woord: 

"Ik trek de wortel en vind r - 45029 met rest 40440. Dit trek ik af van 2r+1. 
Ik krijg 49619, hetgeen geen kwadraat is, want geen enkel kwadraat eindigt 
op 19. Daarom tel ik er 90061 = 2+2r+1 bij op. Omdat de som 139680 geen 
kwadraat is (vanwege de laatste cijfers), tel ik er nog een keer hetzelfde getal 
vermeerderd met 2, dat wil zeggen, 90063 erbij op. Hier ga ik mee door tot-
dat de som een kwadraat wordt. Dat gebeurt pas als we 1040400 bereiken, 
het kwadraat van 1020. 

"Om de factoren van 2027651281 te vinden, trek ik het eerste toegevoegde 
getal 90061 af van het laatst toegevoegde getal 90081. Het verschil is 20. 
Daarvan nemen we de helft plus 2, het resultaat is 12. De som van 12 en de 
wortel r is 45041. Door de wortel 1020 bij 45041 op te tellen en af te trek-
ken, krijgen we 46061 en 44021, hetgeen de getallen zijn die het dichtst bij r 
liggen en waarvan het product 2027651281 is. 

"Dit zijn de enige factoren, want het zijn priemgetallen. Voor de oor-
spronkelijke factorisatie-methode zouden we proefdelingen moeten uit-
voeren met alle getallen van 7 tot 44021. In plaats daarvan hebben wij 
slechts 11 optellingen gebruikt." ^ 

/ 

/ 



Kun jij de onderstaande opgaven oplossen? Stuur dan je oplossing 
naar het onderstaande adres en maak kans op een boekenbon van 25 gulden! 

O p g a v e 37 

Pythagoras 
Honderd mensen staan achter elkaar in een 
lange rij. De achterste persoon ziet de 99 
mensen voor hem. De voorste ziet niemand. 
Ze kunnen elkaar wel horen. Uit een doos 
met daarin honderd witte en 99 zwarte hoe-
den geef ik iedereen een willekeurige hoed. 
Niemand kan zien welke hoed hem is opge-
zet. Nu vraag ik aan de achterste persoon 
(die dus het meeste kan zien) of hij kan 
bedenken welke kleur hoed hij op heeft. Hij 
kan het niet. Daarop vraag ik het aan de 
persoon voor hem. Ook deze kan het niet 
afleiden. Zo ga ik de hele rij af en uiteinde-
lijk vraag ik aan de voorste persoon of hij 
weet wat de kleur van zijn hoed is. Deze 
weet het wél. Kun jij ons vertellen wat de 
kleur van zijn hoed is? Leg uit! 

O p g a v e 38 

Van vier getallen a. b, c en d kunnen we op 
zes verschillende manieren de som nemen 
van twee getallen, namelijk 

Stuur Je oplossing naar: 
Pythagoras Olympiade 
TU Eindhoven 
Faculteit Wiskunde 
Hoofdgebouw kamer 9.50 
Postbus 513 
5600 MB Eindhoven 
email: sander@win.tue.nl 

Vermeld bij de oplossing je naam, 
adres, school en klas. Stuur bij de ant-
woorden ook een toelichting, waarin 
uitgelegd wordt hoe je aan het ant-
woord gekomen bent (een berekening 
of een bewijs). Insturen is mogelijk tot 
en met 15 september 1998. Onder de 
inzenders van goede oplossingen wordt 
per opgave een boekenbon van vijfen-
twintig gulden verloot. Hieronder vol-
gen de oplossingen van de opgaven uit 
het aprilnummer. 

a + h. a + c, a+ d. b + c, b + d, c + d. 

Van de zes getallen die we zo krijgen zijn er 
vijf gelijk aan 5, 6, 8, 9 en 13. Bepaal het 
zesde getal en de mogelijke waarden van 
«, h, c en d. 

Veel succes! Ronald van Luijk. Wim 
Oudshoorn en Sander van Rijnswou. 
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Opgave 33 
In mijn speelgoedtreinbaan thuis zijn som-
mige van de treinbaanonderdelen delen van 
een cirkel. Door een aantal van die stukjes 
aan elkaar te zetten krijg ik precies een hele 
cirkel. De spoorbreedte (de afstand tussen 
de binnenste en de buitenste rails) is 10 cm. 
Hoeveel is de buitenste rail langer dan de 
binnenste? 

piade 
(er zijn geen andere huurmogelijkheden). 
De kamers kosten f 100.- per dag. Op de 
eerste dag van het seizoen stond kamer 1 
leeg en op de laatste dag van het seizoen was 
kamer 40 leeg. Het seizoen duurt precies 
honderd dagen. Laat zien dat het hotel niet 
meer dan f 399600.- omzet kan maken tij-
dens één seizoen. 

OPLOSSING. Noem de straal van de binnenste 
cirkel r. Dan is de omtrek van de binnenste 
cirkel 27r/- en die van de buitenste 27r(;- + 10). 
Het verschil daartussen is 2077 cm oftewel 
ongeveer 63 cm. 

Deze opgave is opgelost door: Maurits Meijer, Groene Hart 
Lyceum Ic Alphen aan den Rijn, Peter Deleu, Hulslc. Birgit 
van Dalen, Vlaardingse Openbare Scholengemeenschap, 
Bart Vandewoestijne, Zwevegem, Yocrik Roevens, Deurne 
(België). Gertjan Kok. Sint-Maartenscollege Ie Voorburg. 
Martijn Kropman, Lorentz-Ca.simir Lyceum Ie Eindhoven, 
Frank van Es, Berger Scholengemeenschap (Bergen). 
Sandra Zwolsman, Berger Scholengemeenschap, Boj 
Mirch, Berger Scholengemeenschap, Stelaan Lippens. Don 
Bosco College te Zwijnaarde. H. Verdonk. 's-Gravenhage. 
Sylvain Vriens. Van Maerlantlyceum te Eindhoven. 
De boekenbon gaat naar Martijn Kropman. 

Opgave 34 
In een hotel zijn veertig kamers. Het hotel 
heeft slechts één gang waar alle kamers ach-
ter elkaar liggen. De kamers zijn opeenvol-
gend genummerd van 1 lot en met 40. 
Het hotel heeft de volgende twee regels: een 
gast mag één kamer huren voor twee dagen 
óf twee opeenvolgende kamers voor één dag 

OPLOSSING. Als we kamer nummer m ver-
huren op dag nummer n. dan vormen de 
getallen m en /; een zogenaamde kamer-dag-
combinatie. We noemen een kamer-dag-
combinatie even als m + n even is, anders 
oneven. Uit de regels volgt dat steeds een 
even en een oneven kamer-dag-combinatie 
tegelijk verhuurd worden. In totaal zijn er 
evenveel even als oneven combinaties. Maar 
de twee kamer-dag-combinaties die leeg 
staan zijn beide even. Er moeten dus ook 
twee oneven kamer-dag-combinaties zijn 
die leeg blijven. In totaal blijven er dus zeker 
vier kamers leeg. De maximale winst die 
gemaakt kan worden is zo gelijk aan 
100(100 x 4 0 - 4 ) = 399600. 

Deze opgave is opgelost door: Maurits Meijer. Groene 
Hart Lyceum te Alphen aan de Rijn. Bart Vandewoestijne, 
Zwevegem, Yocrik Roevens, Deurne (België), Gertjan 
Kok, Sinl-Maartenscollege te Voorburg, Martijn 
Kropman, Lorentz-Casimir Lyceum te Eindhoven, Stefaan 
Lippens, Don Bosco College te Zwijnaarde, 
De boekenbon gaat naar Maurits Meijer. 
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Een zwanenhals, een royale krul, een sierlijk lint -
het integraalteken is een van de mooiste wiskundige tekens. 

Hoe oud deze notatie is, weten we exact: 
op 29 oktober 1998 vieren we de 323ste verjaardag. 

Het iittegraaltekeit ** 
Klaas Pieter Hart 

Het uitrekenen van oppervlakten is altijd 
een belangrijke bezigheid van wiskundigen 
geweest. Meestal deed men dat door een 
gebied in kleine stukjes te verdelen waarvan 
de oppervlakte makkelijk uit te rekenen was 
(rechthoekjes, driehoekjes) en die opper-
vlakten bij elkaar op te tellen. 

De Italiaanse wiskundige Cavalieri be-
rekende voor het eerst de oppervlakte onder 
de grafieken van x", x',..., x'. Cavalieri leid-
de zijn formules af door 'alle lijnen bij 
elkaar te nemen'. Als hij een oppervlakte uit 
ging rekenen (zie p. 15), dan sprak hij over 
omnes lineae (alle lijnen). 

De Duitse geleerde Leibniz gebruikte daar-
om aanvankelijk de afkorting omn. als hij 
het over de oppervlakte onder een grafiek 
had. In aantekeningen die hij op 29 oktober 
1675 maakte vinden we de formule 

Q"^"- ̂ ^ n omn. .omn. //. 
2 

Leibniz gebruikte n als gelijkteken; voordat 
we de rest ontcijferen laten we Leibniz zelf 
aan het woord: Het i.s handig om ƒ te .schrij-
ven in plaats van omn, dus ƒ / voor omn /, 
want dat is de lo>n van de I-en. 

We krijgen dus 

ILnJsil. 
2 

Dit ziet er al iets bekender uit; links staat het 
kwadraat van ƒ/ (blijkbaar stond de (U voor 
kwadrateren), gedeeld door twee. 
Als we ƒ/ afkorten met y dan staat er rechts 
iyl. Nu zijn we er bijna. Er staat blijkbaar 
y^/2 = Jyy', want als y = ƒ / dan moet / wel y' 
zijn.Tegenwoordig zouden we het schrijven 
als 

-2y-{x)=jy(x)y'{x)dx. 

Dit niets anders dan een speciaal geval van 
de substitutieregel. De civ-notatie had Leibniz 
op dat moment nog niet bedacht; die kwam 
een paar weken later, op 11 november 1675. 

Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716) 

14 



De m e t h o d e v a n Cavalieri 
Hoe bepaalde Cavalieri in 1635 de opper-
vlakte onder de grafiek van x"? Hij formu-
leerde zijn resultaat als volgt: de oppervlakte 
van de omhullende rechthoek is precies n + 1 
keer zo groot als de oppervlakte onder de 
grafiek van x". 

x' 

We gaan Cavalieri's redenering volgen voor 
n = 2. We bekijken voor O < x<l de grafiek 
van X'. De oppervlakte onder de grafiek 
krijgen we door 'alle lijnen' onder die gra-
fiek bij elkaar te nemen; we schijven dat als 
Sx^ (S is Sigma, de Griekse letter S, die 
voor som staat). Ons probleem is de som 
Z X' uit te rekenen. Welnu, we korten 1 - x 
even af met y. Dan is x + y altijd 1. De 
oppervlakte van het hele vierkant is gelijk 
aan 1 en ook aan XI want we krijgen het 
door alle lijnen bij elkaar te nemen. 
We zien dat 

I (x + y)- = S l - = l . 

Werk (x + y)' uit tot x" + 2xy + y% dan 
krijgen we Sx^ + 2Zjry + J.y' = 1. Merk 
nu op dat J.x^ = Xy": elke x komt een keer 
als y voor en omgekeerd. We vinden dus 
2Xx^ + 2Sxy = 1. Om Xxy uit te rekenen 

i l 1 
2 " schrijven we x = ^ + z en y 

we vinden 
-z; 

Nu moeten we Xz' nog uitrekenen. Als we 
naar de grafiek van z kijken zien we dat z 
twee keer een driehoekje doorloopt dat 
gelijkvormig is met de driehoek die x door-
loopt maar dan wel half zo breed en half 
zo hoog als die van x. 

Cavalieri concludeerde daarom dat voor 
zowel het linker als het rechter driehoekje 
de gelijkheid Xz '= ^l-x' op moet gaan. 
Immers: voor één zo'n driehoekje krijg je 
Xz" uit Xx" door alle x-en met een factor j 
te schalen. De lijntjes worden half zo dik en 
half zo hoog en omdat elke x in de hoogte 
gekwadrateerd is krijgen we in totaal een 
factor 

X.vy=X( ) = 2-Xz 

Hieruit volgt dan 
X z - = | X x ' + i X x * = i X x l 

Nu zijn we er: Xxy = 4 - jXx en dus: 
1 =21.x-+21xy = l'Lx-+{. 

Daaruit leiden we af dat 'Lx' = 3. Dit is pre-
cies wat Cavalieri beweerde: de oppervlakte 
onder de grafiek is eenderde van de opper-
vlakte van het omhullende vierkant. ^ 

Literatuur 
Dirk J. Struik, A source book in mathematics 
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Möbiuseffecten 
Popke Bakker 

De driehoek van Penrose is een onmogelij-
ke figuur, samengesteld uit drie gewone 
balkjes: 

Stel je eens voor dat je een mier bent die 
over deze driehoek een wandeling maakt. 
Als je goed kijkt, zie je dat je na één keer 
rondwandelen niet op dezelfde zijde, maar 
op een andere zijde uitkomt. Dit noemen 
we het Möbiuseffect. Waarom? Neem een 
strook papier, leg er een halve slag in en 
plak beide uiteinden aan elkaar. Zo'n 
strook heet een Möbiusband. Als je over 
deze strook rondwandelt, dan kom je na 
één keer rondlopen niet op dezelfde kant, 
maar op precies de andere kant uit. 

De dr ieba lk v a n P o p k e Bakker 
Wie denkt dat de driehoek van Penrose de 
enige onmogelijke driehoek is, komt be-
drogen uit. Kijk maar eens op de bladzijde 
hiernaast, daar zie je een onmogelijke drie-
hoek bedacht door Popke Bakker. Deze 
driebalk is wezenlijk anders dan de drie-
hoek van Penrose. Zie je het verschil? Kijk 
maar eens goed. 

Het verschil tussen beide driehoeken zit 'm 
in het Möbiuseffect. Als je één keer rond-
gaat over de driehoek van Penrose, kom je 
op een aanliggende zijde uit en pas na vier 
keer rondwandelen ben je weer terug op de 
zijde waar je begonnen bent (zie p. 17). Hier 
treedt een kwartslag Möbiuseffect op. Bij 
de driehoek van Popke Bakker is dat anders; 
daar ben je na twee keer rondwandelen al 
weer terug! Het möbiuseffect is een halve 
slag. De twee driehoeken hebben een ver-
schillend möbiuseffect en zijn dus wezenlijk 
anders. ^ 

^WT 



De driebalk 
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Het p r o t o c o l 
Elke chipkaart heeft een eigen geheime 
DES-sleutel en met behulp van deze sleu-
tel worden alle bij- of afschrijvingen ver-
cijferd. De betaalautomaat kent deze 
geheime sleutel niet. Als een chipkaart in 
een betaalautomaat ingevoerd wordt, 
vindt er eerst een gesprek tussen chipkaart 
en betaalautomaat plaats waarin deze 
sleutel bekend gemaakt wordt. Dit gesprek 
vindt plaats volgens precieze regels. Dat 
heet een protocol. We gaan dit protocol 
stap voor stap beschrijven. 

De eerste stap van het protocol is een 
soort 'hallo' van de chipknip naar de 
betaalautomaat. De chipkaart stuurt zon-
der enige versleuteling een identificatie-
code naar de betaalautomaat. 

Waar blijft h e t g e l d ? 
Wanneer je je chipknip oplaadt, dan 

wordt het opgenomen bedrag 

onmiddellijk van je rekening afge-

schreven en wordt er een tellertje op 

je chip verhoogd. Wanneer je nu 

ergens met je chip betaalt, dan wordt 

dit tellertje bij jou omlaag gezet en bij 

de betaalautomaat van de winkelier 

omhoog; de winkelier krijgt het geld 

pas wanneer deze zijn 'chip-guldens' 

bij de bank omruilt voor echt geld. 

Waar dit geld in de tussentijd blijft? 

Bij de banken natuurlijk. En als je je 

chipknip verliest, dan ben je je geld 

helemaal kwijt! 

Deze identificatie-code is niet de geheime 
sleutel van de chipkaart. Ook beschikt de 
betaalautomaat niet over een enorme lijst 
van identificatie-codes met bijbehorende 
sleutels. Een betaalautomaat kent slechts 
één supersleutel (eigenlijk een paar). Met 
behulp van deze eigen supersleutel is de 
betaalautomaat in staat om de identificatie-
code van de chipkaart om te zetten in de 
eigenlijke sleutel van de chipkaart. 

Om te controleren of de betaalautomaat te 
vertrouwen is, stuurt een chipknip een wil-
lekeurig getal naar de betaalautomaat. De 
betaalautomaat vercijfert dit getal met de 
sleutel die hij zelf berekend heeft en stuurt 
het versleutelde getal terug. De chipkaart 
ontcijfert het geretourneerde getal en verge-
lijkt dit met het oorspronkelijke getal. Is dit 
hetzelfde, dan vertrouwt de chip de betaal-
automaat. Daarna gebeurt het omgekeer-
de; de betaalautomaat stuurt ter controle 
een willekeurig getal naar de chipkaart. 
Want ook de chipkaart moet aantonen dat 
hij over de geheime sleutel beschikt en niet 
als het ware een bandje afspeelt. 

Hiermee is het protocol beëindigd. Nu kun-
nen chipkaart en betaalautomaat beginnen 
met het uitwisselen van betaal- of oplaad-
opdrachten (versleuteld met behulp van de 
geheime sleutel van de chipkaart). Een 
betaalautomaat heeft dus maar een paar 
supersleutels. Volgens de banken is dit vei-
lig omdat zo'n apparaatje veel beter tegen 
inbraak te beveiligen is dan een simpele 
chip. Overigens is elke chip in een chipkaart 
tegen inbraak van buitenaf beveiligd: als je 
een chip van buitenaf probeert open te bre-
ken, dan wordt deze direkt onbruikbaar. 



Voor weinig geld zijn in 

de winkel saldo-uitlezer-

tjes te koop: machientjes 

die vertellen hoeveel geld 

er op je chipkaart staat. 

rijfsspiona 
Een student aan de TU 

Eindhoven maakte voor 

vijfentwintig gulden zelf 

zo'n apparaatje. 

Hoe ve i l i g i s d e c h i p k n i p ? 
De veiligheid van de chipknip is van een 
heleboel zaken afhankelijk. We sommen 
hieronder een aantal punten op. 

1. De veiligheid van de chipknip berust 
op de veiligheid van DES. In Pythagoras 
nr. 1 (oktober 1997) kon je lezen dat het 
vorig jaar gelukt is om DES te kraken. 
Deze kraak ging via Internet en daarvoor 
waren heel veel computers nodig en nog 
veel meer geduld. Een betaalautomaat 
heeft dit geduld natuurlijk niet. 

2. De geheime sleutel van de chipkaart 
moet ten allen tijde geheim blijven. Want 
als deze ooit zou uitlekken, dan is de 
communicatie tussen chipkaart en betaal-
automaat voor iedereen te begrijpen en te 
beïnvloeden. De banken benadrukken dat 

Hij ontdekte dat naast de 

laatste tien transacties 

(datum, bedrag en winkel) 

er nog meer informatie op 

de kaart staat, namelijk het 

saldo van de betaalauto-

maat van de winkel, zwak 

versleuteld doordat er een 

vast getal bij opgeteld Is. 

Door twee keer achter 

elkaar bij dezelfde winkel te 

chippen, kun je dus de 

chip-omzet van de winkel 

achterhalen! 

het onbegonnen werk is om chipkaarten 
te kraken: het is niet alleen moeilijk, maar 
ook is de investering groter dan het 
bedrag dat je ermee zou kunnen verdie-
nen. Bovendien is de chipknip niet ano-
niem zoals papiergeld. Betaalautomaten 
geven hun transacties dagelijks door aan 
een centrale computer van de banken. 
Indien er met een kaart wordt gefrau-
deerd (doordat er bijvoorbeeld meer geld 
op staat dan er via de bank op is gezet), 
dan zal deze kaart op een lijst met 
niet-betrouwbare kaartnummers komen. 
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Wat heeft de bestrijding van insecten, slordige correspondentie en het grondtal van het 
natuudijke logaritmestelsel met elkaar te maken? Heel veel, zoals we zullen zien. 

Insecten, brieven en e* 

Hans Lauwerier 

Zittend in een rozentuin viel me op dat de 
bladeren nogal met bladluis bedekt waren. 
Ik nam dus de spuitbus met een milieu-
vriendelijk goedje en begon te spuiten. 
Hoelang zou het duren voordat alle luizen 
verdwenen waren? Misschien had ik te lang 
achter de computer gezeten, maar ik zag het 
rozenblad vervangen door een beeldscherm 
en de luizen door pixels. Er doemde een 
computerexperiment op. 

Mijn experiment begint met een wit 
scherm, dat een rozenblad voorstelt dat 
volledig bedekt is met insecten. Dan gaan 
we sproeien: telkens maken we op toevallige 
wijze een pixel zwart, dat betekent dat we 
met een klein druppeltje uit een spuitbus 
een insect gedood hebben. Op een scherm 
zijn er in de gebruikelijke VGA-modus 
maximaal 640 x 480 pixels, zodat we wel 
even voort kunnen. Maar we houden het 
liever algemeen en we noemen het aantal 
pixels in de rechthoek gewoon n. Het expe-
riment voeren we precies n maal uit. Het 
zou een wonderlijk toeval zijn wanneer 
daarmee alle luizen getroffen zouden zijn. 
Integendeel, het zal zeker voorkomen dat 
sommigen meermalen getroffen zijn, een 
soort overkill. De vraag is hoeveel insecten 
het 'bombardement' overleven. 

K a n s r e k e n i n g 
Om dal uit te vinden zouden we een klein 
computerprogramma kunnen schrijven, 

maar het is een goede raad niet te gauw je 
toevlucht te nemen tot computergeweld. 
Het loont vaak de moeite eerst eens rustig 
na te denken. De kans dat een gegeven 
pixel in een keer getroffen wordt is \ln. De 
complementaire kans dat die pixel niet 
geraakt wordt is 1-1/n. De kans om na k 
keer die pixel nog steeds niet getroffen te 
hebben is (l-l/«)*. We hebben hier gebruik 
gemaakt van een van de fundamentele 
principes van de kansrekening, namelijk 
dat de kans op het samengaan van twee 
onafhankelijke gebeurtenissen is gelijk aan 
het product van de kansen van de indivi-
duele gebeurtenissen, 

Gaan we terug naar de pixels en voeren we 
in gedachten het experiment n keer uit, dan 
is de kans dat een individuele positie vrij 
blijft gelijk aan (l-l/«)". Volgens de 
formules op pagina 26 is dit voor grote n 
bijna gelijk aan Me ofwel 0.36788... Dit is 
een verrassend resultaat: welke n je ook 
neemt, na /; bombardementen op n pixels is 
het netto effect dat 37'y;i van de pixels nog 
wit is! 

I n s e c t e n b e s t r i j d i n g 
De volgende vraag is hoever we door moe-
ten gaan om er zeker van te zijn dat bij-
voorbeeld minstens 99% van alle insecten 
gedood zijn. Daarvoor moeten we de ver-
gelijking (l-l/«)* = 0.01 oplossen. Wanneer 
n groot genoeg is hoeven we ons niets van 
het limietbegrip aan te trekken en herleiden 
we de linkerkant op de volgende wijze: 
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De s l o r d i g e br ievenschr i jver 
We bekijken nu een totaal ander probleem. 
Een beambte heeft een groot aantal, zeg n, 
verschillende brieven geschreven. Ook heeft 
hij een even groot aantal geadresseerde 
enveloppen gemaakt. De taak om de brieven 
in de juiste enveloppen te steken laat hij 
over aan een ander. Die is echter in de ver-
onderstelling dat alle brieven identiek zijn 
en hij doet op volkomen willekeurige wijze 
de brieven in de omslagen. Dat gaat natuur-
lijk meestal fout. en zo kan het gebeuren dat 
er geen enkele brief in de juiste envelop 
terechtgekomen is. Hoe groot is de kans 
daarop? 

Laten we voorzichtig beginnen met drie 
brieven. De wijze waarop de brieven in de 
omslagen gestoken worden kunnen we afle-
zen in het schema van de zes permutaties 

maar om dat echt te bewijzen is een goede 
boekhouding van de algemene situatie van 
n brieven noodzakelijk. Daarvoor is een 
apart verhaal nodig dat hier teveel ruimte 
zou innemen. Het resultaat vertellen we wel: 
in het algemeen is de kans dat geen enkele 
brief in de goede envelop terecht komt 
gelijk aan 

3! + 4! - 5 ! + - + (-!)"«! 

Uit de formules op pagina 26 blijkt dat dit 
voor grote n precies \/e = 0.36788 is. 
Alweer een verbazend resultaat: mits het 
aantal brieven niet te klein is, is de kans dat 
geen enkele brief in de goede envelop 
terecht komt gelijk aan 37'>(i, hoe groot je 
het aantal brieven ook neemt! ^ 

123 132 213 231 312 321 

We denken de brieven dus genummerd, en 
we behoeven alleen te letten op de permuta-
ties waar alle elementen op de verkeerde 
plaats staan. Dat zijn er 231 en 321, dus 
twee. De kans op die gebeurtenis is dus 1/3. 
Met vier brieven zijn er al heel wat meer 
mogelijkheden. Het aantal permutaties is 
4! of 24. Het is een beetje uitzoeken welke 
van de 24 aan de gestelde eis voldoen. Het 
antwoord is negen en de kans is dus 9/24 
(= 1/2.667). Met vijf brieven is het nog meer 
werk, maar wie geduld heeft vindt 44 van 
de 120 mogelijke schikkingen, een kans dus 
van 44/120 (= 1/2.727). Hoe groot wordt de 
kans wanneer je nog meer brieven neemt? 
Gezien het voorafgaande kun je aan \/e 
~ 1/2.71828 denken. Dat is inderdaad waar, 

Over de auteur 
Hans Lauwerier was een vaste medewerker 
van Pythagoras. Op 21 november 1997 is 
hij overleden. Dit is zijn laatste bijdrage. 
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Leo van de Raadt uit Amsterdam reageerde 
enthousiast op het stukje over de fraktegels 
in het oktobernummer. Hij heeft onder 
andere cG-tegels bestudeerd (een 2 x 3-tegel 
met een Ixl-hoekje eruit). Vier van deze 
tegels kun je samenvoegen tot een grotere 
tegel van dezelfde vorm. Een cO-tegel waar-
van de kleinste zijde n is noemt hij een n -
tegel en hij bewijst: elke n -tegel is te beleg-
gen met n' 1 -tegels. 

1 -tegel 2-tegel 

r r 

7 h 3-tegel 

B.Roovers uit Nuenen stuurde ons een bewijs 
van de stelling van Escher uit het aprilnum-
mer. In zijn bewijs kiest hij handige coördi-
naten voor de hoekpunten van de driehoek: 
A is de oorsprong (0,0), het punt B = (60c. 0) 
kiest hij op de .v-as en C = (60ö, 60b ). Het 
getal 60 is gekozen om het rekenen met 
breuken grotendeels te vermijden. Hij heeft 
alle 17 gevallen doorgerekend. In Eschers 
uitkomsten vond hij drie fouten! 
In geval 3 ontbreekt de verhouding ^= k ,in 
geval 4 is ^ = ^ en niet i. en in geval 5 is 
gf = ien niet^. 

Via de e-mail kregen we een stukje over het 
rekenen met machtreeksen van René 
Pannekoek. Hij leidt onder andere de 
machtreeksvoorstelling van de functie 
f{x) - e' af, gebruikmakend van het feit dat 
deze functie zichzelf als afgeleide heeft. 

post 
Hij vindt 

.V .X' 

1 + n + ^ 

Neem je in deze formule .v = 1, dan krijg je 
de machtreeksvoorstelling van het getal e 
terug (zie p. 25). 

Bekijk de rij getallen 1, 1, 2, 5, 14. 42, 132, 
429, 1430. Kun je bij deze getallen een for-
mule vinden die deze getallen produceert? 
Zie jij een formule of een regelmaat? Ap 
Addink uit Apeldoorn stuurde ons een 
methode waarmee je van elke (eindige) rij 
getallen een formule kunt maken. De 
methode gebruikt differentieschema's. 
Gegeven een rij getallen schrijf je alle 
opeenvolgende verschillen op, dit geeft een 
tweede rij. Van deze rij neem je weer de 
opeenvolgende verschillen en deze stap 
blijf je herhalen totdat de getallen in de 
verschilrij allemaal hetzelfde zijn. 
Terugrekenend kun je dan formules vin-
den voor de termen in de beginrij. Voor 
een willekeurige beginrij a, b, c, ... vindt hij 
de formule 

T - // + bin- 1) I c- (n - 1 Mn - 2) .... 
" 1! 2! 

Voor de somrij a . a + b,« + i> + c,... vindt 
hij een soortgelijke formule. Zie ook de 
On-Line Encyclopedia of Integer Sequences: 
www.research,att,com/~njas/sequences/ ^ 
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Problem 
Dion Gijswijt 

Los o p 
In de formule (ab)~ = cadb stellen c/, h, c en d 
verschillende cijfers voor en ah en cadb 
getallen van respectievelijk twee en vier cijfers. 
Voor welke a, b, c en d klopt de formule? 
Bob de .loiifi.sie 

G e t a l l e n b o o m 
Een getallenboom is een boom met in iedere 
tak een getal. In de grootste tak van de 
boom, de stam, staat de leeftijd van de 
boom. ledere tak met een getal groter dan 1 
splitst zich in twee kleinere takjes, waarvan 
de getallen 1 en 2 kleiner zijn. Bijvoorbeeld: 
een tak met het getal 5 splitst zich in twee 
takjes met de getallen 3 en 4. De takjes waar 
een O of een 1 in staat, noemen we de blaad-
jes van de boom. De getallenboom in het 
plaatje is 5 jaar oud en heeft 8 blaadjes. 
Hoeveel blaadjes heeft een 10 jaar oude 
getallenboom? 

Vijfenveertig g r a d e n 
In driehoek ABC snijdt de hoogtelijn uil C 
zijde AB in het punt D. Verder is AD = 2, 
BD = 3 en CD = 6. Bewijs dat hoek C gelijk 
aan 45 graden is. H.J. Spcdtmrf;, Hengelo 

MiniMax 
Tijdens de gymles staan dertig leerlingen 
keurig geordend in de vorm van een recht-
hoek van 5 bij 6 personen. Bart is de kortste 
in z'n rij, maar is langer dan de kortste van 
iedere andere rij. Frank is de langste uit z'n 
kolom, maar is korter dan de langste van 
iedere andere kolom. Wie is nu langer, Bart 
of Frank? 

28 



Oplossin 
Op deze pagina worden de oplossingen 
van problemen uit het vorige nummer van Pythagoras besproken 
Een volledige bespreking van alle vragen en problemen 
is te vinden op de homepage. 

Dion Gijtwijt 

Prientcijfers 
De enige oplossing is: 

775 
_ 3 3 x 
2325 

2325 + 
25575 

Optelling 
De optelling 4552414 + 1244567 
is in het achttallig stelsel. 

6017203 

Vier v i erkanten 
Geef de oppervlakten van V, tot en met Vs 
aan met O, tot en met O,,. Met behulp van 
de stelling van Pythagoras zien we dat 
O, O5 + O4 = O, -̂  Oé + O, + Oft. De 
oppervlakte van het gearceerde gebied is 
dus gelijk aan 0^-0.-0^. = 20,, = 98. 

Gouden ke t t ing 
Het is voldoende om alleen de vierde en de 
elfde schakel door te knippen. De avontu-
rier heeft dan twee losse schakels, een stuk 
van drie, een stuk van zes en een stuk van 
twaalf schakels. Door met de herbergier te 
wisselen kan hij nu voor iedere dag betalen. 

De kever e n de k a a r s 
Als we in gedachten het oppervlak van de 
kaars uitrollen, krijgen we eenzesde deel 
van een cirkelschijf. Omdat het kevertje 
twee rondjes over de kegel loopt, leggen 
we twee kegel uitslagen naast elkaar. De 
weg die het kevertje aflegt loopt nu van S 
naar S". De kortste weg loopt in de uitslag 
over de lijn door S en S". De lengte van de 
wandeling is daarom 2V6--3- = 6\/3 

i JC 

V3 i 7 ^ ^ ^ 

. ^ 4 , 



Oplossiniim m®(ö)ög©c 

Verbinden Achtt ien 
Er zijn meerdere oplossingen mogelijk.We geven er hier één: 

R o o d , g r o e n e n b lauiv 

De k u b u s 
Een driehoek of vierkant. g 

2 10 6 

5 9 4 

S a m a r k a n d 
De wijze man vertelde de broers de kameel 
van de ander te berijden. Degene die dan 
het eerst aankomt wint! 

M u z i e k i n s t r u m e n t 

HOBO 

Over d e m e d e w e r k e r s 
P. Bakker is beeldend kunstenaar te Bergen 
dr. VV. Bosma is docent computer-algebra aan de KUN 
prof.dr. J. van de Craats is hoogleraar wiskunde aan de UvA. de Open Universiteit en de KMA 
dr. L.J. van Gastel is werkzaam bij hel Expertisecentrum Computer Algebra Nederland 
D.C. Gijswijt is student wiskunde aan de UvA 
dr. K.P. Hart is docent topologie aan de TU Delft 
drs. A. Heek is werkzaam bij het Expertisecentrum Computer Algebra Nederland 
B. de Jongste is recreatief wiskundige te Den Haag 
dr. irT. Koetsier is docent geschiedenis van de wiskunde aan de VU 
prof.dr H.A. Lauwerier (1923 - 1997) was hoogleraar toegepaste wiskunde aan de UvA 
ir. A.A.J. Lefeber js AIO systeem- en besturingstheorie aan de UT 
R. van Luijk is student wiskunde aan de UU 
drs. W.R. Oudshoorn is AIO algebra en meetkunde aan de RUG 
R. Prins is student wiskunde aan de UvA 
Ir. S.M. van Rijnswou is OIO computeralgebra aan de TUE 
dr. LH. Stamhuis is docent wetenschapsgeschiedenis aan de VU 
dr. P. Stevenhagen is docent algebraïsche getaltheorie aan de UvA 
dr. ir. R.F. Swarttouw is docent wiskunde aan de VU 
prof.dr. H.C.A. van Tilborg is hoogleraar coderingstheorie en cryptologie aan de TUE 
drs. C.G. Zaal is leraar wiskunde aan de J.S.G. Maimonides te Amsterdam en docent wiskunde aan de TU Delft 
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TI-83: veelzijdig en krachtig 
De TI-83 is een veelzijdige grafische rekenmachine voor de tweede fase van het voortgezet 

onderwijs. Terecht Is deze machine door het Freudenthal instituut gekozen als 'standaard' in ht 

experiment voor de nieuwe bovenbouwprogramma's wiskunde (PROFI). 

Ervaringen met de 
bekende TI-82 zijn in de 
TI-83 verwerkt; een 
eigentijdse machine dus! 
Zo is de interface sterk 
verbeterd en kan er volop 
worden gewerkt met 
matrices. 
Ook de grafische 
presentaties en de 
mogelijkheden om 
vergelijkingen op te 
lossen zijn uitgebreid. 
Daarnaast kunnen uw 
leerlingen gegevens 
uitwisselen via de 
l/O-poort terwijl met 
Tl-graph-link-software 
aansluiting op een PC 
mogelijk is. 

Met name de veelzijdigheid 
van de TI-83 maakt, dat deze 
machine naast wiskunde, oot 
voor diverse andere vakken 
zeer geschikt is. Doordat de 
machine gekoppeld kan 
worden aan de CBL en CBR is 
hij uitermate geschikt voor 
natuurkunde. 
Door de financiële functies is 
de machine een uitkomst bij 
financiële en economische 
vakken, maar ook bij vakken 
als aardrijkskunde, biologie e 
informatica kan de Tl-83 zeei 
behulpzaam zijn. 

Als extra service naar scholen 
is er persoonlijke begeleiding 
beschikbaar. Een ervaren 
wiskunde leraar komt desge-
wenst bij U langs op school. 
U kunt een afspraak met hen' 
maken. Zijn telefoonnummer 
026-33 90 383. Zijn E-mail 
adres is: pietersc@bart.nl 

Wiskunde dichterbij T I - 8 3 : dé machine voor de t w e e d e fase! 

Texas Instruments Nederland, Ruther fordweg 102, 3542 CG Utrecht, tel. 030 -2417417 

^ r TEXAS 
INSTRUMENTS 
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Bereidt uw leerlingen nu 
al voor op het gebruik van de 
grafische rekenmachine! 

Wist u dat uw leerlingen op het examen wiskunde A oude 

stijl in 2000 en 2001 een grafische reitenmachine mogen 

gebruil<en? Dat geldt trouwens ook voor natuurkunde, 

scheikunde, biologie, economie, handelswetenschappen 

en recht, economische wetenschappen 2 en recht, en 

management en organisatie. 

Voor het vak wiskunde zijn bij Wolters-Noordhoff nu drie handige 
hulpboekjes verschenen: voor elk van de drie toegestane typen grafische 

rekenmachines één. 

Naast knoppentaai bevatten de boekjes oefenopgaven. Practica leiden 

uw leerlingen stap voor stap langs de belangrijkste gebruiksmogelijkheden. 

De boekjes zijn naast elkaar bruikbaar en geschikt voor gebruik in de klas 

en thuis. 

De Casio cfx985oG, 
kennismaken en toepassen 
ISBN 900183291 1 
48 p met hulpkaart f7,95 

De HP-38G, kennismaken 
en toepassen 
ISBN 9001 83292X 
50 p met hulpkaart f 7,9^ 

De TI-83, kennismaken en 
toepassen 
ISBN 900183290 3 
50 p met hulpkaart ƒ7.95 

CEVO-medelingen "De centrale examens voor havo in 2000 
en 2001 en vwo In 2001 en 2002" 

5 Wiskunde A / 5.1 Algemeen 
Voor de examens oude stiil en nieuwe stijl zal naast de 
huidige rekenmachine ook een grafische rekenmachine 
worden toegestaan. 
Voor de havo gaat dat in 2000 in, voorvwo in 2001. Bij de 
examens oude stijl zal er op gelet worden dat de grafische 
rekenmachine voor het maken van de opgaven niet van 
wezenlijk belang is. 

Bron: Uitleg, Ge!e katern 14e jaargang nr. 8,18 maart 1998 Wolters-Noordhoff 
Postbus 58 
9700 MB Groningen 
Telefoon (050} 522 63 11 

Ook verkrijgbaar via de 
boekhandel 



Pythagoras 
Pythagoras wordt uitgegeven onder auspiciën van de 
Nederlandse Onderwij.scomniissie voor Wiskunde en 
richt zich tol alle leerlingen van VWO en HAVO. 
Pythagoras stelt zich ten doel jongeren kennis te laten maken 
met de leuke en uitdagende kanten van wiskunde. 

A b o n n e m e n t e n 
Ationnees kunnen zich op één van de volgende manieren 
aanmelden. 
Telelbnisch: (070) 314 46 00, per fax: (070) 314 46 09. 
vin Internet: www.wins.uva.nl'inisc/pylhagoras/abonnee.html 
of schriflelijk (een postzegel is niet nodig): 
NIAM, Antwoordnummer 97007, 2509 VH Den Haag 

Tarieven 'SZ-'SS 
Een jaarabonnement op Pythagoras kost ƒ37.50 
Losse nummers ƒ K,- of BF 160 
Overige prijzen per jaar: Pythagoras België BF950 
Pylluigoras buitenland ƒ 52,50 
Pythagoras/Archimedes ƒ 67.50 
Pythagoras/Archimedes België BF 1570 
Pythagoras/Archimedes buitenland / 83,50 

S c h o o l a b o n n e n t e n t e n 
Voor leerlingen in het voortgezet onderwijs en studenten 
aan lerarenopleidingen zijn er speciale schoolabonnementen. 
Voor 7 25,00 per jaar ontvangen zij één heel jaar lang 
Pythagoras, op voorwaarde dat de docent wiskunde zorgt 
voor de aanmelding en verspreiding. Abonnees krijgen een 
acceptgiro thuisgestuurd. Bij aanmelding van 5 of meer 
abonnees, 1 jaarabonnement gratis. 

Uitgever/advertent ies 
NIAM, Neuhuyskade 94, 2596 XM Den Haag 
Telefoon (070) 314 46 00, fax (070) 314 46 09, giro 5513796 
Bankrekening België: ING Bank Brussel 
reknr. 627-7064242-48 t.n.v. TMS 

Pythagoras wordt gesponsord door de faculteit WINS 
van de Universiteit van Amsterdam. m 


