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ik wil een (school)abonnement op Pythagoras: 

Met ingang van jaargang 1998-1999 
neem ik een abonnement op Pythagoras 

a ƒ37,50 per jaar, en ontvang Ik een 
Priemgetallenposter gratis. 

postcode 
woonplaats 

telefoonnummer 

handtekening 

(desgewenst) De poster a.u.b. sturen 
naar onderstaand adres: 

postcode 

Ik ben docent wiskunde en bestel voor mijn 
leerlingen schoolabonnementen op 

I I Pythagoras a ƒ25,-. 

De nummers Pythagoras worden naar het 
schooladres gestuurd. Met het eerste nummer 
worden acceptgirokaarten meegezonden, één 
voor elke schoolabonnee. Het abonnement is 
één jaar geldig en loopt automatisch af. Bij vijf 
of meer aangemelde abonnementen ontvang 
Ik één jaarabonnement gratis. 

naam docent 

1 naam scliool ] s xhooladres � �
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Geïnteresseerd in wiskundige puzzels en 
problemen, recente wetenschappeli jke ontdekkingen, 
historische achtergronden en wetenswaardigheden? Lees 
dan Pythagoras! Dan kun je ook meedoen aan de vele 
prijsvragen. 

Pythagoras is een uitgave van het Wiskundig Genootschap en 
verschijnt zes keer per schooljaar. Een jaarabonnement kost 
ƒ 37,50, een schoolabonnement ƒ 25,-. 

Meer informatie: http://www.wlns.uva.nl/misc/pythagoras/ 

Financiële Wisitunde 
Vroeger waren wiskundigen wereldvreemde geleerden die zich 
niet inlieten met de wereld van alledag, laat staan met geld-
zaken. Tegenwoordig hebben wiskundigen de financiële handel 
ontdekt en beurshandelaren komen erachter dat met wiskunde 
geld te verdienen valt. Vandaf oktober 1998 in Pythagoras: 
Financiële Wiskunde, de wiskunde achter de handel in aan-
delen, opties, clickfondsen en beleggingshypotheken. 

Gratis voor nieuwe abonnees, maar ook los te bestellen: 
de Pr iemgetal lenposter . 

Zie: http://www.wins.uva.nl/misc/pythagoras/poster.html 

M postzegel 
is 

niet nodig 

Pythagoras 

Antwoordnuitimer 17 

7940 VB Meppel 



edactioneel 
Een riJéüw schooljaar, dat betekent: nieuwe 
boeken, nieuwe schriften en een nieuwe agenda, 
maar ook: een nieuwe Pythagoras! Nieuw zijn 
de voorkant, het redactieadres en de uitgever. 
Nieuw is ook het thema: Financiële Wiskunde. 
Dat is de wiskunde die hoort bij AEX en optie-
beurs, bij dollarkoers en beleggingsfondsen. 
Wil je hier meer over weten, lees dan dit jaar 

alle nummers van Pythagoras, te beginnen op 
pagina 10 van dit nummer 
Deze Pythagoras, de eerste van deze jaargang, 
openen we feestelijk met een prijsvraag. 
ledereen mag meedoen, en iedereen maakt 
kans op de drie prijzen van honderd gulden. We 
wensen je veel succes bij het vinden van de schat! 

\ 

De schat 
"Ga naar de waterput en loop vandaar naar de 
oude olm, bepaal de afstand, ga rechtsaf en loop 
dezelfde afstand. Ga opnieuw naar de waterput 
en loop vandaar naar de pijnboom, bepaal de 
afstand, ga linksaf en loop dezelfde afstand. 
Verbind de eindpunten en je zult de schat vinden 
op het midden van de verbindingslijn." 

Deze instructies op een oude schatkaart 
leidden lang geleden een zeeman naar een 
eenzaam eilandje in de Stille Oceaan. Toen 
hij na een lange tocht vol ontberingen op 
het eilandje aankwam, merkte hij dat de 
olm en de pijnboom er inderdaad waren, 
maar dat de waterput verdwenen was. Het is 
de zeeman nooit gelukt zijn schat te vinden. 
IVIisschien lukt jou dit wel? 

Als jij ons kunt vertellen hoe de schat te 
vinden is, dan maak je kans op een prijs 
van honderd gulden. Voor een juiste vind-
plaatsbeschrijving van de schat loven we 
drie boekenbonnen van honderd gulden 
uit: één voor leerlingen t/m 14 jaar, één 
voor leerlingen t/m 17 jaar, en één voor de 
overige lezers. 

Met een correcte beschrijving zijn we al heel 
blij, maar een uitleg waarom jouw methode 
klopt (een bewijs) vinden we nog mooier. ^ 

Doe mee en maak kans op honderd gulden. 
Stuur je oplossing voor 4 januari 1999 naar 
het nieuwe redactieadres: 
redactie Pythagoras 
t.a.v. Dion Gijswijt 
Korteweg-de Vries Instituut voor Wiskunde 
Universiteit van Amsterdam -
Plantage IVluidergracht 24 
1018 TV Amsterdam 



Kleine nootjes zijn eenvoudige vraagstukken die door 
iedereen 'gekraakt' kunnen worden, zonder enige wiskundige 
voorkennis. De oplossingen staan op p. 32 van dit nummer 1 ^ Kleine 

Verbinding? 

Verbind gelijksoortige symbolen met een 
(kromme) lijn. Maar ... lijnen mogen 
elkaar niet snijden en je mag niet buiten de 
'muur' (de rechthoek) komen. Je kunt ook 
niet achter de tegen de muur getekende 
symbolen langs. 

Gelijnde g e t a l l e n 
Beschouw alle getallen waarvan de naam, 
in blokletters geschreven, uit alleen rechte 
lijnstukken bestaat (bijvoorbeeld 'EEN' 
bestaat uit elf rechte lijnstukken). Slechts 
één van deze getallen heeft een waarde die 
gelijk is aan het aantal lijnstukken dat 
nodig is om het in blokletters te schrijven. 
Welk getal is dat? 

Korter 
Welk 4-letter woord wordt korter als je er 
de letters e en r aan toevoegt? 

Parkeren 
Hieronder zie je de plattegrond van een garage. De garagehouder vindt het nodig om de 
negen auto's via de doorgang in het midden naar het zuidelijke gedeelte van de garage 
te verplaatsen en daar dan in omgekeerde volgorde te stallen. Kun jij hem helpen? 

1 -) 3 4 5 6 7 8 9 
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oot j e s 
W e d d e n dat? 
Ik wed om een gulden dat als jij mij twee 
gulden geeft, ik je drie gulden teruggeef. 
Wil jij met me wedden? 

V l i e g r a m p 
Een gezelschap Nederlandse toeristen 
reist in een Engels vliegtuig. 
Stel nu dat hun vliegtuig 
neerstort in Zweden. In 
welk land moeten de 
overlevenden dan 
begraven 
worden? 

Tropische v i s s e n 
Het figuurtje rechts stelt, met wat 
fantasie, een zeer zeldzame tropische 
vis voor. Kun je hem naar rechts 
laten zwemmen door drie lucifers te 
verleggen? 

^-^ 
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Na een lange dag wandelen kom je met zijn tweeën hongerig thuis. In de koektrommel vind je 
jammer genoeg nog maar één stroopwafel. Hoe moet je die nu eerlijk verdelen? Je haalt er een 
derde persoon bij als scheidsrechter. Die verdeelt de wafel in twee helften, maar wat gebeurt er: 
je wilt allebei hetzelfde stuk! 

Peter de Paepe 

Het eerlijk verdelen van een koek, taart of 
pizza blijkt helemaal niet zo gemakkelijk te 
zijn. Je kunt een pizza in jouw ogen wel in 
twee even grote stukken verdelen, maar 
naar het idee van iemand anders kan het ene 
stuk toch groter dan het andere zijn. In dit 
artikel laten we zien hoe je een pizza op een 
eerlijke manier kunt verdelen. 

W a t is e e r l i j k ? 
Eerlijk delen wordt nog ingewikkelder als 
het niet alleen om de grootte van de stukken 
gaat. Stel je voor dat een marmercake ver-
deeld moet worden. Zo'n cake bestaat uit 
onregelmatig gevormde lagen van choco-
ladecake en gewone cake. Als je nu erg van 
chocoladecake houdt, dan gaat je voorkeur 
uit naar een stuk met veel chocola, zelfs als 
dat stuk misschien wel iets kleiner is dan de 
helft. Het gaat dus niet om de grootte van 
het stuk, maar over de waarde ervan. 
Iedereen heeft zo zijn eigen opvatting over 
wat een stuk voor hem of haar waard is. 
Anders gezegd, iedereen heeft een eigen per-
soonlijk waardegevoel. In het vervolg zullen 
we voor het gemak toch steeds spreken over 
de grootte die iemand toekent aan zo'n stuk. 

We zullen daarmee bedoelen hoeveel dat 
stuk voor hem waard is, gemeten met zijn 
eigen persoonlijk waardegevoel. 

M e t z ' n t i w e e ë n 
Hoe kun je een stroopwafel, cake, vlaai, 
taart of pizza in tweeën verdelen zó, dat 
iedereen tevreden is? Dat gaat met de snij-
en-kies-methode. Stel je voor dat Alice en 
Bart een stroopwafel moeten verdelen. Alice 
verdeelt de wafel in twee stukken, die vol-
gens haar even groot zijn. Nu mag Bart één 
van de twee stukken kiezen. Voor hem 
zijn die twee stukken misschien niet even 
groot. Hij kiest dan natuurlijk het grootste 
stuk. Als Bart de twee stukken precies even 
groot vindt, dan doet het er niet toe welk 
stuk hij kiest. Het eind van het liedje is dat 
Bart altijd tevreden is. Als Bart zijn keus 
gemaakt heeft, krijgt Alice het overblijvende 
stuk. Alice is óók tevreden want in haar 
ogen zijn de stukken immers even groot. 
We noemen zo'n verdeling een eerlijke ver-
deling omdat ieder in zijn eigen visie min-
stens de helft van de wafel gekregen heeft. 

VRAAG. Als je zelf een stroopwafel zou 
moeten delen, zou je dan liever snijden 
(zoals Alice) of kiezen (zoals Bart)? 
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Bart en Chris willen allebei 
allefn dit stuk 

Alice heeft de pizza 
gesneden en wil alle 
stukken even graag 

Geef in dit geval het stuk rechtsonder (het 
linkerstuk mag ook) alvast aan Alice (die 
daarmee tevreden is) en schuif de andere 
twee stukken tegen elkaar aan, zodat ze bij 
wijze van spreken weer een geheel vormen. 

Alice krijgt dit stuk 

Bart en Chris vinden dit 
stuk minstens 2/3 waard 
en verdelen het volgens de 
snij- en kiesmethode 

Bart, en ook Chris, vindt dat grote stuk méér 
waard dan 2/3 omdat het restant van de pizza 
(het zojuist aan Alice gegeven stuk) in hun 
ogen minder dan 1/3 waard is. Op dit grote 
stuk passen Bart en Chris de snij-en-kies-
methode voor twee personen toe. Het resul-
taat is dat zowel Bart als Chris (naar hun 
idee) minstens de helft van dat grote stuk krij-
gen. Dus krijgen Bart en Chris minstens de 
helft van 2/3 pizza. Dat wil zeggen dat ze elk 
minstens eenderde deel van de pizza krijgen. 

VRAGEN 1. Als je één van de drie personen 
bent, wie zou je dan willen zijn? Alice, Bart of 
Chris? Wie heeft de meeste kans op een zo 
groot mogelijk stuk? 

2. Kun je een pizza ook eerlijk verdelen met 
vier personen? Of met vijf? Dat is niet zo 
gemakkelijk! Probeer het maar eens. In het 
volgende nummer zullen we een andere 
methode behandelen om een pizza eerlijk in 
drieën te verdelen. De ideeën uit die nieuwe 
methode kunnen gebruikt worden om de 
pizza eerlijk in vieren of vijven te verdelen. 

Jaloezievrije verdelingen 
Kijk nog eens naar het voorbeeld dat boven 
genoemd werd en waarin volgens de opvat-
ting van Bart de stukken 40%, 35% en 25% 
groot waren. Omdat Chris alleen tevreden 
was met het eerste stuk, kreeg Bart het stuk 
dat in zijn ogen 35% groot was. En Alice 
kreeg het resterende derde stuk. Zo ont-
stond een eerlijke verdeling van de pizza. 
Toch kun je je voorstellen dat Bart een bij-
smaakje aan de verdeling over houdt. 
Alhoewel hij niet te klagen heeft, zou hij zijn 
stuk toch liever willen ruilen met dat van 
Chris: dat is in zijn ogen 40% groot en dus 
groter dan het stuk dat hij zelf gekregen 
heeft. Anders gezegd: Bart is een beetje 
jaloers op Chris omdat in Barts ogen Chris 
een groter stuk dan hijzelf heeft. Als bij een 
verdeling van de pizza iedere persoon een 
stuk krijgt zodat in zijn of haar visie de 
anderen niet een groter stuk gekregen heb-
ben, dan zullen we dat een jaloezievrije ver-
deling van de pizza noemen. Er is dan 
immers voor niemand een reden om te wil-
len ruilen met een ander, dus om jaloers te 
zijn op een ander. De verdeling in het voor-
beeld is dus niet jaloezievrij. Jaloezievrije 
verdelingen zijn veel ingewikkelder dan 
gewone verdelingen! Zelfs voor drie perso-
nen is het al heel erg lastig om een jaloezie-
vrije verdehng te verzinnen. Probeer het 
maar eens als je het niet gelooft! ^ 

6 Eerlijk delen 
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Boven de zesde kolom staat een 0. Dat 
betekent dat er in die kolom geen gekleur-
de vakjes staan. Om dat aan te geven zet je 
een stipje of een streepje in elk vakje van 
die kolom. Boven de derde kolom staat 
een 8. Omdat er maar acht vakjes in die 
kolom staan, kun je alle vakjes in die 
kolom inkleuren. 
Voor de vierde rij staat 5, 3, 2. Op die rij 
moeten dus in totaal tien vakjes gekleurd 
worden. In de rij zijn er in totaal twaalf 
vakjes, zodat dit op maar één manier 
mogelijk is. Ook de zesde rij, met 3, 1,6, is 
op maar één manier in te kleuren. We heb-
ben nu het volgende ingevuld: 

In de eerste rij staat een 1 en we hebben al 
een vakje gekleurd. Dit betekent dat de 
andere vakjes leeg blijven. Dit geven we 
weer aan met een stip of een streepje. Nu 
kijken we verticaal. In de vierde kolom 
staat alleen een 4, en die kan nu ingevuld 
worden. Ook de vijfde, negende, elfde en 
twaalfde kolom kunnen op slechts één 
manier worden ingevuld. De tweede rij is 
hiermee al vol. en de vijfde rij kunnen we 
op maar één manier afmaken. 

8 Japanse puzzels 

Nu kunnen de zevende, achtste en tiende 
kolom ingevuld worden. De laatste vakjes 
volgen door de overige kolommen en rijen 
met elkaar te vergelijken. 

We zien een tekening, waarin je met een 
beetje fantasie de pijnboom, waterput en 
olm uit de prijsvraag van pagina 1 herkent. 
Elke Japanse puzzel heeft een naam, deze 
puzzel zou daarom 'Schateiland' kunnen 
heten. 

M e e r i n f o r m a t i e 
Breinbrekers, Puzzelsport, ƒ 5,50 
Japanse Puzzels, Puzzelsport, ƒ 5,95 
(vanaf half november overal te koop) 
www. wins.uva.nl/misc/pythagoras/pbn.html 
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D=<=I==F C=FK Q= N=D M9F <= :==D<=F GH @=K BGLIF99D G> <= >GKG�J AF <= CI9FK� <= :=LIJ

@9F<=D9I=F� 4= JK9I=F F99I ?IGK= ;GEHLK=IJ;@=IE=F MGD D9F?= IAB=F ?=K9DD=F	 JHI=C=F AF <IA= 
K=D=>GGFJ K=?=DABC =F E9C=F NAD<= ?=:9I=F F99I 9F<=I= <=D=F M9F <= @9F<=DJMDG=I %= @=:K 
B= M9JK N=D ==FJ 9>?=MI99?< @G= <=Q= E=FJ=F =IAF JD9?=F GE AF <= G?=FJ;@ABFDABC= ;@9GJ 
GH <= 99F<=D=F
 =F GHKA=:=LIQ=F @LF :IGG< K= M=I<A=F=F� 2=DC= AF>GIE9KA= JK99K =I GH @LF 
:==D<J;@=IE	 N9K M=ICGH=F Q= FL =A?=FDABC =F @G= CGE=F Q= 99F <= HIABQ=F <A= Q= F99I 
=DC99I KG= J;@I==LN=F� 

��=.5;8� 00M8 � 
(A;@=D 1=DD=CGGH 

!AF9F;AUD= :=D=??AF?JHIG<LCK=F CGE B= 
K=?=FNGGI<A? FA=K 9DD==F GH <= :=LIJ M9F 
�EJK=I<9E K=?=F	 E99I GGC M==D <A;@K=I 
:AB @LAJ� �=D=??=F AJ AF )=<=ID9F< QG HGHL

D9AI ?=NGI<=F <9K <= C9FJ @==D ?IGGK AJ <9K 
BAB GGC N=D A=E9F< C=FK <A= 99F<=D=F G> 
GHKA=J @==>K� �= CI9FK=F JK99F :GD M9F <= 
9<M=IK=FKA=J N99IAF EG?=DABC@=<=F GE K= 
:=D=??=F 99F?=HI=Q=F NGI<=F� /AB<=FJ @=K 
2& MG=K:9D 9>?=DGH=F QGE=I CGF B= Q=D>J 
AFM=JK=I=F AF ==F �GI9FB= :=D=??AF?J>GF<J�� 
�=D=??=F AJ QG HGHLD9AI GE<9K AFM=JK=I=F AF 
99F<=D=F =F GHKA=J GH <= D9F?= K=IEABF ==F 
M==D ?IGK=I I=F<=E=FK C9F @=::=F <9F 
N9FF==I B= B= ?=D< GH <= :9FC D99K JK99F =F 
<99IGM=I I=FK= GFKM9F?K� �GGI <=Q= ?IGK= 
HGHLD9IAK=AK AJ @=K 99FK9D KI9FJ9;KA=J GH <= 
�EJK=I<9EJ= =>>=;K=F:=LIJ =FGIE ?=JK=

?=F� $F <= D99KJK= <IA=B99I M=I<IA=MGL<A?<= 
@=K 99FK9D 99FCGH=F =F M=ICGH=F AF =>>=;

K=F AF �EJK=I<9E KGK E==I <9F ==F EADBG=F 
H=I E99F<	 =F <= E99F<=DABCJ= GEQ=K AJ AF 
<A= H=IAG<= ?=?IG=A< KGK E==I <9F ��
 EAD

B9I< ?LD<=F�  F <9F @=::=F N= @=K 9DD==F 
FG? E99I GM=I 99F<=D=F =F G:DA?9KA=J� 

�= E9ICK MGGI AF?=NACC=D<=I= HIG<LCK=F	 
QG9DJ <= GHKA=J	 <A= K=?=FNGGI<A? M==D AF @=K 
FA=LNJ QABF	 AJ ?G=< MGGI FG? ==FJ � EADBG=F 
=OKI9 KI9FJ9;KA=J H=I E99F<� 

�=>@<4 @8A82>�A 
�=LIJ@9F<=D9I=F :=@=I=F ?IGK= @G=M==D

@=<=F ?=D<	 <A= Q= GH ==F QG ?G=< EG?=DABC= 
NABQ= HIG:=I=F K= AFM=JK=I=F AF 99F<=D=F =F 
GHKA=J� �= :=JK= ;GE:AF9KA= M9F 99F<=D=F =F 
GHKA=J M=I9F<=IK <GGIDGH=F<� �99IGE EG=
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E=K QA;@ E== C9F :I=F?=F	 Q9D B= N=D <LA<=
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Barings bank helemaal ten onder gegaan, 
doordat een optiehandelaar onverantwoor-
de risico's nam (zie inzet hiernaast). 
Het is dan ook niet verwonderlijk dat het 
beheren van risico een steeds belangrijkere 
plaats inneemt in de financiële wereld. 
'Risico management' wordt dat genoemd, 
en wiskunde speelt daarbij een steeds grote-
re rol. Bij het bepalen van de juiste prijs 
voor een optie, een obligatie of nog inge-
wikkeldere producten komt heel wat wis-
kunde kijken. Omdat de markt voor finan-
ciële produkten zoals hypotheken en beleg-
gingsfondsen steeds maar groter wordt, ont-
staat er meer en meer behoefte aan compu-
terprogramma's die allerlei soorten risico's 
voor de handelaar automatisch in de gaten 
houden. Maar welke informatie moet een 
computer precies aan een handelaar geven 
omtrent deze risico's? Dat is helemaal niet 
zo makkelijk vast te stellen. Bovendien wil 
je het liefst dat het beeldscherm de hande-
laar niet alleen vertelt dat er mogelijk iets 
mis gaat, maar ook wat hij het beste kan 
doen als dingen daadwerkelijk misgaan, 
natuurlijk! Aan de ontwikkeling van wis-
kundige methoden die hiervoor nodig zijn 
wordt momenteel hard gewerkt. 

Bankrekeningnummer 88888' 
Het spectaculairste voorbeeld van de 
enorme financiële risico's die de handel 
opties met zich mee kan brengen is 
ineenstorting van de Engelse Barings 
bank. Deze eeuwenoude bank mocht 
ondermeer de huidige koningin van 
Engeland tot haar klanten rekenen. In 1803 
regelde de bank de verkoop van de h"* -
staat Louisiana van de Fransen aan 
toenmalige Verenigde Staten, een reus- i 
achtige transactie. De enorme reputatie 
van Barings werd in één klap weggevaagd 
in februari 1995 toen bekend werd dat een ; 
van haar handelaren in Singapore een 
gigantisch verlies gemaakt had. Deze 
handelaar, Nick Leeson, hield zich be 
met opties op een Japanse aandelenindi 
de Nikkei-225. Hij gokte erop dat de 
financiële markten in /Vzië zich na een aS 
beving in Japan snel zouden herstell 
Toen dit niet gebeurde vergokte hij meei 
meer geld om de verliezen te comp 
seren, met als gevolg dat het verlies alli 
maar groter werd. Wat hij deed is een bö 
te vergelijken met iemand die in het cas 
op rood gokt, en elke keer als hij verlli 
het dubbele bedrag opnieuw op rood zet \ 
om weer quitte te spelen. Maar de Japanse 
aandeelkoersen bleven de verkeerde kant 
op gaan, en uiteindelijk bleek Leeson op ; 
zijn handelsrekening met nummer 88888 ; 
een verlies van meer dan 800 miljoen pond ; 
gegenereerd te hebben. De bank had 
slechts een financiële reserve van i 
miljoen pond, en werd uiteindelijk door» 
Nederlandse ING bank overgenomen voor 
het symbolische bedrag van 1 pond. 
Leeson kreeg een gevangenisstraf y— 
zeseneenhalf jaar wegens fraude. 

11 Financiële wiskunde 



O m g a a n m e t onzekerKeid 
Risico ontstaat door onzekerheid, en de wis-
kunde die zich bezig houdt met onzekerheid, 
de kansrekening, wordt hier veel toegepast. 
Het eigenlijke doel van veel financiële pro-
ducten is het spreiden van risico's. Een sim-
pel voorbeeld daarvan kennen we allemaal: 
de verzekering. Door je huis tegen brand te 
verzekeren vermijd je niet het risico dat er 
inderdaad brand bij je uitbreekt. Maar 
omdat veel mensen samen geld betaald heb-
ben aan de verzekeringsmaatschappij, kan er 
bij brand een schadevergoeding uitgekeerd 
worden die je in je eentje nooit op zou kun-
nen brengen. Het risico op brand is dus niet 
verdwenen, maar wel over genoeg mensen 
gespreid om zo'n uitbetaling te bekostigen. 
Kansrekening helpt om uit te rekenen hoe 
hoog verzekeringspremies moeten zijn om 

dit allemaal mogelijk te maken. 
Banken bieden tegenwoordig 

ingewikkelde produkten aan 
' zoals beleggings- en clickfond-
sen. Dit zijn financiële pro-
dukten die een verzekering 

vormen tegen bepaalde risico's. 

De taak van de bank is het zo goed moge-
lijk spreiden en in de gaten houden van deze 
risico's, en daar is veel wiskunde voor nodig. 
Hel is met name belangrijk om na te gaan 
hoe risico's in de tijd veranderen. Zo is het 
bijvoorbeeld belangrijk om te weten of 
bepaalde onzekere gebeurtenissen op een 
bepaald moment afhankelijk van elkaar zijn. 
Wiskundigen noemen die afhankelijkheid 
tussen onzekere gebeurtenissen correlatie. 
Het is niet moeilijk om te begrijpen waarom 
dit zo belangrijk is. Denk maar aan het voor-
beeld van een brandverzekering. Als er door 
een orkaan plotseling in heel veel huizen 
tegelijkertijd brand uitbreekt (en het uitbre-
ken van brand in de verschillende huizen in 
dit geval dus sterk afhangt van één en 
dezelfde gebeurtenis), dan zou dit plotseling 
een zeer grote schadeclaim opleveren. 

Het Black-Scholes m o d e l 
Voor het rekenen aan onzekerheid is een 
goed model onontbeerlijk. Het mooiste 
voorbeeld is het nu wereldberoemde Black-
Scholes model. Myron Scholes en Fisher 

Nohelprijswinnaar Myron Scholes 

De volgende afleveringen 
Deze jaargang bevat zes artikelen over wiskundige toepassingen in de financiële industrie. 
De volgende onderwerpen komen aan de orde: 

DECEMBER '98: Verzekeringswiskunde. Welke kansrekening hoort er bij verzekeringen? Op welke 
dingen moetje letten bij het wiskundig modelleren van verzekeringen? 

FEBRUARI '99: Modellen voor aandeelkoersen. Hoe modelleren wiskundigen de onregelmatige 
kronkellijntjes die je in de grafieken op de financiële pagina's van kranten vindt? Hoe kun je zo goed 
mogelijk de onzekerheid in de aandeelkoersen modelleren? 

APRIL '99: Prijsbepaling van opties. Opties zijn de laatste tijd enorm populair geworden, en de wiskun-
" theorie voor het bepalen van prijzen voor opties heeft een stomiachtige ontwikkeling doorgemaakt. 



Black waren twee economen die probeer-
den erachter te komen hoe je de prijs voor 
een optie kunt berekenen. De prijs van zo'n 
optie hangt af van een ander financieel pro-
dukt, bijvoorbeeld een aandeel. Het goed 
modelleren van dit zogenaamde onderlig-
gende produkt is essentieel. Black en Scholes 
ontwikkelden een model voor de beweging 
van aandeelkoersen, en lieten zien hoe je 
daarmee de juiste prijs voor de bijbehoren-
de optie kunt berekenen. Toen het artikel 
van Black en Scholes in 1973 gepubliceerd 
werd, had het meteen een enorme invloed. 
Binnen enkele maanden gebruikten beurzen 
over de hele wereld het nieuwe model, en de 
Black-Scholes formule werd in de rekenma-
chine van elke handelaar geprogrammeerd. 
Een van de dingen die beurshandelaren 
tegenwoordig op hun beeldscherm te zien 
krijgen, zijn de optieprijzen berekend met 
de methode van Black en Scholes. Tot op 
de dag van vandaag is vrijwel alle optie-
theorie gebaseerd op die methode. In okto-
ber 1997 kreeg Myron Scholes daarom 
samen met Robert Merton, die ook nauw 

betrokken was bij de ontwikkeling van het 
model, de Nobelprijs in de Economie 
(Fisher Black was inmiddels overleden). 

Wat Black en Scholes ook lieten zien, is hoe 
iemand die een optie uitschrijft, bijna geen 
enkel risico hoeft te lopen door goed op de 
aandeelkoers te letten en aan de hand daar-
van aandelen te kopen of te verkopen; ze 
lieten dus zien hoe je de financiële risico's bij 
opties kunt uitschakelen! Dit aspect was 
voor de financiële industrie van enorm 
belang. De beste illustratie van het succes 
van het Black-Scholes model is de enorme 
groei in de handel in derivaten, de verzamel-
naam voor alle ingewikkeldere financiële 
producten waarin gehandeld wordt. Alle 
financiële instellingen gebruiken tegenwoor-
dig de handel in derivaten om hun 
risico's af te dekken. Zonder het 
Black-Scholes model was dit 
nooit mogelijk geweest. .A 

Nohelprijswtnmmr Robert Merton 

Wat is een optie precies? Waarvoor worden opties in de praktijk gebruikt? Hoe bepalen handelaren 
in de praktijk de juiste prijs van een optie? , J 

JUNI '99: Het begrip Risico. Risico's zijn er altijd al geweest, maar in de loop van de geschiedenis is 
de manier waarop mensen met risico omgaan drastisch veranderd. Hoe definieer je risico's precies? 
Hoe kun je ze meten? In het juninummer bespreken we hoe je op een wiskundig verantwoorde 
manier risicoafwegingen kunt maken. m 

AUGUSTUS '99: Risico-management. Alle grote banken hebben speciale afdelingen die zich b e a 
houden met het in kaart brengen van financiële risico's. Ook de individuele handelaar moet zich bewi f l 
zijn van wat er mis kan gaan als gevolg van bepaalde transacties. In het laatste nummer laten we z H 
hoe banken en beleggers in de praktijk met risico omgaan, en hoe wiskunde daarbij kan helpen, '.m 



Pythagor 
Kun jij de onderstaande opgaven oplossen? Stuur dan je oplossing naar 
het onderstaande adres en maak kans op een boekenbon van 25 gulden! 

Opgave 39 
In het vlak liggen drie cirkels: A. B en C, 
met stralen a, b en c. Elke cirkel raakt uit-
wendig aan beide andere. Cirkel C is de 
kleinste van de drie. Bovendien is er een 
lijn £.. die alle drie de cirkels raakt. Bewijs 
dat geldt: 

V" yh yc 

Opgave 40 
Een dubbel rijtje is een rijtje van 2n getal-
len, waarin elk van de getallen 1 tot en met 
/(tweemaal voorkomt en waarin tussen de 
getallen k en k precies k getallen staan. 
Bijvoorbeeld, een dubbelrijtje voor «=3 is 
3,1,2,1,3,2. En 4,1,3,1.2.4,3.2 is een dub-
belrijtje voor n=4. Bewijs dat geen dubbel-
rijtjes bestaan waarvoor n een viervoud 
plus 1 of een viervoud plus 2 is. 

Stuur je oplossing naar: 

Pythagoras Olympiade 
TU Eindhoven 
Faculteit Wiskunde 
Hoofdgebouw kamer 9.50 
Postbus 513 
5600 MB Eindhoven 
email: sander@win.tue.nl 

Vermeld bij de oplossing je naam, adres, 
school en klas. Stuur bij de antwoorden 
ook een toelichting, waarin uitgelegd 
wordt hoe je aan het antwoord gekomen 
bent (een berekening of een bewijs). 
Insturen is mogelijk tot en met 25 novem-
ber 1998. Onder de inzenders van goede 
oplossingen wordt per opgave een boeken-
bon van vijfentwintig gulden verloot. 
Hieronder volgen de oplossingen van de 
opgaven uit het juninummer. 

V e e l s u c c e s ! Ronald van Luijk, Wim 
Oudshoorn en Sander van Rijnswou. 
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Meer dan tweeduizend jaar geleden gaf de Griek Euclides een bewijs van de 
Stelling van Pythagoras. Vele anderen traden in zijn voetsporen: onder andere de 
Amerikaanse president James Abram Garfield en de Nederlandse schrijver Multatuli. 

De stelling van Pythagoras 

Bruno Ernst 

In de loop van de eeuwen zijn er honderden 
bewijzen voor de stelling van Pythagoras 
bedacht, en het is nog steeds mogelijk om 
nieuwe bewijzen te vinden. In de volgende 
drie bewijzen wordt gebruik gemaakt van 
de bekende stelling dat in een cirkelpq=rs 
(zie figuur 1). Deze stelling heet de machts-
stelling en geldt ook als het snijpunt buiten 
de cirkel ligt of als een der koorden aan de 
cirkel raakt. De machtsstelling is eenvoudig 
te bewijzen (zie pagina 18) en is onafhanke-
lijk van de stelling van Pythagoras. 

Figuur I. De machtsstelling: pq=rs 

H e t e e r s t e b e w r i j s 
Teken een rechthoekige driehoek met zijden 
a, b en c. Zie figuur 2. Teken een cirkel met 
als middelpunt het rechter hoekpunt op de 
basis en met een straal gelijk aan c. Trek een 
middellijn die door de basis b gaat. 
Verlengen we a tot de cirkel gesneden wordt 
dan is dit verlengde ook gelijk aan a. In 
figuur 2 lezen we af dat de middellijn 
verdeeld wordt in de stukken c h en c+b. 

Nu passen we de stelling uit figuur 1 toe: 

a-a = (c^b)(c+b} 
a' = c'^b' 

^ a'+b' = c' 

Figuur 2. 
Een bewijs van a-+lr=c- met de machtsstelling. 

H e t t w e e d e bewrijs 
Ons uitgangspunt is weer een rechthoekige 
driehoek met zijden a, b en c met een 
omschreven cirkel. Zie figuur 3. Door het 
middelpunt van de cirkel trekken we een 
middellijn evenwijdig aan de basis. De drie-
hoek snijdt een stuk \h af van deze middel-
lijn. Toepassing van de machtsstelling (op de 
gekleurde koorden) geeft: 

\a-\aH\c+\b){\c^\b). 

Uitwerking van deze vergelijking geeft 
a +b —c . 
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Figuur 3. 
Een tweede bewijs van a'+b'=c- met de machtsstelling. 

Figuur 4. 
Het derde bewijs van a'+h'=L' met de machtsstelling. 

Het derde bewi j s 
Nu is ons uitgangspunt een rechthoekige 
driehoek en twee cirkels met middellijnen a 
en b. De schuine zijde heeft lengte c=p+q. De 
zijde met lengte a raakt aan de cirkel met 
middellijn b, en volgens de machtsstelling 

is a =p(p+q)=pc. De zijde met lengte b 
raakt aan de andere cirkel, waaruit met de 
machtsstelling volgt dat b'=q(p+q)=qc. 
Optelling geeft a +b =c(p+q)=c' 2 

Middelevenredigheid 

Van W. Martens uit Zoetenneer is het volgende bewijs. Om de stelling van Pythagoras te bewijzen, 
maakt hij gebruik van het begrip middelevenredigheid. Het getal r heet 
de middelevenredige van de getallen p en q als p.r=r:q. 
De middelevenredige van p en q vind je door een halve 
cirkel te trekken met middellijn p+q. Kies een punt op de 
middellijn met afstand p tot het ene uiteinde en 
afstand q tot het andere. Vanuit dat punt trek je een 
lijnstuk loodrecht op de middellijn naar de cirkelrand. 
De afstand van dit lijnstuk is de middelevenredige 
van penq.\n figuur 5 is è de middelevenredige van 
c+a en c-a. Dus c+a.b=b.c~a, waamit volgt dat 

c+a 

a'+b'=c\ Figuur 5. 
Een bewijs met middelevenredigheid 
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De maclttsstelling 
Als twee koorden van een cirkel elkaar snij-
den, dan zijn de producten van de stukken 
waarin ze elkaar verdelen gelijk. In de figuur 
hieronder betekent dat: p-q=r-s. Op deze 
pagina geven we een bewijs. 

\ ^ / figuur 1 

C i r k e l m a g i e 
Bekijk de cirkel met middelpunt M en met 
punten A en B op de omtrek. Om de 
machtsstelling te bewijzen, hebben we de 
volgende bijzondere eigenschap van de cir-
kel nodig: voor elk punt P op de omtrek van 
de cirkel geldt dat LAPB gelijk is aan de 
helft van LAMB. Met andere woorden, de 
hoek APB is steeds dezelfde, waar je het 
punt P ook kiest! 

Ai h= \ 
\ l~~^ M 

\\, / y 
^ij y^ figuur! 

p ' 

Omdat we de hoek LAMB kunnen meten met 
de lengte van de boog AB langs de cirkel, zeg-
gen we wel dat 'een omtrekshoek gelijk is aan 
de helft van de boog waarop hij staat'. In 
figuur 2 is IAPB een omtrekshoek. Deze 
hoek 'staat op de boog AB' en LAPB is 

gelijk aan 'de helft van de boog waarop hij 
staat', dat wil zeggen, de helft van /.AMB. 

We geven een bewijs hiervan voor het geval 
dat AP een middellijn van de cirkel is. De 
driehoek BPM is gelijkbenig, dus zijn de 
hoeken /.MBP en IBPM gelijk. De hoek 
BMP is daarom gelijk aan 180°- 2LAPM. Er 
volgt: LAMB =180°- LBMP = 2LAPM. DUS 
LAPMALAMB. Als AP geen middellijn is, 
dan kiezen we een middellijn als hulplijn en 
kunnen we het bewijs eenvoudig uitbreiden. 

B 

E e n b e w i j s 
Het bewijs van de machtsstelling is nu niet 
moeilijk meer. We verbinden de eindpunten 
van de koorden met elkaar. Zie de figuur 
hieronder. De driehoek ABM is gelijkvormig 
met driehoek DCM; de overstaande hoeken 
bij M zijn gelijk en L B=L C omdat ze beide 
gelijk zijn aan de halve boog AD waarop 
ze staan. De zijden van de driehoek zijn 
dus evenredig: p.r=s.q ofwel pq=rs. ^ 

A . ^ 

figuur 4 
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Door de stelling van Pythagoras in perspectief te plaatsen krijg je de 
onderstaande tekening. Als je deze tekening opvat als vlakke figuur, 

dan krijg je een meetkundige figuur waarin nog steeds een of andere 
stelling geldt. Welke stelling zou dat moeten zijn? Het antwoord 

op deze vraag laten we graag aan de lezer over... 

Pythagoras in perspectief 
Guldo Lasters 
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Smg]©m Cry% 

De cryptografieprijsvraag in het juninummer heeft laten zien 
dat er in Nederland heel wat speurneuzen rondlopen. Elf 
inzenders wisten onze versleutelde berichten te ontcijferen. 
Er waren zelfs vier inzenders die alle vijf vraagstukken tot 
een goed einde hebben gebracht. 

René Swarttouw 

[Öj 1. Bij het eerste vraagstuk moest je een 
geheime boodschap van Sherlock Holmes 
ontcijferen. De oplossing luidt: 

^ MS )l MUS WAT öWMÖ&tlIjK 15 (rt-
mniWLLR>> HLfT, M W MOLT, Ml 
ÖWWAAM([1ljWLl)K OOK. 1>AT WAT OVUf.-
RljFT M WAAW1LI^ ZIjW. 

[ï]De boodschap was vercijferd volgens de 
formule y=21A'-Hl6 mod 26 en moest dus 
worden ontcijferd met de formule X=5Y+2 
mod 26. Maar ook als je wat handig pro-
beerde, dan kwam je er wellicht toch nog 
uit. De prijs gaat naar Marijke Holsappel 
uit klas 3b van het Christelijk Gymnasium 
te Utrecht. 

W 2. Het tweede vraagstuk gaf wat meer 
problemen. In de oorspronkelijke tekst 

stond namelijk geen enkele letter e en slechts 
één keer de letter n. Als je eenmaal doorhad 
dat de meest voorkomende letters kennelijk 
de o en de a moesten zijn, dan kon je met de 
voorgestelde ontcijfermethode wel achter de 
oplossing komen. Deze luidt: 

2gJ MAA5TW(HT, VKmOHMM TWAALF 
^^f(,USWS, sriLSTMlAT A(HT, VU\m) MAWCr. 
rSVCHOfAAT ÖTTO, WK Of ÜOmKj I>ÖL Of 
noöiu>, MAAicT tmmmm mmioj. 
HOomMoi viom LOT m v\)fm. LOT Î ALT 
or VKOUVI A(HT. OTTO rWKT HAAI^ ^00l>. 
MAAR, OTTO MAAia fO(/T.HöOFKOMMI«AWS 
m t\)f WAS m)'^AonmM m. ni) I>A(HT, 
KOH. IK 5(HAl«AV MAAR WAT, m f i o m Ml) 
FIT. Of 5TRAAT WAS VOIX ZAT, 1>AA (̂/IT KOOS 
HIJ OTTO. ZO «.IJfT HOOFKOMMISSAWS fl j f 
OTTO IW KKAA&. 
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Cijfers e n sport 
Er wordt wel beweerd dat basketballers 
soms een 'hot hand' hebben: de kans om na 
een gemaakt punt onmiddellijk weer te sco-
ren zou groter zijn dan na een mislukte 
schotpoging. Maar is dit echt waar? En wat 
is de kans dat een volleybalploeg een wed-
strijd wint als de ploeg een constante kans 
van 60% heeft om een rally te winnen? Het 
antwoord op deze vragen vind je in het boek 
FC Algebra, geschreven door Hans van 
Maanen, wetenschapsjournalist bij het 
Parool. Het boek is een bundeling van stuk-
jes die hij voor de krant heeft 
samengesteld. De tweehonderd 
pagina's gaan over sport en de 
wiskunde die daarbij komt kijken. 

Zo wordt aangetoond dat die 'hot 
hand' aan het toeval toegeschreven 
kan worden. Stel bijvoorbeeld dat 
een basketballer een kans van 50% 
heeft om raak te schieten. Als hij dan 
in een wedstrijd twdntig schotpogin-
gen doet, dan heeft hij al een kans 
van bijna iüV» om vier keer achter 
elkaar raak te schieten. Andere onderwerpen: 
Het gemiddelde aantal doelpunten per 
minuut in de loop van een voetbalwedstrijd, 
het ontwerpen van een competitieschema, het 
verbeteren van de vorm van de voetbal, de 
indeling van het dartbord en de ELO-rating. 
Achter in het boek staan verschillende tabel-
len, waaronder het complete scoreverloop van 
alle wedstrijden uit de Nederlandse eredivisie 
voetbal '96 '97. 

FC Algebra is heel toepasselijk ingedeeld in 
drie delen: een eerste helft, een rust en een 
tweede helft. Hoe verder je in het boek 

komt, hoe meer wiskunde 
er om de hoek komt kijken, 
met name statistiek en kans-
rekening. Waar de eerste helft nog net begrij-
pelijk is voor leerlingen uit de tweede klas, 
heb je voor de tweede helft toch minstens vier 
jaar wiskunde nodig, en het liefst ook nog 
wat wiskunde A (voor de vele statistiek). 

Het schrijven van een boek over cijfers en 
sport is geen makkelijke onderneming, 
omdat wiskundige berekeningen de aan-
dacht kunnen aftelden van het eigenlijke 

onderwerp: de interpretatie 
van cijfermatige gegevens. 
Diepgaande berekeningen 
komen dan ook niet in dit 
boek voor, en dat is soms 
wel eens jammer, wanneer 
formules niet uitgelegd 
worden en als ter wUle van 
de eenvoud zaken te simpel 
worden voorgesteld. Maar 
FC Algebra bevat zeer 
veel interessante wetens-
waardigheden over cijfers 

en sport en is een goed en leesbaar boek 
voor iedereen die in beide onderwerpen 
geïnteresseerd is. 

Maxim Hendriks en Willem Jan Palen.stijn 

Besproken boeken 
Keith Devlin, Wiskunde, wetenschap van 
patronen en structuren. Natuur & Techniek, 
Beek, f76,50. 

Hans van Maanen, FC Algebra, Cijfers en 
sport, Boom/Belvédère, f 29,50. 
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Joris Mooij zond ons per e-mail een reactie 
op het volgende probleem uit het november-
nummer van 1993: Ruud is vader van twee 
kinderen. Op een dag kom ik hem tegen met 
een jongetje. Hij zegt: "Dit is mijn zoontje 
Tom." Hoe groot is nu de kans dat Ruud 
vader is van twee zonen? 

In het novembernummer schrijft Jan 
Mahieu: Er zijn vier mogelijke gezinnen: JJ, 
JM, MJ en MM (het oudste kind wordt als 
eerste aangegeven, J is een jongen, M een 
meisje). Hiervan valt MM als mogelijkheid 
af omdat er tenminste één jongen is. Dus in 
één van de drie gevallen (die allemaal dezelf-
de kans hebben) is het andere kind ook een 
jongen. De kans is dus 1/3. 

Maar Joris schrijft dat de kans op JJ twee 
keer zo groot is als de kans op JM of MJ. 
Immers, de vier mogelijke gezinnen zijn: 
MM, JM, MJ en JJ. Ruud neemt nu, zonder 
voorkeur voor oudste of jongste kind, één 
kind mee. Dat is een meisje (met kans 4/8) 
of een jongen (eveneens met kans 4/8). Het 
blijkt een jongen te zijn. Dit is dus of de 
jongste jongen uit JJ, of de oudste jongen 
uit JJ, of de jongen uit JM of uit MJ. In twee 
van de vier gevallen is het andere kind ook 
een jongen. De gevraagde kans is dus 1/2! 

WJ. Clement uit Rockanje heeft formules 
afgeleid waarmee je Pythagoreïsche drietal-
len kunt maken. Uitgaande van een recht-
hoekszijde a vindt hij formules voor de ande-
re rechthoekszijde b en de schuine zijde c. 

Als a even is: b= \{cC-4) en c= \(a'+A) en 
als a oneven is: è= jia^-V) en c= 2(0^+!). 

Naschrift van de redactie. Bij deze 
Pythagoreïsche drietallen is het verschil 
tussen de grootste rechthoekszijde b en de 
schuine zijde c steeds 1 of 2. Voorbeelden: 
(99,4900,4901) en (100,2499,2501). Toch 
zijn er Pythagoreïsche drietallen waarbij 
dit verschil niet 1 of 2 is, bijvoorbeeld 
(28,45,53) of (33,56,65). Deze kun je toch 
ook met een formule krijgen? 

J.G. Sporry uit Castricum is op zoek naar 
een oplossing van het volgende vraagstuk, 
dat al een keer in Pythagoras heeft gestaan. 
Door een punt D op een van de zijden van 
een driehoek ABC kun je een lijn te trekken, 
die het oppervlak van de driehoek in twee 
gelijke stukken verdeelt. Dit is de in de 
tekening geconstrueerde lijn DF: de lijn CE 
is evenwijdig aan AD en Fis het midden van 
BE. De vraag is nu de volgende. Hoe wordt 
de constructie van deze lijn als het gegeven 
punt D op een der zijden ligt, maar buiten de 
driehoek? Dezelfde vraag als het gegeven 
punt vrij binnen de driehoek gekozen wordt. 

C 

ó--<i- i ^ 
E A f B 
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r e d e n e r i n g e n 
"Oh ja, bewijs dat maar eens", zal je wiskundeleraar 
zeggen als je vergeten bent een berekening of 
redenering op te schrijven. Want in de wiskunde moet je alles kunnen beredeneren. Maar met 
redeneren kun je makkelijk de mist in gaan; door foute redeneringen kun je dingen bewijzen 
die niet waar zijn. 

André de Boer Laat a=b, dan volgt: 

In de wiskunde probeert men elke uit-
spraak te bewijzen. Soms lukt dat en soms 
niet. De stelling van Pythagoras kent tien-
tallen bewijzen en nog steeds worden er 
nieuwe bewijzen gevonden. Bij de Grote 
Stelling van Fermat duurde het heel erg 
lang voordat er een bewijs gevonden werd: 
in 1637 beweerde Fermat dat er voorn > 2 
geen positieve gehele getallen x, y en z zijn 
zodat x"+y"=z". Deze uitspraak is pas in 
1994 bewezen. 

a" = 
a^+ a^ = 

ab 
a~+ ab 

2a'^ a'+ ab 
2a'-2ab^ a'+ab - 2ab 
la'- lab = a'-ab 
2ö^-2öè = \{a--ah) 
2(a'-ab)_ 

a-ab 
\{a'- ab) 

a-ab 
1 = 1 

We concluderen dat 1=2. 

Een nieuw bewijs wordt altijd door anderen 
gecontroleerd op juistheid. Als er een fout 
wordt ontdekt wordt de maker ervan 
teruggefloten. Soms lukt het om het bewijs 
te repareren. Maar niet altijd. Waarom 
moeten bewijzen gecontroleerd worden? 
Omdat een bewijs er bedrieglijk echt uit 
kan uitzien. Kijk maar naar hel volgende 
bewijs van de uitspraak 1=2. 

Nu weten we natuurlijk allemaal dat dit niet 
waar kan zijn, maar waar zit de fout? 

Het antwoord op deze vraag kun je vinden 
op de homepage van Pythagoras. Heb je 
geen Internet, stuur dan een briefje naar de 
redactie, je krijgt dan de oplossing thuis-
gestuurd. 

OPGAVEN. 1. Bewijs op dezelfde manier 
dat 1 = 3. 
2. Laat zien dat uit 1 = 2 onder andere volgt 
dat 1 = O, dat O = 1000 en dat -2 = 10000. 
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Zes g e t a l l e n 
In de figuur moet ieder getal verbonden 
worden met een aantal van de vijf andere 
getallen. Dit aantal is gelijk aan het getal 
zelf dus 1 is bijvoorbeeld verbonden met 
slechts één van de andere getallen. Welk 
getal is A? 

O 

Vierde v ierkant 
Kun jij de oppervlakte van het vierde vier-
kant in de figuur berekenen? 

L e g p u z z e l 
Eva heeft een legpuzzel van 300 stukjes 
gekregen. De puzzel heeft zesenzestig 
kantstukjes, inclusief hoekstukjes. 
Hoeveel puzzelstukjes passen er in de 
lengte van de puzzel? 

R o d d e l e n 
Zes personen hebben ieder een roddel die 
ze aan de anderen willen vertellen. Ze 
doen dit per telefoon. In elk telefoon-
gesprek wisselen de twee gesprekspartners 
alle roddels uit die ze op dat moment 
weten. Hoeveel gesprekken zijn er mini-
maal nodig om iedereen op de hoogte te 
brengen van alle zes roddels? 

D o m i n o 
Sofie heeft acht dominostenen. Kun jij 
haar helpen om ze zó op één rechte rij te 
leggen dat gelijke aantallen ogen aan 
elkaar grenzen? 

• • • 
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Op deze pagina worden de oplossingen 
van problemen uit het vorige nummer 
van Pythagoras besproken. 

Dion Gijswijt 

Los o p 
In de vergelijking (ah)- = cadb moet b 
gelijk zijn aan O, 1 of 6, want alleen van 
deze cijfers eindigt het kwadraat op het-
zelfde cijfer. Omdat (ab)' een getal van 
vier cijfers is, is a > 3. Als mogelijke op-
lossingen vinden we ah = 50, 60 en 76. In 
geen van deze gevallen zijn de cijfers in het 
getal cadb allemaal verschillend. Er zijn 
dus helaas geen oplossingen. 

G e t a l l e n b o o m 
Aan de stam van een getallenboom van 
n+2 jaar oud zitten twee takken die de 
stam zijn van een boom van n+\ en van n 
jaar oud. Noem het aantal blaadjes van 
een n jaar oude boom B„. Er geldt nu dat 
fi„+2=^«+i+B„ en S(,=S,= 1. Met deze 
formules kun je de aantallen blaadjes van 
alle bomen van O tot en met 10 jaar uitre-
kenen: deze zijn respectievelijk 1, 1, 2, 3, 5, 
8, 13, 21, 34, 55 en 89. Dit is precies de rij 
van Fibonacci. 

Vijfenveertig g r a d e n 
De hoogtelijn uit A snijdt BC en CD in de 
punten E en F. De driehoeken ADF en CDB 
zijn gelijkvormig, dus DF:AD=DB:CD. 
Hieruit volgt DF=\ en CF=5. De driehoeken 

AEB en CEF zijn gelijkvormig en CF=AB=5, 
dus CE=AE. Hoek C is dus 45 graden. 

MiniMax 
Als Frank en Bart in dezelfde kolom of rij 
staan, is Frank uiteraard de langste van de 
twee. Maar als Frank en Bart niet bij elkaar 
in een rij en ook niet bij elkaar in een kolom 
staan, dan kun je een persoon kiezen die in 
dezelfde rij staat als Bart en in dezelfde 
kolom als Frank: bijvoorbeeld Eva. Eva is 
langer dan Bart, maar korter dan Frank. 
Frank is dus in alle gevallen langer dan Bart. 
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In het augustusnummer stond op pagina 22 het probleem van de honderd stoelen, evenwel 
zonder oplossing. Hier volgt nogmaals hetzelfde probleem, maar nu mét oplossing. 

De stoelendans 
Sander van Rijnswou 

Honderd mensen bezoeken een vergadering. 
Iedereen heeft een nummer gekregen, van 1 
tot en met 100. De stoelen in de vergader-
ruimte zijn ook genummerd met 1 tot en 
met 100, zodat iedereen zijn juiste plaats 
krijgt. Voorafgaand aan de vergadering is er 
een receptie. Iedereen geniet al keuvelend 
van een sapje of een glas alcoholvrij bier. 
Bijna iedereen, want alleen mijnheer 1 weet 
zich niet te gedragen. Het ene na het andere 
glas bier slaat hij achterover, hij drinkt veel 
meer dan goed voor hem is. Na de receptie 
gaat iedereen één voor één de vergaderzaal 
in, op volgorde van hun nummer. Omdat 
nummer 1 teveel gedronken heeft, kan hij 
zijn eigen stoel niet meer vinden. In plaats 
van stoel nummer 1 neemt hij plaats op een 
willekeurige stoel. Elke persoon die na num-
mer 1 biimenkomt gaat op de stoel van zijn 
nummer zitten; tenminste, als die stoel nog 
niet bezet is, want anders ziet hij zich 
genoodzaakt om ook op een willekeurige 
plek te gaan zitten. 

VRAAG. Wat is de kans dat mijnheer 100 
op stoel nummer 100 terecht komt? 

OPLOSSING. Merk allereerst op dat 
meneer 100 op slechts twee stoelen terecht 
kan komen, namelijk stoel 1 en stoel 100. 
Immers, als meneer 100 op een andere stoel 
zou kunnen gaan zitten, dan is die stoel vrij 
geweest op het moment dat de juiste bezitter 

van die stoel een plaatsje zoekt en dat kan 
niet. We kunnen dus stellen dat meneer 100 
op de juiste plek terecht komt als ooit 
iemand stoel 1 kiest (en vanaf dat moment 
gaat iedereen op de juiste plek zitten) en dat 
meneer 100 op de verkeerde plek terecht 
komt als ooit iemand op stoel 100 gaat zit-
ten (en daarna gaat iedereen behalve meneer 
100 naar de juiste stoel). 

Bekijk nu eens een plaatsingsvolgorde waar-
door meneer 100 op stoel 1 terecht komt. 
Dat is gebeurd doordat een zekere meneer X 
stoel 100 uitkiest om op te gaan zitten. Op 
het moment dat meneer X zijn keuze maakt, 
kan hij ook stoel 1 nemen, want als stoel 1 
al bezet is, dan heeft hij geen andere keuze 
dan op stoel X plaats te nemen. We veran-
deren deze plaatsingsvolgorde door meneer 
X niet op stoel 100 plaats te laten nemen 
maar op stoel 1. De rest van de plaatsing is 
gelijk behalve dat meneer 100 een andere 
plek krijgt (de juiste). 

Op deze manier kunnen we iedere juiste 
plaatsingsvolgorde (waarbij meneer 100 op 
de juiste plek zit) koppelen aan een foute 
plaatsingsvolgorde (waarbij meneer 100 op 
stoel 1 zit). Deze twee volgordes hebben 
bovendien gelijke kans. Er zijn dus evenveel 
mogelijkheden voor meneer 100 om op de 
juiste als om op de verkeerde stoel terecht te 
komen. De kans is dus een half ^ 
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Oplossin [a®®öj]( 

Verbinding 
P a r k e r e n Drie tussenstapjes: 

Tropi sche v i s s e n 

Wedden dat? 
Natuurlijk niet, want als 
jij me twee gulden geeft, 
dan geef ik geen drie gul-
den terug en hoef ik je 
slechts een gulden terug te 
betalen omdat ik de wed-
denschap verloren heb. 

Gelijnde g e t a l l e n 
TIEN 

Kor te r 
Kort 

1 2 3 4 

9 8 7 6 5 

1 2 3 4 5 

9 8 7 6 

1 2 3 4 j 

9 8 7 6 

V l i e g r a m p Wil je écht overlevenden begraven? 

Over d e inede^Areirkers 
drs. A.A J. de Boer is leraar wiskunde aan de JSG Maimonides Ie Amsterdam 
prof. dr. J. van de Craats is hoogleraar wiskunde aan de UvA, de Open Universiteit en de KMA 
Bruno Ernst is auteur van diverse boeken over Escher en onmogelijke figuren 
D.C. Gijswijt is student wiskunde aan de UvA 
dr. K.P. Hart is docent topologie aan de TU Deilt 
M. Hcndrii(s is eerstejaars wiskunde aan de RUL en oud-leerling van het Stedelijk Gymnasium te Leiden 
dr. J.K. Hoogland is onderzoeker Financiële Wiskunde aan het CWI 
B. de Jongste is recreatief wiskundige te Den Haag 
dr. ir. T. Koetsier is docent geschiedenis van de wiskunde aan de VU 
G. Lasters is leraar wiskunde te Oplinter-Tienen (België) 
ir. A.A J. Lefeber is AIO systeem- en besturingstheorie aan de UT 
R. van Luijl( is student wiskunde aan de UU 
drs. W.R. Oudshoorn is AIO algebra en meetkunde aan de RUG 
W.J. Palenstijn is eerstejaars wiskunde aan de RUL en oud-leerling van hel Stedelijk Gymnasium te Leiden 
dr. P.J. de Paepe is docent wiskunde aan de UvA 
ir. S.M. van Rijnswou is OIO computeralgebra aan de TUE 
prof.dr. J.M. Schumacher is onderzoeker bij het CWI en decltijdhoogleraar wiskunde aan de KUB 
dr. ir. R.F. .Swarttouw is docent wiskunde aan de VU 
A.C. Veldman is leerling van klas 5 van het Gymnasium Fclisenum te Velsen-Zuid 
dr.ir. M.H. Vellelioop is docent Toegepaste Wiskunde aan de UT 
drs. C.G. Zaal is docent wiskunde aan de TU Delft 
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TI-83: veelzijdig en krachtig 
De TI-83 is een veelzijdige grafische rekenmachine voor de tweede fase van het voortgezet 

onderwijs. Terecht is deze machine door het Freudenthal instituut gekozen als 'standaard' in het 

experiment voor de nieuwe bovenbouwprogramma's wiskunde (PROFI). 

Ervaringen met de 
bekende TI-82 zijn in de 
TI-83 verwerkt; een 
eigentijdse machine dus! 
Zo is de interface sterk 
verbeterd en kan er volop 
worden gewerkt met 
matrices. 
Ook de grafische 
presentaties en de 
mogelijklieden om 
vergelijkingen op te 
lossen zijn uitgebreid. 
Daarnaast kunnen uw 
leerlingen gegevens 
uitwisselen via de 
l/O-poort terwijl met 
Tl-graph-link-software 
aansluiting op een PC 
mogelijk is. 

Met name de veelzijdigheid 
van de TI-83 maakt, dat deze 
machine naast wiskunde, ook 
voor diverse andere vakken 
zeer geschikt is. Doordat de 
machine gekoppeld kan 
worden aan de CBL en CBR is 
hij uitermate geschikt voor 
natuurkunde. 
Door de financiële functies is 
de machine een uitkomst bij 
financiële en economische 
vakken, maar ook bij vakken 
als aardrijkskunde, biologie en 
informatica kan de TI-83 zeer 
behulpzaam zijn. 

Als extra service naar scholen, 
is er persoonlijke begeleiding 
beschikbaar. Een ervaren 
wiskunde leraar komt desge-
wenst bij U langs op school. 
U kunt een afspraak met hem 
maken. Zijn telefoonnummer is: 
026-33 90 383. Zijn E-mail 
adres is: pietersc@bart.nl 

Wiskunde dichterbij TI-83: dé machine voor de tweede fase! 

Texas Instruments Nederland, Ruther fordweg 102, 3542 CG Utrecht, tel. 030 -2417417 
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Pythagoras 
Pythagoras woritl uitgegeven onder auspiciën van de 
Nederlandse Onderwijscommissie voor Wiskunde en 
richt /icli lo[ alle leerlingen van VWO en HAVO. 
Pythagoras steil zich ten doel jongeren kennis te laten maken 
met de leuke en uitdagende kanten van wiskunde. 

A b o n n e m e n t e n 
Abonnees kunnen zich op één van de volgende manieren aanmelden. 
Telefonisch: 0522-855175, per fa.x: 0522-855176, 
\ia Inlernel: www.wins.uva.nl/misc/pythagoras/abonnee.html 
of schriflclijk (een postzegel is niet nodig): 
P.Mhagoras, Antwoordnummer 17. 7940 VB Meppel. 

Beta l ing 
Wacht met betalen tot u de rekening krijgt toegestuurd. 
.Abonnementen zijn doorlopend, tenzij voor 1 juli schriftelijk 
bij de uitgever is opgezegd. 

Tarieven '98-'99 
licii jaarabonnement op Pythagoras kost ƒ37,50 
Losse nuiniiicrs / S,- ol' BF 160 
Overige prijzen per jaar: Pythagoras België BF950 
Pythagoras buitenland ƒ52,50 
Pythagoras/Archimedes ƒ 67,50 
1'ylhagoras Archimedes Helgië BF 1570 
Pylhagoras/Archimedes buitenland ƒ 83,50 

S c h o o l a b o n n e m e n t e n 
Voor leerlingen in het voortgezet onderwijs en studenten aan 
lerarenopleidingen zijn er schoolabonnementen.Voor ƒ 25,00 per 
jaar ontvangen zij één heel jaar lang Pythagoras, op voorwaarde 
dat de docent wiskunde zorgt voor de aanmelding en verspreiding. 
De nummers Pvlhagoras worden naar het schooladres gestuurd. 
Bij aanmelding van 5 of meer abonnees. 1 jaarabonnement gratis. 

Uitgever 
Wiskundig Genootschap 
Postbus 80010 
3508 TA Utrecht 

Pythagoras wordt gesponsord door de wiskunde-afdelingen van 
de Universiteit \an Amsterdam en de Technische Universileit Delft. 

m f ü Delft 


