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Redactioneel 
Wat zijn opties en hoe wei1<en ze? Wat 

Is Tulipomania? Hoe kan een wiskundige 
analyse leiden tot een winstgevende handel op 
de beursindices vein Amsterdam en Frankfurt? 

Hoe wordt de prijs van een optie berekend? 
Op deze vragen krijg je antwoord 

in dit optienummer 
van Pythagoras. 
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Hefboomweridng 
Met kleine investering een 
enorm rendement maken. Dat 
kan met opties. Je koopt een call 
XYZ 45 voor 1 euro, tenwljl de koers van 
XYZ nu op 40 euro staat. De koers 
schiet in drie weken omhoog naar 50 
euro, waardoor je call 5 euro waard 
wordt. Dan is de waarde van je geld in 
drie weken vervijfvoudigd. Blijft daar-
entegen de koers van het aiandeel 
onder de 45 euro, ben je alles kwijt. 

i 



Kleine nootjes zijn eenvoudige vraagstukken die door 
iedereen 'gekraakt' kunnen worden, zonder enige wiskundige 
voorkennis. De oplossingen staan op p. 36 van dit nummer. 

l e ine 

Drie gaten 
Abdul, de tapijtverkoper uit het vorige 
nummer, heeft weer eens een probleem. 
Hij moet voor zonsondergang een stuk 
tapijt van 1 m bij 1 m leveren aan een 
Oostenrijkse toerist. Hij wil het maken van 
een restant van 9 dm bij 12 dm dat hij nog 
heeft liggen. Maar wat blijkt: iemand heeft 
er in het midden drie gaten uitgeknipt. 
Abdul vindt gelukkig een manier om het 
tapijt zó in twee stukken te knippen, dat 
hij het weer aan elkaar kan naaien met het 
gewenste resultaat. Zie jij hoe dit moet? 
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Autopech 
Een chauffeur is een wiel aan het verwisselen. Tot zijn 
ontzetting rollen alle vier wielmoeren waarmee het wiel 
vastzit in een put. Met geen mogelijkheid kan hij erbij. Hij 
overweegt bij de dichtstbijzijnde garage nieuwe moeren te 
gaan halen. Maar hoe kan hij daar nu heen rijden? Na 
enig denkwerk vindt hij een oplossing. Jij ook? 



oot j e s 
Symbolen 
Hier zie je een rij van vijf symbolen. Wat is 
het zesde symbool in deze rij? 

/ 1 \ S2 8 ^ c5 
Famil ie 
In één kamer bevinden zich: 

1 grootvader, 1 broer, 
1 grootmoeder, 2 zussen 
2 vaders, 2 zonen, 
2 moeders, 3 dochters, 
5 kinderen, 1 schoonvader, 
3 kleinkinderen, 1 schoonmoeder, 

1 schoondochter 

We hebben 25 familieleden opgenoemd. 
Maar in de kamer hoeven natuurlijk niet 
25 personen aanwezig te zijn, het kunnen 
er veel minder zijn. Hoeveel personen zijn 
er ten minste in de kamer aanwezig? 

ïf^^m 

Optellen 
Met de vier cijfers 1,2, 3 en 4 kun je 24 
verschillende getallen maken bestaande 
uit verschillende cijfers, van 1234 tot en 
met 4321. Deze 24 getallen worden onder 
elkaar opgeschreven en bij elkaar opgeteld. 
Wat is de uitkomst? 



inamcieie iMfiSKim 
Om voordeel te behalen op de markt heb je helemaal geen aandelen nodig. Met opties kun 
je erop gokken dat de koers van een aandeel omhoog of omlaag zal gaan, zonder dat je je 
druk hoeft te maken om de aandelen zelf. 

t i es voor be 
Veel mensen komen met opties in aanraking 
bij een grote aankoop, zoals een huis of 
een auto. Als je bijvoorbeeld nog niet 
zeker weet of je de hypotheek voor de aan-
koop van een huis rond krijgt, dan zeg je 
tegen de makelaar: "Ik neem een optie op 
dit huis." Met zo'n optie krijg je het recht 
binnen een vastgestelde termijn van bij-
voorbeeld twee weken het huis te kopen. 
Een optie is dus een recht, een kooprecht. 

Handel in grond 
In de jaren twintig was Amerika in jubel-
stemming. Werkloosheid was er 
nauwelijks, de koersen van 
aandelen schoten omhoog 
en ook de belangstelling 
voor investeren in 
onroerend goed nam 
razendsnel toe. De 
vraag naar onroerend 
goed was met name in 
de zonnige zuidelijke 
staat Florida zo groot, 
dat slimme handelaren iets 
uitvonden: handel in opties 
op grond. Net als een huizen 
koper nu, namen handelaren 

Aandelen 
Een onderneming heeft 

geld nodig om te kunnen han-
delen. Aandeelhouders leveren 

het geld: zij injecteren kapitaal in 
de onderneming. Dit kapitaal wordt 

gebruikt om de onderneming 
te drijven. De winst die de 
onderneming maakt, wordt 

aan de aandeelhouders 
uitgekeerd als 

dividend. 

opties op stukken grond. Afgesproken werd 
dat de grond gekocht zou worden op een 
bepaalde datum tegen een vastgestelde prijs. 
Er brak echter een absolute koopgekte uit en 
in de tijd tussen het kopen van de optie en de 
vastgestelde datum steeg de waarde van het 
betrokken stuk grond. Handelaren maakten 
van dit mechanisme handig gebruik. Het 
was een gouden handel. Reken maar na: de 
optie bedroeg slechts tien procent van de 
afgesproken koopprijs. Stel dat de koopprijs 
van het stuk grond duizend dollar bedroeg, 

dan kostte de optie honderd dollar. Als 
het stuk grond met 30% in waar-

de zou stijgen, dan zou de 
koper goed af zijn, want 

hij hoefde (volgens de 
afgesproken optie) 

slechts duizend dollar 
te betalen. Hij zou 

dus de grond kunnen 
kopen voor duizend 

dollar en onmiddellijk 
weer kunnen verkopen 

voor dertienhonderd 
dollar. Dat betekent dus 

driehonderd dollar onmiddel-
lijke winst. De waarde van de optie 



inners 

ie verwacht dat de prijs 
stijgt naar 70 euro 

was dus verdrievoudigd! Zodra de waarde 
van de grond gestegen was, verkochten veel 
handelaren daarom hun opties met winst. 
Het systeem werkte niet alleen in het voordeel 
van de handelaren. Toen de koopwoede 
inzakte en de grondprijzen daalden, werden 
de opties waardeloos. Neem het net gegeven 
rekenvoorbeeld en veronderstel een 
daling van de grondprijs met 20%. De 
optie geeft dan het recht op de aankoop 
van de grond voor duizend 
dollar, maar de waarde is .̂ 
inmiddels gedaald naar acht 
honderd dollar. Waarom 
zou iemand deze optie nog 
kopen? Door van deze optie 
gebruik te maken wordt 
de grond twee-
honderd dollar 
te duur gekocht. 
Het komt er op 
neer dat de optie 
waardeloos ge-
worden is en dat 
de handelaar een 
verlies lijdt van 
honderd dollar. 

Moderne optiehandel 
In Nederland worden opties verhandeld op 
de Amsterdamse AEX-Optiebeurs. Alle 
verhandelde opties zijn gestandaardiseerd 
en moeten voldoen aan vaste regels. 
Zo weten alle kopers en verkopers waar ze 
aan toe zijn. Een optie geeft het recht om 
iets te kopen of te verkopen tegen een vast-
gestelde prijs. Bij een optie hoort dus altijd 
een verhandelbaar product. Dit product 
wordt de onderliggende waarde van de optie 
genoemd. De Amsterdamse optiebeurs 
kent opties met vijf verschillende onderlig-
gende waarden: aandelen, index, obligaties, 
goud en zilver, en de dollar. Opties op aan-
delen en de index zijn het meest bekend. 
Van elke optie kan een belegger een call-
optie en een put-optie kopen én verkopen. 
De koper van een call-optie krijgt het recht 
om op termijn de onderliggende waarde te 

kopen tegen een vastgestel-
de prijs. Voor dit recht betaalt 
de koper een prijs, de zoge-

heten premie. 
huidige aandeel-

prijs 50 euro 

cali-optie voor € 2,50 

je verwacht dat de prijs 
zakt naar 40 euro 

koop een 50 euro put-
optie voor 2 euro ^M 

ngaan 
omlxx)g naar 

70 euro 

gebruik optie om 
aandelen te kopen 

voor 60 euro en voor 
70 te verkopen - of 
verkoop optie voor 

10 euro 

Aandelen blijven op 
50 euro staan 

Aandelen gaan 
omhoog naar 

60 euro 

optie wordt 
waardeloos 

optie wordt 
waardeloos 

veriies van de inzet 
van e 2,50 

Aandelen gaan 
omlaag naar 

gebruik optie 
om aandelen te 
ver1<open voor 

50 euro - of ver-
koop optie voor 

10 euro 

verlies van de inzet 
van 2 euro s 

Q 



OPTIEBEURS 

1850 
835 
2841 
2264 
1298 
448 
970 

VafnMMng v n de 400 mHSl adl««« strits. 
serit omzat vorig loog hoog slot o|Miist. 

conlr. 
Kpn(kpn) (47,80) 46,50 
capr 50.00 185 2,00 2,00 2,50 2,25 

52,50 106 1,45 1,50 1,75 1,50 
COKI 45.00 2001 7,10 7,80 8,50 7,90b 
c okt 50,00 1000 5,30 6,20 6,20 6,00a 
c o03 45,00 47 16,20 16,70 17,55 16,70 
papr 40,00 66 1,45 1,00 1,05 1,00 
p o03 45,00 48 13,80 13,50 13,80 13,80 
iT»es p sec pil c warr 50 (—) — 
Ciul - 37 7,00 7,20 7,20 7,20 
ned 71/21993 per 2023 (136,25) 134,60 
c nov 140,00 fc 1,80 1,S) 1,80 1,80 
numieo (42,50) 41,15 
c apr 42,50 53 1,80 1,20 1,60 1,30 
c o03 45,00 85 12,00 11,20 12,45 11,20 
p o03 45,00 7910,85 10,90 11,70 11,30 
oce (2S,3S) 24,90 
capr 24,95 53 1,80 1,60 1,80 1,70 
cjul 24,95 100 310 2,60 2,70 2,6' 
c okt 30,00 53 1,90 1,70 1,85 .1,70 
philips (63,50) 62,80 
cmrt 65,00 76 1,80 1^5 1,70 1.40a 
capr 63,52 148 3,8 

call 

put—• 

expiratiedatum (3° vrijdag van april) 

uitoefenprijs (30 euro) 

vorige aandeelkoers (vrijdag) 

slotaandeelkoers (maandag) 

c jol 
p itirt 
p mil 
p mrl 
papr 
papr 
pjul 
P)Ul 
P)ul 
p oM 

70,00 40 3.90 3,30 3, 
57,50 94 0,65 0,65 O, 
60.00 230 1,15 1,00 1 
65,00 62 3,20 3,00 3, 
58,99 556 2,40 2,20 
60,00 534 2, 
45.37 200 1,40 1,20 1 
58,99 550 4,90 4,65 4, 
60,00 530 4,80 5,00 
70,00 

poOO 31,76 140 1,60 
stork (16,90) 17,65 

15,88 37_ — 
jroep ( Q 1 , 1 ^ 

3,50 
0,65 
1,25 
3,40 
2,40 
2,70 
1,20 
4,85 
5,20 

12,80 
1,50 

pmrt 65,00 169 1,75 1,15 
pmil 67,50 94 3,20 2,40 
papr 65,00 72 2,60 2,50 
papr 72,60 80 7,50 7,30 
pjul 60,00 76 3,40 2,90 
p o03 65,00 42 13,80 13,70 
nndex(v<lx) (24,40) 23,90 
cokt 30.00 100 1,40 1,00 
vmi (37,45) 37,75 
capr 38,57 120 1,40 1,25 
cjui 40,00 81 1,90 1,75 
papr 36,30 54 1,50 1^5 
wessanen (12,50) 12,35 
capr 9,07 50 3,60 3,10 
capr 10,00 50 2,60 2,10 

11,00 122 1,80 1,35 
11,34 49 1,45 1,30 
12,47 392 0,85 0,65 
6,80 50 5,80 5,40 

11,00 167 2,05 1,70 
1361 91 0,80 0,70 

1,20 1,00 
co02 13,61 176 2,90 2,80 
C002 1815 101 1,70 1,55 
C003 10,00 87 4,45 4,20 
papr 12,00 194 0,90 0,80 
papr 12,47 258 1,20 1,25 
po02 9,07 48 1,85 1,70 
po03 10,00 36 2,70 2,70 
Oinzet in contracten: 
waarvan calls: 
puts: 
Totaal uitstaarKte contracten bij i 

c apr 
c apr 
c ajir 
c jul 
c {Ul 
c jul 
coOO 17,01 

1,45 1,40 
2,75 2,75 
2,85 2.65 
7,30 7,30 
3,20 3,20 

14,40 14,40 

1,00 1,00 

1,50 1,50 
2,10 2,00 
1,35 1,25 

3,20 3,20 
2,30 2,20 
1,65 1,50 
1,45 1,40 
0,90 0,70 
5,40 5,40 
1,80 1,80 
0,85 0,70 
1,00 1,00 
3,00 2,80 
1,85 1,70 
4,50 4,30 
0,95 0,90 
1,25 1,25 
2,00 1,95 
3,20 2,70 

uit de telegraaf van dinsdag 2 maart 

Cal l -opt ies 
Als voorbeeld bekijken we een denkbeeldig 
aandeel XYZ. De bezitter van een call-
optie april 60 heeft het recht om in april 
aandelen XYZ te kopen voor 60 euro per 
aandeel, dit is de zogeheten uitoefenprijs. 
De tegenpartij is degene die de optie ver-
kocht heeft, deze wordt de schrijver van de 
optie genoemd. De schrijver moet de 
gevraagde aandelen leveren als de houder 
van de optie daarom vraagt. Als je verwacht 
dat de onderliggende waarde binnenkort 
meer waard wordt, dan kun je met de koop 
van een call-optie geld verdienen. 
Veronderstel bijvoorbeeld dat de huidige 
koers van XYZ 50 euro is en dat je gehoord 
hebt dat het aandeel binnenkort flink zal 
gaan stijgen. In de krant lees je op de 

financiële pagina's: c XYZ april 60 ... 2,50. 
Dit betekent dat een call-optie XYZ met uit-
oefenprijs van 60 euro en die in april afloopt 
ƒ 2,50 kost. Je koopt één optiecontract. Eén 
optiecontract betreft altijd honderd aandelen. 
Je betaalt dus 250 euro plus transactiekosten. 
Opties lopen altijd af op de derde vrijdag 
van de betreffende maand. Dat is de ex-
piratiedatiim, alleen op die dag kun je je 
optierecht uitoefenen. Als in april het aan-
deel XYZ inderdaad gestegen is naar 70 
euro, dan kun je de optie uitoefenen en hon-
derd aandelen kopen voor 60 euro per stuk. 
Op de markt verkoop je deze onmiddellijk 
weer voor 70 euro. Met deze transactie ver-
dien je dus duizend euro. Je winst bedraagt 
750 euro, maar van dit bedrag moet je nog 
wel twee maal transactiekosten aftrekken. 
Je neemt echter wel een gok: als de koers van 



het aandeel XYZ niet 
boven de 60 euro komt, 
dan ben je 250 euro 
kwijt. Zie het schema op 
pagina 5. 

At-the-money-optie 
Optie waarvan de uitoefenprijs 
gelijk of vrijwel gelijk Is aan de 
beurskoers van de onderlig-

gende waarde. 

Put -opt i e s 
Een put-optie is iets moeilijker dan 
een call-optie. Een put-optie werkt precies 
omgekeerd: je koopt een put-optie als je ver-
wacht dat het aandeel XYZ zal zakken. In de 
krant lees je: p XYZ 50 ... 2. Een put-optie 
april met uitoefenprijs 50 euro kost dus 2 euro. 
Je koopt één zo'n contract. Kosten: 200 euro 
plus transactiekosten. Als het aandeel zakt 
naar bijvoorbeeld 40 euro, dan kun je op de 
afloopdatum van het contract de schrijver van 
de optie dwingen honderd aandelen van jou te 

kopen tegen de afgesproken 
prijs van 50 euro. Die 

aandelen koop je op 

Out-of-the-money 
Een call-optie heet out-of-
money als de uitoefenprijs 

hoger is dan de actuele 
beurskoers van de 

onderliggende 
waarde. 

de markt tegen de 
prijs van 40 euro. 
Deze transactie 
levert je 800 euro 
winst op, minus 

transactiekosten. 
Als het aandeel XYZ 

niet onder de 50 euro 
zakt, ben je al je geld kwijt. 

Andere hanf i e l s -
s t r a t e g i e ë n 
Er zijn talloos veel manieren 

om met opties te handelen. 
Bijvoorbeeld, in plaats van te 

wachten tot de afloopdatum 
van het optie-contract, kun je, als 

deze meer waard geworden is, de optie 
zelf verkopen. En in plaats van calls en puts te 
kopen, kun je ze ook schrijven. Het verhaal 
gaat nog veel verder, mensen hebben 
ingewikkelde koop- en ver-
koopstrategieën bedacht 
met namen als spread, 
sti'oddle, strangle, 
butterfly en dynamic 
hedging. Grote 
banken en beleg-
gingsmaatschappijen 
gebruiken opties om 
zich in te dekken tegen 
koersdalingen. 

In-the-money-optie 
Een call-optie is in 
the money als haar 
uitoefenprijs onder 

de actuele beurs van 
de onderliggende 

waarde ligt. 

V e r a m t v r o o r d i n g 
Bij de totstandkoming van deze tekst is 
dankbaar gebruik gemaakt van het boekje 
Opties voor iedereen, van Arno Reekers en 
Peter van der Tuin. Uitgeverij BZZTóH, 
1998. ^ 

E s c h e r p r i j s v r a a g ( r e c t i f i c a t i e ) 
In het februar inummer wo rden alle pri jswinnaars en alle genomineerden genoemd . 
Heleias zijn bij de klassenprijs d e namen van de genomineerde klassen weggeval len. 
Dat zijn: Klas 2B van het Montessori Lyceum Herman Jordan t e Zeist, Klas I I en 
2D van de Kathol ieke S c h o l e n g e m e e n s c h a p Etten-Leur , Klas 3A van he t 
Comenius Col lege t e H i lversum, Klas 4 VWO van d e C.S.G. Aquamar i jn t e 
Vlaardingen en klas 3 & 4 van het Sancta Mar ia Lyceum t e Haarlem. 
De klassenprijs w e r d gesponsord door de M.C. Escherfoundation. 



De bekendste veelvlakken zijn regelmatig: tetraëder, kubus, achtvlak, twaalf- en twintigvlak. 
Al deze veelvlakken omsluiten netjes één volume. Hier bekijken we veelvlakken die meerdere 
volumes omsluiten. 

Veelvlakken met zelfd 
Rinus Roelofs 

Als je een bouwplaat maakt van een veel-
vlak, bijvoorbeeld een kubus, zie je dat je 
eigenlijk alleen werkt met hoekpunten, rib-
ben, en zijvlakken. In elk hoekpunt komen 
drie of meer ribben bij elkaar, en langs elke 
ribbe komen twee zijvlakken bij elkaar. De 
inhoud van het veelvlak ontstaat vanzelf 
Maar als je toestaat dat de zijvlakken elkaar 
ook mogen doorsnijden, kun je vreemde 
dingen krijgen. Figuren die je ook best 'veel-
vlakken' zou kunnen noemen (want ze 
bestaan uit 'veel vlakken'), maar die niet 
zo'n goed bepaalde 'inhoud' hebben. 

Tiveeëndert igvlak of t ivaalfvlak? 
In figuur 1 zien we een veelvlak dat lijkt te 
bestaan uit alleen maar gelijkzijdige drie-
hoeken: een aantal aan de buitenkant en 
een aantal naar binnen gevouwen. Om pre-
cies te zijn acht driehoeken aan de buiten-
kant en zes 'deuken' van vier driehoeken; 

in totaal tweeëndertig driehoeken. Je zou dit 
dus een tweeëndertigvlak kunnen noemen. 
Verrassend genoeg kun je de figuur ook 
opvatten als een twaalfvlak! Kijk je goed 
naar een driehoek aan de buitenkant, dan 
zul je ontdekken dat elke zijde van de drie-
hoek eigenlijk onderdeel uitmaakt van een 
grote zeshoek. In totaal kun je vier grote 

regelmatige zeshoeken ont-
dekken, die elkaar allemaal 
doorsnijden; de middelpunten 
van de zeshoeken liggen in het 
middelpunt van het veelvlak. 
Tellen we nu opnieuw dan 
komen we tot vier zeshoeken 
en acht driehoeken, ofwel een 
twaalfvlak! In figuur la heb-
ben we de acht buitenste drie-
hoeken weggelaten, en alleen 
de vier elkaar doorsnijdende 
zeshoeken weergegeven. Deze 
figuur kun je dus maken met 
een bouwpakketje bestaande 
uit vier regehnatige zeshoeken. 

Figuur la. 

Figuur I. 



rsnijdinge^ 

Figuur 2a. 

Figuur 2. 

In het veelvlak tellen we twaalf vlakken, 
vierentwintig ribben en vierentwintig hoek-
punten. Hierin hebben we de zelfdoorsnij-
dingen (de diagonalen van de zeshoeken) 
niet meegeteld. In elk van de ribben komen 
steeds precies twee vlakken samen: een 
driehoek en een zeshoek. 

Het k l e i n s t e k indje 
Het veelvlak uit figuur 1 is maar één van 
de vele voorbeelden van veelvlakken met 
elkaar doorsnijdende vlakken; er is een 
hele familie van dit soort veelvlakken en 
hiervan zullen we een aantal eigenaardige 
familieleden bekijken. We beginnen met 
het kleinste lid van de familie: het zesvlak. 
Eerst bekijken we de elkaar doorsnijdende 
vlakken van dit zesvlak: twee vierkanten, 
die elkaar langs een diagonaal snijden. Zie 
figuur 2a. Deze figuur kun je zelf eenvoudig 

maken door twee 
vierkanten langs 
een diagonaal 
voor de helft in 
twee knippen en 
in elkaar te schuiven. In figuur 2 zie je het 
zesvlak: het bestaat uit de twee elkaar door-
snijdende vierkanten en nog vier driehoeken. 
Aan elke zijde van de vierkanten zit dus een 
gelijkzijdige driehoek vast. Dit veelvlak heeft 
dus zes hoekpunten, acht ribben en zes zij-
vlakken. De twee vierkanten snijden elkaar 
langs een diagonaal, maar deze diagonaal tel-
len we niet mee als ribbe. Bij elke ribbe 
komen twee zijvlakken samen: één vierkant 
en één driehoek. Bij nadere beschouwing 
blijkt dit zesvlak een deel van een regelmatig 
achtvlak, een octaëder, te zijn. Preciezer, het 
is de helft van een octaëder — de zes hoek-
punten zijn de hoekpunten van een octaëder. 
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Een tiwaalfvlak m e t g a t 
Het grote broertje van het veelvlak uit 
figuur 2 zie je in figuur 3. Dit veelvlak is 
opgebouwd uit zes elkaar doorsnijdende 
vijfhoeken en zes driehoeken. 
Hoe deze vijfhoeken in elkaar zit-
ten is weergegeven in figuur 3a: ze 
vormen samen een ring, waarbij 
de vijfhoeken elkaar snijden langs 
de diagonalen. 
Om deze ring zelf te maken begin 
je met zes regelmatige vijfhoeken, 
die je twee keer zoals aangegeven 
inknipt. De vijfhoeken schuif je 
dan om en om in elkaar. 

Het veelvlak uit figuur 3 ontstaat uit 
figuur 3a door toevoeging van zes regel-
matige driehoeken. Het resultaat is dat 
elke ribbe een zijkant is van precies twee 

zijvlakken, een vijfhoek en 
een driehoek. Het veelvlak 
bestaat dus uit zes vijfhoe-
ken en zes driehoeken; het is 
een twaalfvlak. Er zijn tien 
hoekpunten en achttien rib-
ben. De doorsnijdingen van 
de vijfhoeken tellen we weer 
niet mee als ribbe. 
De ring van vijfhoeken uit 
figuur 3a heeft een gat in het 
midden. Dit gat blijft bestaan 
als je de zes driehoeken toe-
voegt. Het veelvlak uit figuur 
3 heeft dus een gat in het 
midden! 

Figuur 3. 

Figuur 3a. 
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Figuur 4. 

N o g e e n twraalfvlak 
We kunnen nog veel meer van dit soort veel-
vlakken construeren. Zie figuur 4. Dit veel-
vlak, ook weer een twaalfvlak, bestEiat uit vier 
elkaar doorsnijdende regelmatige zeshoeken 
(zie figuur 4a), aan-
gevuld met acht 
vierkanten. De zes-
hoeken doorsnijden 
elkaar nu niet langs 
de lange diagonaal, 
zoals in figuur la, 
maar langs de korte. 

Figuur 4a. 

Een v r a a g 
In figuur 4 is goed te zien dat het veelvlak 
uit een aantal compartimenten (of volumes) 
bestaat, in totaal vier. Bepaal ook het aantal 
compartimenten in de andere figuren. Als je 
het goed doet zal het je misschien opvallen 
dat dit aantal steeds even is. De vraag is nu: 
zijn er ook veelvlakken te vinden waarbij 
dit aantal oneven (en groter dan 1) is? ^ 

Literatuur 
1. Magnus J. Wenninger, Potyhedron Models, Cambridge 
University Press, 1971 (het bekendste overzicht met heel 
veel en goede plaatjes; hier en daar wat slordig). 
2. A. K. van der Vegt. fief>elniaaT in de ruimte. Delftse 
Uitgeversmaatschappij. 1991 (leuk Nederlands boekje; 
goed leesbaar). 
3. Peter R. Cromwell, Polyhedra. Cambridge University 
Press, 1997 (goed wiskundig en historisch overzicht). 
4. Alan Holden, Shapes. Space and Symmetry. Dover 
Publications. New York. 1971 (prachtige foto's, goede 
handleiding om zelf modellen te maken). 
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Bij een berekening tikte ik op de rekenmachine in: 1:81. Het resultaat was opvallend, de 
eerste acht decimalen zijn gelijk aan: 

n n I j j u c c ^1 
U/ U I L J I J u I 

Leon van den Broek 

Een prachtige regelmaat! Is dit toeval, of 
kunnen we dit op de een of andere manier 
begrijpen? 
Het mooie patroon in de decimalen van 
1/81 wordt veroorzaakt door de mooie 
regelmaat van 

^ = 0,33333... 

Deel door 3 en je krijgt de oneindige 
decimale breuk 

i = 0,l l l l l . . . 

De breuk 1/81 is het kwadraat van 1/9 . Om 
de decimale ontwikkeling van 1/81 te bepa-
len, moet je dus uitrekenen: 

0,11111... X 0,11111... 

Dat is gelijk aan: 

0,1 X0,11111... 
0,01 X 0,11111... 

0.001 X 0,11111... 
0,0001 X 0,11111... 

+ 

Deze som kunnen we handig onder elkaar 
schrijven: 
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0,011111... 
0,0011111... 
0,00011111... 
0,000011111... 

+ 
0,012345679... 

Nu begrijp je waar we mooie regelmaat 
vandaan komt! Maar je ziet ook dat de 
regehnaat onderbroken wordt bij de negende 
decimaal. 

M a c h t e n v a n 10 
Met negatieve machten van 10 kun je de 
som schrijven als 

010 ' + 1 1 0 - + 2-10-'-i- 3-10"'+ -

Vanaf de negende plaats komt er: 

8-10"' + 9 1 0 ' " + 10-10 " + 1110^'- + -

en dan moet je gaan 'wisselen' om de deci-
malen te vinden: 

9-10 ' + O-IO'" + MO " + 210 " + -

Zo verdergaand krijgen we: 

^ = 0,0123456790123456790123... 

De breuk 1/81 is dus een repeterende deci-
male breuk met periode 9, waarbij de groep 
cijfers '012345679' zich steeds herhaalt. ^ 



Fitiaticiële i/iriskunde 
Financiële wiskunde is in de wereld van het wiskundig onderzoek een buitenbeentje. Niet 
alleen omdat het een nog relatief jong onderzoeksgebied is, maar ook omdat wiskundige 
resultaten zich meteen in klinkende munt laten omzetten! 

AEX e n DAX 
Peter Spreij en Robin de Vilder 

Aandeelkoersen gaan op en neer en gedragen 
zich onvoorspelbaar: niemand kan op de 
korte termijn het verloop van de koersen 
voorspellen. In bepaalde gevallen kan een 
nauwkeurige wiskundige analyse toch 
enige structuur opleveren en deze ken-
nis kun je gebruiken om er geld mee 
te verdienen. We zullen dit laten 
zien aan de hand van twee beurs-
indices: de Nederlandse AEX-index 
en de Duitse DAX. 

Aandeelkoersen en toeval 
Hoe kijkt men in de financiële theorie tegen 
aandelenprijzen aan? Op de lange termijn is 
bekend dat de prijzen gemiddeld zullen stij-
gen, terwijl op de korte termijn de aandelen-
prijzen gedreven worden door nieuws dat per 
definitie onvoorspelbaar is (anders zou het 
geen nieuws zijn). In het februarinummer 
van Pythagoras hebben we hiervoor een 
wiskundig model gemaakt: de zogenaamde 
meetkundige Brownse beweging. De bewe-
gingen van dit proces zijn continu, maar zeer 
grillig en onvoorspelbaar. Aan dit wiskundi-
ge model ligt de theorie van de efficiënte 
markthypothese (EMH) ten grondslag. 
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In zijn meest eenvoudige vorm zegt deze 
theorie dat aandelenprijzen niet voorspel-
baar zijn: uit de koersgegevens van de voor-
bije tijd kun je niet de koers van morgen 
voorspellen. Want als financiële processen 

voorspelbare structuren zouden bezit-
ten, dan zouden deze door de 

markt worden 'geleerd', met 
als gevolg dat ze uiteindelijk 
verdwijnen. 
De EMH zegt ook dat tus-
sen verschillende markten 

geen voorspelbare structu-
ren bestaan. Wel hebben aan-

delenprijzen overal ter wereld de 
neiging om in dezelfde richting te bewegen, 
maar dit gebeurt onmiddellijk en tegelijker-
tijd — er kan geen systematisch voordeel 
aan worden behaald. Bijvoorbeeld, als de 
Amerikaanse Dow Jones zou crashen, dan is 
een crash op de Europese beurzen onvermij-
delijk. Deze informatie wordt ech 
ter onmiddellijk in de koersen 
verwerkt en levert dus 
geen enkel voordeel op. 
Daarom kunnen we 
een dergelijke afhan-
kelijkheid als niet 
aanwezig opvatten. 

Fonward 
Een forward 

is een overeen-
komst om op een 

vastgestelde datum 
in de toekomst iets 
te kopen of te ver-

kopen tegen een 
van tevoren vast-

gestelde prijs. 



N e d e r l a n d / D u i t s l a n d 
De EMH zegt in het bijzonder 
dat tussen de Nederlandse en 
Duitse beurs geen voorspelbare 
structuren bestaan. Dat wil zeggen, 
buiten een gemeenschappelijke be-
weging gaan de Nederlandse en Duitse 
beursindices min of meer onafhankelijk van 
elkaar hun eigen weg. De Duitse aandelen-
prijzen en de Nederlandse aandelenprijzen 
moet je daarom opvatten als twee aparte 
meetkundige Brownse bewegingen, die zich 
onafhankelijk van elkaar gedragen. Dit is 
niet onlogisch, want de Duitse en de Neder-
landse economieën verschillen in een aantal 
opzichten essentieel van elkaar; zo heeft 
Duitsland momenteel een historisch hoge 
werkloosheid en Nederland een historisch 
lage werkloosheid. 

DAX e n AEX 
We gaan de Duitse beursindex DAX verge-
lijken met de Nederlandse AEX-index. In de 
DAX-index zitten de 30 grootste aandelen-
fondsen die in Frankfurt genoteerd staan. In 
de AEX-index zitten de 26 belangrijkste aan-
delenfondsen van de Amsterdamse beurs. 

Beide indices zijn zo sa-
mengesteld dat het fonds 
met de grootste beurs-
kapitalisatie (het aantal 

aandelen maal beurskoers) 
het meeste gewicht heeft 

(met een maximum van 10 pro-
cent), en het fonds met de kleinste 

beurskapitalisatie het minste gewicht. Voor 
de AEX betekent dit bijvoorbeeld dat 
Koninklijke Olie en Unilever zeer zwaar 
wegen in de index, en ASML en Baan zeer 
licht. 

We willen nu gaan controleren of beide 
indices correct worden weergegeven door 
twee meetkundige Brownse bewegingen. Om 
dit te onderzoeken maken wij gebruik van 
de tijdreeksen van de AEX en de DAX. 
Beide reeksen bevatten 1603 observaties 
(dagelijkse slotprijzen) en overdekken de 
periode 1-7-1991 tot 27-10-1997, zie figuur 1. 

Fitten 
Op het oog lijkt de meetkundige Brownse 
beweging geen slecht model voor beide 
indices. Dit valt ook statistisch na te gaan met 
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. Inadetijdreeks van de AEX voorde periode 1-7-1991 tot 27-10-1997. In b dezelfde tijdreeksvoor de DAX. 
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Figuur 2. In a de tijdreeks van de AF.X als meetkundige Brownse beweging. Idem in b. maar dan voor de DAX. 

behulp van een aantal vrij eenvoudige toetsen. 
Door de algemene meetkundige Brownse 
beweging te 'passen' op de DAX en de AEX 
('fitten' in het Engels), krijgen we twee ver-
schillende meetkundige Brownse bewegingen: 

AEX(t) = e 
DAXit) = e 

,0.0007261 -I- 0.0087198(0 

p.000536f -I- 0.009613i'(f) 

Hier zijn B(t) en B'{t) twee verschillende 
Brownse bewegingen (zie het februari-
nummer voor meer informatie). In figuur 2 
hebben we een tijdreeks van beide processen 
afgebeeld; vergelijk deze met die in figuur 1. 

AfhankeUjk of niet? 
Om de DAX en de AEX te vergelijken, 
bekijken we het quotiënt van de DAX en 
AEX. Dat wü zeggen, we beschouwen de gra-
fiek van AEX(r)/DAX(0 (zie figuur 3). Het 
quotiënt AEX(tyDAXit) kun je interpreteren als 
de relatieve stijging van de AEX ten opzichte 
van de DAX. Omdat de Brownse bewegingen 
B{t) en B'{t) niets met elkaar te maken hebben, 
verwachten we opnieuw een meetkundige 
Brownse beweging te krijgen, ondanks de al 
eerder besproken afhankelijkheid tussen de 
twee processen. In figuur 3a hebben we dit 
proces afgebeeld. 

Op de lange termijn zou er een duidelijke 
stijgende trend in het quotiënt moeten zitten, 
dit vanwege het feit dat in de afgelopen 7 
jaar de AEX gemiddeld meer is gestegen dan 
de DAX. Corrigeer je voor de trend in het 
quotiënt (dit gebeurt met de zogenaamde 
lineaire regressie analyse) en neem je natuur-
lijke logaritmen van het quotiënt, dan krijg 
je de tijdreeks zoals afgebeeld in figuur 3b. 
Door het nemen van logaritmen is het ver-
schil tussen twee opeenvolgende dagen het-
zelfde als het verschil in rendementen tussen 
beide indices. 

Volgens de EMH wordt dit quotiënt-proces 
volledig geregeerd door het toeval: op ieder 
tijdstip kan niets worden gezegd over de toe-
komst van het proces. Ook kan niet worden 
voorspeld wanneer de tijdreeks de trendlijn, 
daar waar de AEX en de DAX met elkaar in 
evenwicht zijn, passeert. De theorie voorspelt 
precies hoe het quotiënt-proces AEX(t)/DAX{t) 
er uit ziet: als een meetkundige Brownse 
beweging. 

Theor ie e n praktijk 
Tot nu toe hebben we het quotiënt-proces 
bekeken van de theoretische modellen voor de 
AEX en DAX-indices. Als de EMH klopt, 
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Figuur 3. In a de theoretische tijdreeks van AEX(t)/DAX(t), gemodelleerd als meetkundige Brownse beweging. In 
b idem. maar gecorrigeerd voor de trend en door het nemen van de natuurlijke logaritme. 

dan moeten ook de empirische reeksen, dat 
wil zeggen, de reeksen zoals die zich in werke-
lijkheid voorgedaan hebben, zich gedragen 
zoals de theorie voorspelt: het quotiënt van de 
empirische reeksen AEX{t) en DAX{t) zou zich 
moeten gedragen als een meetkundige 
Brownse beweging. Dit quotiënt staat af-
gebeeld in figuur 4, gecorrigeerd voor de 
trend en door het nemen van logaritmen. 

Figuur 4 is dus ontstaan door samenvoeging 
van figuur la en Ib. Op grond van de theorie 
zouden er veel overeenkomsten moeten zijn 
tussen figuur 3b en figuur 4b, maar die zijn er 
niet! Eén van de verschillen is dat de empiri-
sche reeks de neiging heeft zich rond de trend-
lijn te bevinden. Uit een statistische analyse 
blijkt dat er in de empirische reeks sprake is 
van zogenaamde 'coïntegraüe'. Dit betekent 
dat het empirische proces ln(AEX{t)/DAX{t)) de 
neiging heeft zich rond de trendlijn te 
begeven, en bovendien dat deze trendlijn 
'aantrekkend' is. Dergelijk gedrag is 
niet kenmerkend voor de meet-
kundige Brownse beweging en in 
tegenspraak met de EMH! 

Een ^winstgevende strategie 
Tot nu toe heeft onze wiskundige analyse 
opgeleverd dat DAX en AEX zich voor-
spelbaarder gedragen dan je op grond van 
de EMH zou verwachten. Het leuke is dat 
met deze wiskundig verworven informatie 
geld te verdienen valt! Onze statistische 
analyse zegt namelijk dat als het quotiënt 
AEX{t)/DAX(t) zich 'ver' van de trendlijn 
bevindt, het quotiënt weer richting trendlijn 
zal bewegen. Dat wil zeggen, als het quotiënt 
zich boven de trendlijn bevindt, dan staal de 
AEX 'te hoog' ten opzichte van de DAX, en 
omgekeerd, als het quotiënt zich onder de 
trendlijn bevindt, dan staat de AEX 'te laag'. 
Om onze resultaten te beschermen tegen de 
werking van de Efficiënte Markt, kunnen we 
hier helaas niet zeggen wat we precies bedoe-
len met 'ver', 'te hoog' en te laag'. 

Wat doen we als het quotiënt zich vol-
doende 'ver' boven de trendlijn 

bevindt? Dan verkopen we 
short in Amsterdam één 
future-contract AEX en 
kopen we long in 
Duitsland één future-

contract DAX (voor het 

Short position 
Ontstaat wanneer 
je geleende aan-
delen verkoopt: 
een 'negatieve' 

positie dus. 
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gemak nemen we aan dat deze contracten, uit-
gedrukt in euro, dezelfde grootte hebben). 
Indien het quotiënt zich voldoende 'ver' onder 
de trendlijn bevindt, dan doen we het omge-
keerde: we kopen één future-contract AEX en 
verkopen één future-contract DAX. Omdat 
we het ene contract short verkopen en het 
andere contract long kopen en omdat beide 
contracten dezelfde grootte hebben, komt de 
positie er op neer dat we in geld neutraal zitten. 
Dat wil zeggen, de aankoop van het long-
contract wordt gefmancierd met de verkoop 
van het short-contract. Dit is een zogenaamde 
arbitrage-positie. 
Van onze analyses weten we dat het quotiënt 
altijd wordt aangetrokken door de trendlijn. 
Dit betekent dat op den duur het quotiënt 
weer in de 'buurt' van de trendlijn komt. Als 
dit gebeurt maken we onze positie weer onge-
daan. De afstand die het quotiënt tussen het 
moment van opzetten en het moment van 
afronden heeft afgelegd is de behaalde winst. 

Nu zal iedereen geïnteresseerd zijn in het 
behaalde rendement. Om dit te berekenen 
moeten we eerst zeggen hoeveel geld geïnves-
teerd moet worden. Als basis gebruiken wij 
het minimale bedrag dat de bank van een par-
ticulier verlangt om een dergelijke positie één 
contract long en één contract short) te mogen 
opzetten. Dit is de zogenaamde margin en 
deze bedraagt ƒ 18.000,- voor een AEX-
contract en ƒ 14.000,- voor een DAX-contract. 
In totaal bedraagt de margin per transactie dus 
ƒ 32.000,-. Het behaalde rendement berekenen 
we als de som van de behaalde resultaten door 
elf keer één contract te kopen en één contract 
te verkopen. Na 12 maanden handelen 
bedroeg het saldo van de rekening ƒ 102.000,-, 
een rendement van ruim 200%. Na aftrek van 
transactiekosten bleef hiervan 200%o over. De 
AEX heeft in deze periode een rendement van 
ongeveer 27%o rendement behaald. In 1998 
heeft onze strategie dus een veel hoger rende-
ment behaald dan de AEX. ^ 

Rendement 
Dit systeem is vorig jaar in de praktijk uit-
geprobeerd door het Amsterdamse commis-
sionairsbedrijf IMG Holland N.V. In deze 
periode is er in totaal elf keer gehandeld, en 
iedere transactie is afgesloten met winst! 

Afstudeeropdracht 
Dit artikel is gebaseerd op wetenschappelijk onderzoek dat 
heeft gediend als afstudeeropdracht van Remco Peters, 
momenteel AIO financiële wiskunde bij de faculteit 
Wiskunde informatica Natuurkunde en Sterrenkunde van 
de Universiteit van Amsterdam. Van hem zijn ook de 
plaatjes, waarvoor onze dank. 
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Kun jij de onderstaande opgaven oplossen? Stuur dan je oplossing 
naar het onderstaande adres en maak kans op een boekenbon van 25 gulden! 

Pythagora: 
Opgave 45 
Kies een getal van 13 cijfers (in het tientallig 
stelsel). Tel daarbij het getal op dat je krijgt 
door de cijfers achterstevoren op te schrij-
ven. Laat zien dat het eindresultaat altijd 
een even cijfer bevat. Bijvoorbeeld, als je 
begint met 1234567890248, dan reken je uit: 

1234567890248 + 8420987654321 
= 9655555544569. 

Dit laatste getal bevat de even cijfers 4 en 6. 

Opgave 46 
We gaan elke breuk f schrijven als som 
van breuken met teller 1. We doen dit als 
volgt. Kies het kleinste natuurlijke, posi-
tieve getal p zó, dat j , - y, niet-negatief is. 
Vervolgens kiezen we de kleinste q zó, dat 
A~;l^;/ niet-negatief is. Zo gaan we verder. 
en als we op nul uitkomen, dan hebben we 
'i op de gewenste manier geschreven. Laat 
zien dat dit algoritme werkt, dat wil zeggen 
dat je na eindig veel stappen altijd op nul 
uit komt. Een voorbeeld: als we starten 
met 4s , dan is de eerste breuk 7 , omdat 
2̂  " 7 = 5ö- We krijgen: 

2 5 - 7 ^ 59 ^ 5 1 6 . 1 ^ 5.-(.-!07975 • 

Stuur je oplossing naar: 

Pythagoras Olympiade 
TU Eindhoven 
Faculteit Wiskunde 
Hoofdgebouw kamer 9.50 
Postbus 513 
5600 MB Eindhoven 
email: sander@win.tue.nl 

Vermeld bij de oplossing je naam, adres. 
school en klas. Stuur bij de antwoorden 
ook een toelichting, waarin uitgelegd wordt 
hoe je aan het antwoord gekomen bent 
(een berekening of een bewijs). Insturen is 
mogelijk tot en met 15 mei 1999. Onder de 
inzenders van goede oplossingen wordt per 
opgave een boekenbon van vijfentwintig 
gulden verloot. Let op: het is de bedoeling 
dat je de oplossing ze//vindt! 

Op de volgende pagina's staan de oplos-
singen van de opgaven uit het december-
nummer. 

Veel succes! 
Ronald van Luijk, Wim Oudshoorn en 
Sander van Rijnswou. 
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telefoonnummer 

handtekening 

t e n abonnement op Pythagoras kös t f 37,50 per jaar. » 
'Bij tussentijdse abonnering ontvangt u alle nummers van de lopende jaargang. Wa 
* tnet betalen tot u de acceptgiro thuisgestuurd krijgt. Alle abonnementen zijn dooriopen. 
ittonTü vnnif 1 juli schriftelijk is opgezegd bij de abonnee-administratie. 
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Verknipt 

Abtiiii, tapijt verkoper te Inslanbul. heeft een probleem. Hij moet voor 

zonsondergang een stuk tapijt van 1 m bij 1 m leveren aan een Engelse 

toerist. Hij wil het maken van een stuk tapijt van 9 dm bij 12 dm dal 

hij nog heeft liggen, maar tot zijn grote ontsteltenis heeft hij ont-

dekt dat iemand er in het midden een stuk van 1 dm bij 8 dm 

heeft uitgeknipt. Abdul vindt echter al vlug een manier om 

het lapijl in Iwee stukken te knippen zó. dat hij 

het weer aan elkaar kan naaien met hel 

gewenste resultaat. Zie jij hoe dit moet'? 

Postzegel 
niet nodig 

Pythagoras 

Antwoordnummer 17 

7940 VB Meppel 



leerlmgabonnemeri 
op P y t h a g o t - a : 

adres " l 
postcode en woonplaats | 

telefoonnummer 

geboortedatum 

schoot 

klas 

Een leerlingabonnement op Pythagoras kost ƒ 30,- per jaar en geldt alléén voor 
leerlingen tot 18 jaar. 
Bij tussentijdse abonnering ontvangt u alle nummers van de lopende jaargang. Wacht 
met betalen tot u een acceptgiro thuisgestuurd krijgt. Alle abonnementen zijn door-
lopend, tenzij voor 1 juli schriftelijk is opgezegd bij de abonnee-administratie. Bij het 
bereiken van de 18-jarige leeftijd wordt dit abonnement automatisch omgezet in 
een gewoon abonnement. 
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Pytliagoras Olympiade 

Opgave 42 
Er is een flatgebouw met 

36 verdiepingen. Jij hebt een glas. Als je dat 
glas van een verdieping naar beneden gooit 
dan breekt het glas, of het breekt niet. Als het 
glas wel breekt, dan breekt het ook vanaf alle 
hogere verdiepingen; als het niet breekt dan 
breekt het ook niet vanaf alle lagere verdie-
pingen. Je wilt uitzoeken vanaf welke verdie-
ping precies het glas breekt. Er is maar één 
manier om daar achter te komen: je gooit het 
glas van de Ie verdieping naar beneden, als 
het niet breekt dan gooi je het van de 2e 
verdieping naar beneden, et cetera, net 
zolang tot het glas breekt of tot je alle 36 
verdiepingen gehad hebt, In het slechtst 
denkbare geval moet je 36 keer het glas 
naar beneden gooien. 
Wat is de beste manier om uit te zoeken 
vanaf welke verdieping de glazen breken als 
je niet één, maar twee (identieke) glazen 
hebt? Een manier is beter dan een andere als 
er in het slechtst mogelijke geval minder 
pogingen nodig zijn dan in het slechts moge-
lijke geval van de andere manier. 

OPLOSSING. De optimale strategie heeft in het 
slechtste geval 8 keer gooien nodig. Daarvoor 
moeten we starten op verdieping 8. Als het 
glas breekt, dan hebben we nog 7 worpen over 
om de verdiepingen 1 tot en met 7 te testen. 
Als het niet breekt, dan gooien we een glas van 
verdieping 8 + 7 = 15. Als het dan breekt, dan 
hebben we nog 6 worpen om de verdiepingen 
9, 10, 11, 12, 13 en 14 te testen en dat is weer 
net genoeg. Als het niet breekt, springen we 
naar verdieping 15 + 6 = 21. Uiteindelijk 

kunnen we zo komen tot verdieping 
8 + 7 + 6 + 5 + 4 + 3 + 2 + 1 = 36. Zeven 
pogingen zijn niet altijd voldoende. Met 
behulp van de bovenstaande argumentatie 
kun je laten zien dat je dan slechts tot ver-
dieping 7+6+5+4+3+2+1 = 28 komt. Maar 
er is ook een andere manier om in te zien dat 
7 pogingen niet genoeg zijn. De resultaten 
van 7 keer gooien codeer ik met een rijtje 
van zeven enen en nullen. Als een glas 
breekt dan schrijf ik een 1, als een glas niet 
breekt dan schrijf ik een 0. Er kunnen maar 
twee glazen breken dus in dat rijtje kunnen 
slechts twee enen staan. Nadat twee glazen 
gebroken zijn maak ik het rijtje af met nullen. 
Hoeveel mogelijke uitkomsten kan ik krijgen? 
Het zijn er © + (I) + Q = 21 + 7 + 1, 
corresponderend met respectievelijk uit-
komsten met respectievelijk twee, één of nul 
enen. Als ik de verdiepingen van een flat-
gebouw met 36 verdiepingen moet kunnen 
onderscheiden dan moet ik zeker 37 ver-
schillende uitkomsten kunnen krijgen (één 
meer dan 36 , want het glas zou nooit kun-
nen breken). Maar 29 is minder dan 37 dus 
met 7 worpen kan het nooit. Hoe slim je het 
schema ook in elkaar zet, je kunt domweg 
niet genoeg verschillende uitkomsten krijgen. 

Deze opgave is opgelost door: Bart Vandewoestijne te 
Zwevegem, Gertjan Kok, Sint-Maartenscollege te 
Voorburg, David de Kloet, Fons Vitae Lyceum te 
Amsterdam, Martijn Kropman, Lorentz-Casimir 
Lyceum te Eindhoven, Michiel van Dam, Groene Hart 
Lyceum te Alphen a/d Rijn, Birgit van Dalen, 
Vlaardingse Openbare Scholengemeenschap, H, 
Vcrdonk te Den Haag, Herbert Beltman, De 
Waerdenborch te Holten, Jan Tuitman, Praedinius 
Gymnasium te Groningen, Jan Maas, Aloysius College 
te Den Haag, Ka-Wing Lam, Hondsrugcoilege te 
Emmen. De boekenbon gaat naar David de Kloet. 
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Nederland heeft In de wereldgeschiedenis de primeur van de eerste beurscrash. 
Een gigantische speculatie In een bekend Nederlands exportproduct veroorzaakte deze 
crash. Welk product dat was? Hollandse tulperi! 

% 
Is de lente komt, dan stuur ik jou... 

Michel Vellekoop 

In de zeventiende eeuw beleefde Nederland 
een periode van ongekende welvaart. De 
tachtigjarige oorlog met de Spanjaarden 
om onze onafhankelijkheid liep ten einde, 
waardoor het eindelijk weer wat rustiger 
werd in de lage landen. Daardoor werd 
Holland een van de belangrijkste handels-
naties van Europa. Kunst en 
wetenschap bloeiden: denk 
maar eens aan de schilderij-
en van Rembrandt en de 
ontdekkingen van 
Christiaan Huygens 
in de wis- en natuurkunde. 
Dat Amsterdam, de plaats 
van waaruit zoveel handel 
gedreven werd met zoveel 
verschillende landen, ook de 
locatie werd voor een van de 
allereerste beurs-crashes uit 
de geschiedenis, is dan ook 
niet erg verbazingwekkend. 

\MI ccn Meeiiip-fi? o 

TlJLiPAANEN, 
Naai- Jict JLcvcn ^hfhnd 

oiii JiKnncNjucpit .̂.Sit-Mrte s,r BOI.I:.EN. 

in itcii juwAlóS^. 

P Co^ 
T. I I / I A K I J E M . 

De voorpagina van het tulpen-
boek uit 1637 van P. Cos, 

bloemist te Haarlem, 

De tulp 
Rond 1550 werd de tulp voor het eerst 
'ontdekt'. Oorspronkelijk werd de tulp 
vooral in Constantinopel gekweekt. 
Welgestelde Nederlanders die tulpebollen 
wilden hebben bestelden ze in Turkije, en 

het woord 'tulp' wordt verondersteld van 
het woord 'tulband' af te stammen. De 
populariteit van de tulp, en de prijzen die 
ervoor betaald werden, groeiden jaarlijks. 
In de dertiger jaren van de zeventiende 
eeuw werd de tulp hét statussymbool van 
de rijken in Nederland, en iedereen die 
geld had moest er minstens één in huis 
hebben. De gecultiveerde tulpen waren 

zwak en moesten uiterst voor-
zichtig behandeld worden. 
Een Engelsman schreef: "Dit 
culturele meesterwerk wordt 
zwakker naarmate het mooi-
er wordt en daarom kan het, 
zelfs met de grootste handig-
heid en beste verzorging, 
nauwelijks overgeplant wor-
den, of zelfs maar in leven 
gehouden." Misschien dat de 
zwakte van de plant mede 
oorzaak was van de enorme 
populariteit van de tulp. 
Tulpen waren relatief schaars, 
en de prijzen konden daarom 
veel meer omhooggestuwd 

worden dan bijvoorbeeld voor rozen het 
geval was. Een rijke handelaar in Haarlem 
betaalde de helft van zijn hele fortuin voor 
één plantje, in Frankrijk werd een tulpebol 
geruild voor een volledige bierbrouwerij, en 
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De Admiraal Verijck. Gewicht 214 aas. Prijs 1045 gulden. 
Uit het tulpenboek van P. Cos. 

tijdens het hoogtepunt van de speculatie in 
1636 werd een tulpebol verkocht voor een 
bedrag dat vandaag de dag meer dan 7.000 
gulden waard zou zijn. Dure variëteiten zoals 
de Semper Augustus en Admiraal Van der Eyck 
werden daarom gewogen in perits; een bij-
zonder kleine gewichtsmaat die minder dan het 
gewicht van een graankorrel representeerde. 

Een u i 
De handel in tulpen en tulpebollen 
nam ongekende vormen aan, en 
leidde tot amusante situaties. Zo is 
er het verhaal van de zeeman die 
jarenlang van huis geweest was om 
voor een koopman goederen op te 
halen. Bij thuiskomst kreeg hij van 
de opgewonden koopman in diens 
pakhuis een grote haring kado. De 
zeeman meende dat de koopman 
het vast niet erg zou vinden als hij 
een ui die hij in het pakhuis aan-
trof mee zou nemen voor bij de 
haring, en zittend op de kade ver-
orberde hij in enkele minuten deze 
lunch van ui en haring. Nog 
dezelfde dag werd hij gearresteerd 
in opdracht van de woedende 
koopman, die verklaarde dat de 
zeeman geen ui maar een Semper 
Augustus tulpebol had opgegeten, 
ter waarde van 3000 florijnen. 
"Genoeg", zo meende de onthutste 
koopman, "om de Prins van 
Oranje en het hele hof van de stad-
houder een overdadig feestmaal 
aan te bieden". De zeeman werd 
wegens diefstal voor enkele maan-
den opgesloten. 
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OptieKandel 
Het zal niemand verbazen 
dat winkeliers, en zelfs het 
armste deel van de bevolking, 
zeer geïnteresseerd raakten in 
tulpen. Velen begonnen te 
handelen in tulpebollen. 
Prijzen werden al van te 
voren afgesproken, nog voor 
de bollen uit de grond waren 
gekomen. 
Tegenwoordig zouden we 
dat futures of opties noemen, 
en op de aandelenbeurs van 
Amsterdam ontstond een 
levendige handel in zulke prijscontracten. De 
handelaren op de beurs gebruikten de 
fluctuaties in de prijs van tulpen om enorme 
winsten te maken. Het buitenland raakte 
ook in de ban van tulpen, en grote sommen 
geld stroomden Holland binnen. De adel, 
maar ook boeren, zeelui, dienstmeisjes en 
zelfs arme families die hun familiezilver 
verkocht hadden, investeerden in tulpen. 
In het begin nam de vraag naar tulpen 
alleen maar toe, en iedereen maakte winst. 
Er leek geen eind aan te komen. 

Crasl i 
In 1637 stortte de hele markt voor tulpen 
in elkaar. Een aantal handelaren merkte dat 
ze hun tulpen niet meer konden verkopen 
voor de gigantisch opgeblazen vraagprijs 
die op dat moment gold. Het nieuws ver-
spreidde zich als een lopend vuurtje, en 
binnen twee maanden waren tulpebollen 
vrijwel niets meer waard. Mensen die bijna 
al hun bezittingen verkocht hadden voor 
een paar bollen werden tot de bedelstaf 
veroordeeld, en er waren zelfs adelijke 

families die de finan-
ciële klap nooit te 
boven zouden komen. 
Faillietverklaringen 
waren aan de orde van 
de dag in elke grote 
Hollandse stad. 
De regering werd ge-
dwongen in te grijpen, 
en deze verklaarde alle 
tulpcontracten die ge-
sloten waren in of vóór 
november 1637 nietig. 
Bovendien mochten 
alle contracten van na 

die tijd afgekocht worden tegen tien procent 
van de oorspronkelijke prijs. Maar de prijs 
van tulpen was inmiddels gekelderd tot 
ongeveer acht procent van de contract-
waarde, zodat zelfs deze maatregel weinig 
hielp. Er werden in de al-gemene paniek 
zoveel rechtszaken wegens contractbreuk 
aangespannen dat de rechters in Den Haag 
en Amsterdam unaniem weigerden ze te 
behandelen. Als officiële reden werd gegeven 
dat het hier 'gokschulden' betrof, en geen 
contractbreuk. Honderden gedupeerden 
konden daardoor naar hun geld fluiten, en 
Holland zou de economische gevolgen van 
de crisis nog lang blijven voelen. 

Tulipomania 
Deze beurscrash is een van de oudste, maar 
ook een van de bekendste uit de geschiedenis. 
Tot op de dag van vandaag wordt daarom de 
naam van een Hollandse bloem gebruikt in 
de Engelse term voor massale speculatie op 
een overgewaardeerd product: Tulipomania. 

Coonctlban FLORA. 
GrondelijckeRedens-onderfoekinge, 

HANDEL DER r i . O R I S T E N . 

Een vootf^hrtch cerlijck min; &! ïltijtmwr ghedoUcB, 
du) lïrafi'cD. 

Een pamflet uit 1637 dat waarschuwt 
tegen de speculatieve handel in tulpen. 

23 



Breuken worden wel 'rationale' getallen genoemd, en getallen die geen breuk zijn heten 
irrationaal. Het woord 'rationaal' komt van het woord 'ratio', wat rede betekent — irrationaal 
betekent dus onredelijk. Wat is er zo onredelijk aan een getal dat geen breuk Is? 

Onredelijke getal len 
Klaas Pieter Hart 

Pythagoras van Samos was een 
Grieks wiskundige, die rond 500 
voor Christus in Crotona (Zuid-
Italië) de beroemde school der 
Pythagoreërs stichtte. De school 
van Pythagoras had als motto 
'Alles is getal'. Daarmee werd 
bedoeld dat alles met de natuurlijke getal-
len beschreven moest kunnen worden. 

Bij de oude Grieken hingen getallen samen 
met meetkundige grootheden als lengte, 
oppervlakte en inhoud. Nu rekenden de 
Pythagoreërs niet met de lengten zelf maar 
meer met de verhoudingen tussen die lengten. 
In het begin leek het er op dat zo'n ver-
houding altijd met natuurlijke getallen 
beschreven kon worden: bij twee gegeven 
lijnstukjes zou je altijd een derde lijnstukje 
kunnen maken dat een geheel aantal malen 
in de eerste twee lijnstukjes past. 

Dat bleek niet waar te zijn: neem een recht-
hoekige driehoek waarbij de rechthoekszij-
den even groot zijn. De verhouding tussen 
de schuine zijde en een rechthoekszijde is 
gelijk aan \[l (zie de figuur). De oude 
Grieken ontdekten al dat dit geen breuk 
kan zijn. Omdat dit niet strookte met de 

leer van Pythagoras, gaat het 
verhaal dat de ontdekker van 
dit feit door de Pythagoreërs 
verdronken werd. 

Z o n d e r r e d e 
Als gevolg van deze ontdek-
king werd in de Griekse wis-
kunde onderscheid gemaakt 

tussen twee soorten verhoudingen: Qr\-xoc, 
(uit te drukken) en a.QQr]Toc, (niet uit te 
drukken) of akoyoc, (zonder rede). Toen 
de Griekse werken in het Latijn werden 
vertaald nam men voor Xoyog de betekenis 
'ratio'; zodoende kregen we rationale 
(redelijke) en irrationale (onredelijke) 
verhoudingen. 

Dove g e t a l l e n 
Overigens heeft Xoyoc, meer betekenissen: 
net als ons woord 'rede' betekent het ver-
stand en toespraak, en het betekent ook 
'woord'. Die betekenissen die met spreken 
te maken hebben brachten de Arabieren er 
toe de irrationale getallen als \f2 jadhr 
asdmn te noemen hetgeen zoiets als dove 
wortel betekent. Het Latijnse woord voor 
doof is surdus en dat verklaart weer waarom 
tot in het begin van deze eeuw wortelvor-
men als "^4 + V ^ - ^ ^ - \ / Ï 5 ook wel 
surds genoemd werden. . ^ 
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Finaneiële 'uriskunde 
Beurskoersen kunnen als een jojo op en neer gaan. Als bezitter van een 

aandeel pak je het ene moment een dikke winst, het volgende moment 
smelt die winst weer als sneeuw voor de zon. Is er een mogelijkheid om 

je tegen deze jojo-effecten in te dekken? Opties bieden je precies die 

mogelijkheid! 

Opties, kansbomen en 
geldmacliines 

Jiri Hoogland & Michel Vellekoop 

Als je de financiële pagina's van de krant 
openslaat zie je lange rijen met aandelen-
koersen. Kijk je wat verder, dan kom je ook 
kreten tegen als calls en puts, met strikes en 
maturities. Deze termen horen allemaal bij 
opties. Opties zijn financiële contracten die 
verhandeld worden op optiebeurzen. In 
Nederland op de Amsterdamse Optiebeurs. 
Opties staan niet op zichzelf, maar zijn af-
geleid van andere, al bestaande financiële 
instrumenten, zoals bijvoorbeeld aandelen of 
obligaties. Dit soort contracten heten daar-
om derivaten ('derivaat' betekent letterlijk 
'afgeleide'). Geen opties dus zonder aan-
delen. Andere voorbeelden van derivaten 
zijn termijncontracten en futures. 
In dit artikel zullen we uitleggen 
hoe opties werken en hoe je met 
behulp van een wiskundig 
model kunt berekenen hoe 
duur een optie zou moeten 
zijn. 

opties, vanwege de wild-westverhalen die er 
over de ronde doen. Zo heb je in het okto-
bernummer van Pythagoras kunnen lezen hoe 
Nick Leeson, een handelaar van de fameuze 
Barings Bank. door middel van opties zijn 
werkgever failliet liet gaan. Dit zijn voorbeel-
den van het verkeerd gebruik van opties, want 
met opties kun je je jtiist verzekeren tegen ver-
liezen op aandelen. De prijs die je voor een 
optie betaalt is een soort verzekeringspremie: 
bij aankoop betaal je een beetje geld voor een 
optie — als de waarde van het aandeel later 
gezakt is, betaalt de optie een bedrag uit, als 
vergoeding voor de schade. 

Een dronkemans-iwandeling 
Om uit te leggen hoe opties werken, beginnen 

we met een heel eenvoudig 
model. Op de Amsterdamse 

aandelenbeurs heeft elk 
aandeel zijn eigen af-
korting, bijvoorbeeld 

Alleen voor gokkers? 
We beginnen met het uit de 
weg ruimen van een misverstand. 
Veel mensen zijn huiverig voor 

Derivaat 
Letterlijk: 'afgeleide'. 

Een financieel contract 
dat afgeleid is van een 
ander, reeds bestaand 

financieel product, zoals 
aandelen of obligaties. 
Voorbeelden zijn opties 

en futures. 

AGN (Aegon), AKZ 
(Akzo Nobel) of PHI 

(Philips). In ons 
model werken we met 

een denkbeeldig aan-
deel, dat we XYZ zullen 

noemen. 
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Stel dat het aandeel 
XYZ nu een waarde van 
1 euro heeft. Eén keer per 
jaar verandert het aandeel 
van waarde. Met kans p = 
wordt het aandeel na één jaar twee 
maal zoveel waard en met eenzelfde kans 
wordt na één jaar het aandeel de helft waard. 
Een mogelijk koersverloop over negen jaren 
is dan bijvoorbeeld: 

spreekt met Marie af 
om over één jaar aan 

Marie een aandeel XYZ 
te leveren voor een prijs 

die ze nu afspreken. 

1, 2, 4, 2, 1, i I, 2, ... 

Het is niet moeilijk om in te zien dat na één 
jaar het aandeel gemiddeld 2 • 2 + ï • ̂  = | 
maal zoveel waard zal zijn. 

Een terntijncontract 
Voordat we opties behandelen, bespreken 
we eerst een eenvoudiger derivaat, een ter-
mijncontract. Termijncontracten komen 
veel voor bij de handel in bepaalde grond-
stoffen. Bijvoorbeeld aardappelen. Een 
fabrikant van patat frites wil graag lang 
vooruit kunnen plannen; daarom spreekt hij 
met aardappelboeren lang van te voren af 
hoeveel aardappels hij zal gaan afnemen en 
tegen welke prijs. Zoiets noemen we een ter-
mijncontract. De fabrikant betaalt bij leve-
ring de boeren de vooraf afgesproken prijs. 
De marktprijs van de aardappel kan op dat 
moment best hoger of lager zijn. 
Ook voor aandelen bestaan termijncon-
tracten. We geven een voorbeeld. Piet 

r termijncontract -^i 

Marie moet op 
1 januari 2000 een aandeel 

XY7, van mij /(open. 

I januari 1999 

Welke prijs moeten ze dan overeenkomen? 
In de vorige paragraaf heb je gezien dat het 
aandeel na een tijdstap gemiddeld een waar-
de heeft van | euro. Dus als Piet het aandeel 
XYZ na één jaar verkoopt, dan lijkt het 
redelijk als Marie daarvoor 1̂  euro betaalt. 

Tijd is geld 
Tot nu toe hebben we het nog niet over 
rente gehad. Als je 1 euro op de bank zet, 
zal die euro na één jaar meer waard zijn 
geworden, omdat je er rente over krijgt. Tijd 
is geld waard! In ons verhaal nemen we aan 
dat je na 1 jaar -JV euro rente krijgt over 1 
euro. Dus je euro is na een jaar l-ĵ  euro 
waard. Omgekeerd, als je over één jaar 1 
euro op je bank hebt staan, dan is die euro 
op dit moment minder waard, namelijk {7 
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Maar als de koers daalt, dan maakt Marie 
veriies en Piet winst. Voor Marie is een ter-
mijncontract dus voordelig als de koers 
stijgt, maar nadelig als de koers daalt. 

Opties 
Een optie lijkt in veel opzichten op een ter-
mijncontract, maar er is een fundamenteel 
verschil. Een optie geeft het recht om een 
aandeel te kopen tegen een van te voren 
bepaalde prijs, maar niet de plicht het te 
kopen. Dit type optie wordt een call-optie 
genoemd (voor put-opties, zie pagina 7). 
Stel je bezit een call-optie. Wanneer oefen je 
het recht uit om het aandeel te kopen? Als de 
afgesproken prijs hoger is dan de marktprijs. 
Wanneer oefen je de optie niet uit? Als de 
afgesproken prijs onder de marktprijs van 
het aandeel ligt. 

Een voorbeeld 
Stel Piet verkoopt op 1 januari 1999 een 
optiecontract aan Marie om over één jaar 
een aandeel XYZ te kopen voor een prijs 
van 1 euro. Dat is dan een optie, met een 
maturity van I januari 2000 en een strike 

^ optiecontiact -Cfi 

Marie mag op I januari 2000 
voor 1 euro een aandeel XYZ 
van mij kopen maar het hoeft 

niet. 

price van 1 euro. Als de koers stijgt naar 2 
euro dan is het interessant voor Marie om 
de optie uit te oefenen. Ze koopt volgens 
afspraak voor 1 euro het aandeel XYZ 
van Piet en verkoopt het in de markt voor 
2 euro. Haar winst is dan I euro. Als de 
koers daalt naar \ euro, dan is het onvoor-
delig om te kopen voor I euro en dus doet 
Marie niks. 

De prijs van e e n optie 
Aan een optie zitten dus twee kanten. 
Marie bezit het recht en Piet heeft het recht 
verieend. Hij heeft de optie geschreven. Dat 
zal hij niet voor niets doen. Het verwerven 
van de optie is voordelig voor Marie, want 
ze kan er alleen maar geld aan verdienen. 
Daar moet ze voor betalen. Aan het ver-
werven van de optie hangt dus een prijs-
kaartje. Hoe bepaal je wat Marie moet 
betalen voor de call-opfie? 

Een kansboom 
We gaan proberen de prijs voor de boven-
staande call-optie te berekenen. Als de koers 
van het aandeel stijgt naar 2 euro, dan is de 
optie in-the-money. Hij is 1 euro waard: het 
verschil tussen marktprijs van 2 euro en de 
afgesproken prijs {strike) van 1 euro. Als de 
koers daalt, is de optie waardeloos {out-of-
the-money) en zal Marie geen gebruik maken 
van haar recht om het aandeel te kopen. Net 
als bij het aandeel kunnen we een gemiddel-
de waarde berekenen voor de optie na één 
tijdstap: ^ x 1 + ^ x O = ^ euro. Deze waarde 
is niet de waarde van de optie nu. Daarvoor 
moet de waarde nog terug gebracht worden 
naar de huidige waarde: een euro volgend 
jaar is nu \=j euro waard, dus een halve euro 
volgend jaar wordt nu I • |f = ̂  euro. 
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Hedgen 
Piet zou kunnen proberen te ver-
dienen aan de verkoop van de 
call-optie aan Marie voor f^ euro. 
Hij gokt er dan op dat de prijs van 
het aandeel XYZ daalt. Hij incas-
seert öe^ euro van de transactie, 
zonder voor dat geld een porte-
feuil le van geld en aandelen 
samen te stellen. 

Als de koers toch stijgt, zal hij in 
de markt een aandeel XYZ moeten 
kopen voor 2 euro en aan Marie 
leveren voor 1 euro. Hij lijdt zo een 
verlies van {7 euro. 

Dat is zonde, maar ook zijn 
eigen schuld. Wat hij op dat 
moment doet is speculeren! Dit 
is wat Nick Leeson desti jds 
ook deed. Zolang Piet netjes 
alle verkochte opties met een 
portefeuille van geld en aan-
delen afdekt, kan er niets 
gebeuren. We noemen dat 
hedgen (in het Nederlands: 
afdekken). Dit is in feite een 
vorm van verzekeren. Grote 
banken doen dit door-
lopend. Zo kunnen 
ze grote pak-
ketten opties 
v e r k o p e n 
zonder / " ^ " « ' " ^ 
risico's te / Engelse temi voor 
lonpn I ^®* beschermen van 

' ' effecten-posities. Dat 
kan bijvoorbeeld met 

opties. 

een portfolio op te zetten die precies de uit-
betaling van de optie nadoet. Die porte-
feuille kan hij gebruiken om Marie over een 
jaar uit te betalen. De overige ̂  euro zet hij 
op zijn bankrekening. 

Nu 
verkoop optie aan Marie 
koop portfolio 
rest op bankrekening 

0,47 
-0,35 
-0,12 

Totale Kosten 0,00 

Over een jaar 
betaal Marie met portfolio 
geld van bankrekening 

0,00 
0,13 

Totale Winst 0,13 

Dit is weer een geldmachine. In een effi-
ciënte markt kunnen dit soort arbitrages 
niet bestaan. Daarom concluderen we dat 
de correcte prijs voor de optie gelijk moet 
zijn aan de prijs van de portefeuille die de 
optie precies nabootst: ^ euro. 

Een nawvkeuriger model 
We hebben tot nu toe het geval bekeken 
waarbij één tijdstap wordt gemaakt. Maar 
op vrijwel identieke wijze kunnen we de 
prijs voor een optie berekenen als we meer 
tijdstappen maken. 
In het februarinummer werd uitgelegd 
dat zelfs een dronkemanswandeling een 
te grove benadering is van de realiteit, 
omdat de stappen te groot zijn. Door 
heel veel kleine stappen te nemen krijg je 
een continu model dat een veel betere 

benadering is. Voor dit geval kun je ook 
een optieprijs berekenen. Hiertoe plakje de 
kansboompjes aan elkaar en tegelijkertijd 
neem je steeds kleinere tijdstapjes. 



Dit leidt tot een optieprijs op elk tijdstip /. 
Dit model klopt echt, in de zin dat je de 
optieprijzen die je zo uitrekent kloppen 
met het theoretische model van Black en 
Scholes. De berekening vereist echter 
nogal wat stappen, maar met behulp van 
een spread-sheet is zo'n berekening goed 
uit te voeren. 

De Black-Scholes v e r g e l i j k i n g 
In de praktijk worden optieprijzen niet met 
kansbomen uitgerekend. De optieprijs blijkt 
aan een speciale vergelijking te voldoen: de 
beroemde Black-Scholes vergelijking. Dat is 
een zogenaamde partiële differentiaal 
vergelijking. De optieprijs ƒ hangt af 
van de aandeelprijs S, de tijd /, de 
rente r en een andere belangrijke 
parameter, de voiatiliteit a die iets 
zegt over de beweeglijkheid van 
de aandeelprijs. We kunnen hier 
niet ingaan op de betekenis van 
deze vergelijking, we laten 
alleen zien hoe 

deze er uit ziet: 

,t-^U^^^^ 9V_ ��ƒ� 

��� �� �� ������	������� ���
���
����� 
���
�������
� �� ���� ���
�������
 �� ƒ de 
onbekende. Het is zelfs mogelijk om uit 
deze vergelijking ƒ op te lossen. Dit levert 
een formule voor de optieprijs ƒ, en deze 
formule is ingeprogrammeerd in de reken-
machines van de beurshandelaren en 
beheerst dagelijks de koop en verkoop van 
miljarden guldens aan opties. ^ 

Bieden 
Een prijs opgeven aan bank 
of commissionair waarvoor 
men een aandeel, obligatie 

of optie wil kopen 

Black en Scholes 
De namen van de twee 

Amerikaanse wetenschap-
pers die een veelgebruikte 

formule hebben uitgevonden 
om de waarde van een optie 

te berekenen. 

Laatprijs 
Ook wel laat-

koers genoemd. 
Dit is de prijs 
waarvoor een 
verkoper een 

aandeel, obligatie 
of optie aanbiedt. 
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AEX-index 
Gewogen gemiddelde van 
de 26 hoofdfondsen die op 
de Amsterdamse effecten-
beurs (AEX) zijn genoteerd 
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Op deze pagina worden de oplossingen 
van problemen uit het vorige nummer 
van Pythagoras besproken. 

Dion Gijswijt 

Verknipte r e c h t h o e k 
De rechthoek meet 32 bij 33: 

14 

% "1 

Tien m u n t e n 
Het aantal keer dat een munt op plaats « 
wordt omgedraaid is gelijk aan het aantal 
delers van n. We zoeken dus de getallen 
met een oneven aantal delers. Als n geen 
kwadraat is heeft n een even aantal delers, 
want als d een deler is, is ook n/d een deler 
van n, zodat we de delers is paren kunnen 
opdelen. Als n wel een kwadraat is, tellen 
we met deze methode de deler V« dubbel, 
dus heeft n een oneven aantal delers. Het 
eindresultaat is daarom: 

E i e r e n koBcen .—_ 
Je kunt het ei in 16 minut^^fereiden. Keer 
de twee zandlopers tegelijk om. Draai nu 
iedere 4 minuten de kleine zandloper om. Na 
7 minuten is de grote zandloper doorgelopen 
en doe je het ei in de pan. Na 16 minuten is 
de kleine zandloper 4 maal doorgelopen en 
heeft het ei precies 9 minuten gekookt. 

V r e e m d e ver l i cht ing 
Bedenk dat wanneer een lamp tweemaal 
omgeschakeld wordt, dit geen effect heeft: 
de lamp blijft aan of uit. De effecten van 
schakelaars 1 tot en met 5 zijn respectieve-
lijk: A, CDE, ABCD, ACE en AB. Worden 
alle schakelaars omgezet dan is het 
resultaat: A CDE ABCD ACE AB 
= AAAA BB CCC DD EE = C. 
Conclusie: als Arthur alle schakelaars 
tegelijk omzet, verandert alleen lamp C. 
Met wat proberen zie je dat je de andere 
lampen ook afzonderlijk kunt besturen: B 
met 1 en 5, D met 1, 2 en 4 en £ met 
schakelaar 2, 3 en 5. 
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Agenda 
\ 

donderdag 8, vrijdag 9 eri zaterci^ 10 april 
Voorjaarsvoorlichtingsdagen ' 

Data voor deze agenda aanmeldt 

TU Delft I 

bij pythagoras@wins.uva.nli 
; O O C" 

C>' O ^--
" - - ((g«) 278 29 88^ 

278 90 03 

donderdag 8 en vrijdag 9 april 1999 | ; 
Nederlands Wiskundig Congres 1999 
met onder andere het syrnposium Wisiqjnde toegepast 
Universiteit Utrecht | | 

vrijdag 9 april 1999 f 
Eerste ronde Nederlande Wiskunde Olympiade 

vrijdag 16 april 1999 
De wiskunde van Escher 
UvA Mastercourse voor wiskundedocenten 

dinsdag 20 april 1999 
Johann Bernoulli-lezing door D ^ d Ruelle 
Universiteit Groningen (voorafgaand lerarenmiddag) 

zaterdag 24 april 1999 
Prijsuitreiking Wiskunde A-lymplade 

(030)2531419 

maandag 17 mei 1999: 
dinsdag 18 mei 1999: 
donderdag 20 mei 1999: 
woensdag 26 n|e"jj1999: 
donderdag 27 mei 1999: 
Eindexamens vff^kunde 

1B>:.:' 

havo wiskunde A 
vbo/mavo C/D 
vwo wiskunde B 
havo wiskunde B 
vwo wiskunde A 

O 
zaterdag 29 mei|k8^ f 
Raadsel & puzzels, } I 
historische contanten in het rekenonderwijs 
Historische Krin|^^ken- en Wiskundeonderwijs 
Hogeschool Dorhstad, Utrecht 

f . 

f020)TB1213 82 
(03012611 611 
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9 = 10 
In de wiskunde moet je alles kunnen beredeneren. Maar 
met redeneren ga je makkelijk de mist in, want door foute 
redeneringen kun je dingen bewijzen die niet waar zijn. 
Bijvoorbeeld dat je tien gasten in negen eenpersoons 
hotelkamers kunt onderbrengen. ,gj,, r e d e n e r i n g e n 

André de Boer 

Er bestaat een wiskundig principe dat laden-
principe heet. In het Engels: 'pigeon-hole 
principle'. Het principe zegt dat als je 10 
duiven over 9 hokken verdeelt, er minstens 
één hok is dat twee duiven bevat. 
Dat dit klopt ligt voor de hand. Toch kun je 
met behulp van dit principe allerlei ver-
rassende uitspraken bewijzen. Zie de vol-
gende vijf beweringen, die je kunt bewijzen 
met behulp van het ladenprincipe. 

1. In een groep van duizend mensen zijn er 
altijd twee op dezelfde dag jarig. 
2. Er zijn in Nederland altijd twee mensen 
met hetzelfde aantal haren op hun hoofd. 
3. Op een feestje met zes mensen bestaat er 
ofwel een drietal dat elkaar vantevoren al 
kende, ofwel een drietal dat elkaar van te 
voren helemaal niet kende. 
4. Er bestaan twee machten van drie waar-
van het verschil deelbaar is door 1999. 
5. Er beslaat een macht van drie die eindigt 
op 001. 

Tien g a s t e n , n e g e n k a m e r s 
In het volgende gedichtje worden tien gas-
ten op een bijzondere manier verdeeld 
over negen eenpersoonskamers: niemand 
hoeft een kamer te delen met een ander. 

Het lijkt dus alsof het ladenprincipe niet 
opgaat. Zie jij waar de fout zit? 
De oplossing van dit raadsel kun je, evenals 
de bewijzen van de vijf uitspraken, vinden 
op de homepage van Pythagoras. Heb je 
geen Internet, stuur dan een briefje naar de 
redactie, dan krijg je de oplossing thuis-
gestuurd. Voor het ladenprincipe zie ook: 
www.cut-the-knot.com/do_you_know/pigeon.html 

Tien vermoeide reizigers 
Zochten onderkomen voor nacht "ëjff^m"" 
Maar bij de herberg aanbeland 
had de waard slechts kamers voor negen 

De waard was echter akelig slim 
Hij gaf elk een eigen stee: 
De eerste twee bracht hij naar kamer I 
De derde leidde hij naar II 

De vierde kreeg kamer III 
Naar kamer IV ging nummer vijf 
In V werd nummer zes gestopt 
Zeven kreeg VI als nachtverblijf 

De achtste sliep in VII, de negende in VIII 
En terug naar I ging onze waard 
Waar hij zoals gezegd 
Twee reizigers had bewaard 

Daarvan nam hij één, nummer tien en laafsT 
en bracht hem onder in kamer IX 
Negen eenpersoonskamers werden zo 
Is het geen wonder, opgemaakt voor tien! 

35 



Oplossin m®co)ög( 

Optel len 
In elke kolom staan 6 enen, 6 tweeën, 
6 drieën en 6 vieren. De uitkomst van de 
optelling is daarom 66660. 

Drie g a t e n 

Famil ie 
Zeven personen. Noem ze André, Boukje, 
Chris, Diewertje, Erik, Floortje en 
Gemma. André is de vader van Chris. 
Boukje is de moeder van Diewertje. Chris 
en Diewertje zijn getrouwd en Erik, 
Floortje en Gemma zijn hun kinderen. 

S y m b o l e n 

/W S2 8 ^ S è ó 
A u t o p e c h 
Van elk van de overige drie wielen draait 
de chauffeur één moer los en zet daarmee 
het vierde wiel vast. 

lëineaewerKers 
drs. A.A.J. de Boer is leraar wiskunde aan de JSG Maimonides te Amsterdam 
dr. L.A.M, van den Broek is leraar wiskunde aan de RSG Pantarijn te Wageningen 
prof.dr. J. van de Craats is hoogleraar wiskunde aan de UvA, de Open Universiteit en de KIM A 
D.C. Gijswijt is student wiskunde aan de UvA 
dr. K.P. Hart is docent topologie aan de TU Delft 
dr. J. K. Hoogland is onderzoeker financiële wiskunde aan het CWI 
B. de .longste is recreatief wiskundige te Den Haag 
ir. A.A..!. Lefeber is AIO systeem- en l^esturingstheorie aan de UT 
R. van Luijk is student wiskunde aan de UU 
drs. W.R. Oudshoorn is AIO algebra en meetkunde aan de RUG 
ir. S.M. van Rijnswou is OIO computeralgebra aan de TUE 
R. Roelofs is beeldend kunstenaar te Hengelo 
prof.dr. J.M. Schumacher is onderzoeker bij het CWI en deeltijd hoogleraar wiskunde aan de KUB 
dr. P.J.C. Spreij is docent slochastiek aan de UVA 
dr. ir. R.F. Swartlouw is docent wiskunde aan de VU 
dr.ir. M.H. Vellekoop is docent Toegepaste Wiskunde aan de UT 
dr. R. de Vilder is docent financiële wiskunde en dynamische systemen uan de UvA en verbonden aan het CNRS te Parijs 
drs. C.G. Zaal is docent wiskunde aan de TU Delft 
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TI-83: veelzijdig en krachtig 
De TI-83 is een veelzijdige grafische rekenmachine voor de tweede fase van het voortgezet 

onderwijs. Terecht is deze machine door het Freudenthal instituut gekozen als 'standaard' in het 

experiment voor de nieuwe bovenbouwprogramma's wiskunde (PROFI). 

Ervaringen met de 
bekende TI-82 zijn in de 
TI-83 verwerkt; een 
eigentijdse machine dus! 
Zo is de interface sterk 
verbeterd en kan er volop 
worden gewerkt met 
matrices. 
Ook de grafische 
presentaties en de 
mogelijkheden om 
vergelijkingen op te 
lossen zijn uitgebreid. 
Daarnaast kunnen uw 
leerlingen gegevens 
uitwisselen via de 
l/O-poort terwijl met 
Tl-graph-link-software 
aansluiting op een PC 
mogelijk is. 

Met name de veelzijdigheid 
van de Tl-83 maakt, dat deze 
machine naast wiskunde, ook 
voor diverse andere vakken 
zeer geschikt is. Doordat de 
machine gekoppeld kan 
worden aan de CBL en CBR is 
hij uitermate geschikt voor 
natuurkunde 
Door de financiële functies is 
de machine een uitkomst bij 
financiële en economische 
vakken, maar ook bij vakken 
als aardrijkskunde, biologie en 
informatica kan de Tl-83 zeer 
behulpzaam zijn. 

Als extra service naar scholen, 
is er persoonlijke begeleiding 
beschikbaar Een ervaren 
wiskunde leraar komt desge-
wenst bij U langs op school. 
U kunt een afspraak met hem 
maken. Zijn telefoonnummer is: 
026-33 90 383. Zijn E-mail 
adres is: pietersc@bart.nl 

Wiskunde dichterbij Tl-83: dé machine voor de tweede fase! 

Texas Instruments Nederland, Ruther fordweg 102, 3542 CC Utrecht, tel. 030 -2417417 

^ r TEXAS 
INSTRUMENTS 



Pythagoras 
Pythagoras wordt uitgegeven onder auspiciën van de Nederlandse Onderwijs-
commissie voor Wiskunde en richt zich tot alle leerlingen van VWO en HAVO. 
Pythagoras verschijnt zes keer per jaar en stelt zich ten doel jongeren kennis te 
laten maken met de leuke en uitdagende kanten van wiskunde. 

A b o n n e m e n t e n 
Een abonnement op Pythagoras begint in september en eindigt in augustus 
van het volgende jaar. Aanmelden kan op één van de volgende manieren: 
• telefonisch: 0522-855175. . per fax: 0522-855176, 
• via Internet: www.wins.uva.nl/misc/pythagoras/ 
• schriftelijk (een postzegel is niet nodig): 
Pythagoras, Antwoordnummer 17, 7940 VB Meppel. 

Tarieven 'SS-'SS 
Een jaarabonnement op Pythagoras kost / 37,50. Losse nummers ƒ 8,- of BF 160. 
Overige prijzen per jaar: Pythagoras België BF 950, Pythagoras buitenland ƒ 52,50. 
Pythagoras/Archimedes ƒ 67,50, Pythagoras/Archimedes België BF 1570, 
Pythagoras/Archimedes buitenland ƒ 83,50. 

B e t a l i n g 
Wacht met betalen tot u een acceptgirokaart krijgt thuisgestuurd. Bij tussentijdse 
abonnering ontvangt u alle nummers van de lopende jaargang. Alle abonnementen 
zijn doorlopend, tenzij voor 1 juli schriftelijk is opgezegd bij de abonnee-
administratie: Pythagoras, Postbus 41, 7940 AA Meppel. 

B u l k a b o n n e m e n t e n (gewijzigd met ingang van 1-12-1998} 
Voor scholen zijn er bulkabonnementen. Prijs: f 25,- per jaar. Minimum afname: 
vijf stuks, altijd 1 exemplaar gratis. De nummers en de rekening worden naar één 
(school)adres gestuurd. Dit schoolabonnement loopt aan het eind van het jaar af. 
Aanmelden bij de abonnee-administratie: 0522-855175. 

L e e r l i n g a b o n n e n t e n t e n (nieuw) 
Voor individuele leerlingen in het middelbaar onderwijs (tot 18 jaar) zijn er 
leerlingabonnementen. Prijs: ƒ 30,- per jaar. Nummers en rekening worden naar 
het huisadres gestuurd. Het leeriingabonnement is een doorlopend abonnement. 
Leerlingen dienen bij aanmelding hun geboortedatum en school te vermelden. 
Telefonisch aanmelden: 0522-855175 

Uitgever 
Wiskundig Genootschap, Postbus 80010, 3508 TA Utrecht 

if^jl Pythagoras wordt gesponsord door de wiskunde-
^ 1 I r > £ ^ | f 4- afdelingen van de Universiteit van Amsterdam en 
' ^ ' - - ' 6 1 1 1 de Technische Universiteit Delft. m 


