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Het jaar 2000 is het jaar van de communicatie. Ontwikkelingen in de moderne informatie-
technologie gaan razendsnel en zijn bijna niet te volgen. Maar zelf hiermee werken en
experimenteren, dat kan wel degelijk, via TwinSite-2000.

TwinSite 2000

TwinSite-2000 is een competitie tussen teams
van middelbare scholen (havo en vwo). Een
Nederlands schoolteam vormt samen met een
partnerteam van een buitenlandse school een
TwinTeam, dat door een leraar begeleid
wordt. Doel 1s het maken van de beste
TwinSite, een door een TwinTeam gemaakte
website over een onderwerp dat beide teams
interesseert. De hoofdprijs is 10.000 gulden.
De prijsuitreiking vindt plaats op 1 april 2000.
Kijk voor meer informatie op de website:
www.cs.vu.nl/TwinSite-2000/

Lijkt het je leuk om met Internet te werken,
met mensen in het buitenland contact te heb-
ben en met een groep een mooie website te
maken, meld je dan aan! Het TwinSite-2000
project kan alleen een succes worden wanneer
enthousiaste teams hieraan meedoen. Je kunt
je team (met een leraar als contactpersoon)
opgeven tot uiterlijk 1 september 1999. Dat
kan via het elektronische aanmeldingsformu-
lier op de website of door een brochure aan te
vragen (ceciel@few.vu.nl).

ThinkQuest

twee projecten staan los van elkaar. Een team |

kan meedoen aan beide wedstrijden, zowel
aan ThinkQuest als aan TwinSite-2000, uiter-
aard met inachtneming van de betreffende
spelregels (de aanmelding voor Thkauest99 _

is echter al gesloten). =

|»umu!w entertheSite  ESSENTIALS

HISTORY

TOTALLY TESSELLATED

ESCHER MOSA!CS'/TIUNGS BEYOND

Bekijk ter inspiratie eens Totally Tesselated
(library. advanced.org/16661), een prachtige
site over betegelingen die in 1998 bij
Thinkquest in de prijzen viel. y

Meer informatie

1. www.cs.vu.nl/TwinSite-2000

2. www.thinkquest.nl

3. www.thinkquest.org/library/98winners.html

- Pythagoras-prijs

ThinkQuest is een organi-
satie die jaarlijks voor scho-
lieren uit de hele wereld een
Internetcompetitie organi-
seert. Deze wedstrijd lijkt
op TwinSite-2000, maar de

Om deze Nederiandse WIDID- wedstrud met inter-

~ nationale allure te steunen, looft Pythagoras een bedrag
- van 18060 gulden uit voor de beste TwinSite met een
‘wiskundig onderwerp. Wanneer je TwinTeam dus meedoet

met een wiskundig onderwerp, dan maak je naast de
hoofdprijs van 10.888 gulden ook kans op deze extra prijs
van duizend gulden. Meedoen dus!
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Kleine nootjes zijn eenvoudige vraagstukken die door
iedereen ‘gekraakt’ kunnen worden, zonder enige wiskundige
voorkennis. De oplossingen staan op de binnenkant

van de achterflap.

Visitekaartje
Kun je in een visitekaartje een gat knippen
dat groot genoeg is om doorheen te stappen?

Ezelsoren

Abdul, de tapijtverkoper uit de vorige twee
nummers, heeft een probleem. Voor zons-
ondergang moet hij een tafelkleedje van 4
dm bij 6 dm leveren aan een Amsterdamse
toerist. Hij wil het maken van een restant
met twee ezelsoren: een vierkant stukje
tapijt van 5 dm bij 5 dm waarvan iemand
twee hoeken heeft afgeknipt (zie de figuur).
Abdul vindt gelukkig een manier om het
tapijt z6 in twee stukken te knippen, dat hij
deze aan elkaar kan naaien met het
gewenste resultaat. Zie jij hoe dit moet?

Klein @

De rover

Het kasteel van de koning wordt goed
bewaakt. De enige manier om binnen te
komen is het wachtwoord te weten. Een
rover is van plan de kroonjuwelen te
stelen. Hij heeft zich in de bosjes verstopt
om het wachtwoord af te luisteren. Er
komt een man aan bij het kasteel en de
wachter roept: “Acht!”. De man ant-
woordt: “Vier”, en mag naar binnen.
Nog iemand meldt zich aan de poort en
de wachter roept: “Twaalf!”’. De man ant-
woordt met “Zes” en mag naar binnen.
Als een derde man het kasteel wil binnen-
gaan roept de wachter: “Zes!”, en nadat
de man “Drie” heeft geantwoord mag
ook hij naar binnen. De rover heeft nu
door hoe de vork in de steel zit en loopt
naar de poort. De wachter schreeuwt:
“Tien!”. “Vijf’, antwoordt de rover.
Onmiddellijjk wordt de rover in de boeien
geslagen! Wat had de rover moeten ant-
woorden om binnen te komen?
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Werk in uitvoering

Niet ver van de kust ligt een schip voor
anker. Aan de achtersteven van het schip
moeten laswerkzaamheden worden uitge-
voerd. De lasser wacht tot het eb wordt en
begint dan, buiten boord hangend aan een
touwladder en 2.10 meter boven het water-
oppervlak zwevend, aan zijn werk. Hij
denkt het karwei wel geklaard te hebben
voor het vloed is, maar helemaal zeker
daarvan 1s hij niet. Het verschil tussen eb
en vloed bedraagt 2.80 meter en de afstand
tussen de sporten van de ladder is dertig
centimeter. Hoeveel sporten moet hij
omhoog als hij geen natte voeten wil
halen?

Autobiografische getallen

Een getal heet autobiografisch als het eer-
ste cijfer het aantal nullen in het getal
aangeeft, het tweede cijfer het aantal
enen, het derde cijfer het aantal tweeén,
enzovoort. Wat is het kleinste auto-
biografische getal?

De langste rij

Het lijkt wel of men in de supermarkt veel
vaker in de langste rij staat dan in de kort-
ste rij. Is dat ook echt zo?




ollywood heeft de wiskundige ontdekt als held in haar speelfiims. In Good
Will Hunting is de sexy acteur Matt Damon een getroubleerd jong genie, in
Contact is Jodie Foster een astronoom op zoek naar buitenaardse intelli-
gentie. De volgende film in dit rijtje heeft naast een wiskundige als
hoofdpersoon ook een wiskundige titel.

de film

Chris Zaal

et Weekend of Terror is een
Nederlands filmfestival, waar
in twee nachten zestien hor-
rorfilms gedraaid worden. Een
festival voor de liefhebber, met
titels als Bloodsucking Freaks
en The Dentist Il. Op het pro-
gramma stond dit jaar ook de
cultfilm 7¢. Omdat dit de enige
gelegenheid was om deze film
in Nederland op het witte doek
te zien, toog uw Pythagoras-
redacteur naar het hoofdste-
delijke Tuschinski om, temid-
den van een nogal luidruchtig
festivalpubliek, ¢ te bekijken.

Wall Street

7t is een duistere, in zwartwit geschoten science
fiction thriller. Het is de debuutfilm van Darren
Aronofsky, en is in 28 dagen opgenomen voor
een minimaal bedrag van 60.000 dollar.

In de film tracht Maximiliaan Cohen (Sean
Gullette) wiskundige patronen te onderscheiden
in alle facetten van het leven. Om hem hierbij te
helpen heeft hij de supercomputer Euclides
gebouwd. Met Euclides’ hulp staat Cohen op
het punt de wiskundige ordening van de effec-
tenmarkt te begrijpen, informatie die hem vol-
ledige voorkennis over het beurswezen zou
kunnen verschaffen. Zijn succes maakt hem
het doelwit van witte-boordencriminelen, die
met Max’ wetenschap Wall Street willen over-
nemen, en een groep orthodoxe joden die




geloven dat de wiskundige hen
de ware naam van God kan ont-
hullen.

516

et onderwerp van de film is
actueel, want het onderzoek
naar de wiskundige structuur
van de effectenmarkt is op dit
moment heel populair — de ont-
dekking van wiskundige patro-
nen in de effectenhandel kan
zeer winstgevend zijn. In de film
gebeurt dit echter op een nogal
stereotiepe manier die ver
afstaat van de werkelijkheid.
Onze held Max Cohen werkt op
Zijn eigen houtje, en niet hij,
maar zijn computer ontdekt een
getal van 516 cijfers dat de sleu-
tel vormt tot de structuur van
maar liefst drie dingen tegelijk:
het beurswezen, het getal /i en
de thora (de heilige tekst van het
joodse geloof). Een modern
wiskundige werkt daarentegen
niet alleen, de computer is een
hulpmiddel en de complexe
hedendaagse werkelijkheid kan
niet in één getal gevangen wor-
den, zoals in de film gebeurt.

Een eigentijds sprookje

egisseur Darren Aronofsky waarschuwt de
kijker bij het zien van de film zich niet te beper-
ken tot de wiskunde die de rode lijn in het ver-
haal van 7¢ vormt. “De film gaat over de dunne
lijn die genialiteit van gekte onderscheidt,
maar hij kan ook worden gezien als een
eigentijds sprookje over wat er met de mens
gebeurt als hij in zijn hoogmoed streeft naar
controle over het oncontroleerbare.”

Lynch, Scorcese en Pythagoras

p het Sundance Filmfestival, waar de film
vorig jaar in premiére ging, ontving
Aronofsky’s debuut een staande ovatie en
de prijs voor de beste regie. Voor één mil-
joen dollar kocht een arthousedistributeur ¢
op. Een goede zet: zowel critici als publiek
waren laaiend enthousiast over deze mix
van ‘Lynch, Scorcese en Pythagoras’, waar-
door de film in het Amerikaanse filmhuiscircuit
dé grote zomerhit van 1998 werd. -

Meer informatie

www.pithemovie.com

De film 7C (Pl) wordt in Nederland alleen in de video-
theek verspreid.

Zie bijvoorbeeld: www.xs4all.nl/~cult/




Bernard Hanzon

De bepaling van risico’s speelt tegenwoordig
een belangrijke rol voor bedrijven, vooral
voor financiéle instellingen zoals banken en
verzekeringsmaatschappijen. Maar hoe keek
men in het verleden tegen risico aan? Dat
gaan we in dit stuk bekijken. We zullen zien
dat veel grote wiskundigen uit het verleden
zich met de bepaling van risico’s hebben bezig
gehouden.

Het begin
Gokspelen zijn er al duizenden jaren. De
vroegst bekende vorm van gokken is een
soort dobbelspel dat met hiel-

Hoe keek men vroeger tegen risico’s aan?
Alles begon bij een eeuwenoud spel: dobbelen.

Het probleem hoe de inzet verdeeld moet worden
-z- als je halverwege een dobbelspel stopt, hield vele
wiskundigen gedurende de 16e en 17e eeuw bezig.

Kans en risico

Dat kan ook bijna niet anders, want vroeger
was rekenen helemaal niet makkelijk. Het
rekenen met cijfers zoals wij gewend zijn
kende men nog niet. Denk maar eens aan
Romeinse cijfers: er is geen systematische
methode om die op te tellen; zet maar eens de
getallen CCLXIX en CXCIII onder elkaar
en tel ze op. Ook in de Grickse en
Hebreeuwse taal werden letters gebruikt om
getallen aan te geven, hetgeen het optellen
van getallen moeilijk maakte. Pas in de mid-
deleeuwen kwam het ons bekende decimale
stelsel in zwang. Dit systeem kwam uit India
en is door de Arabieren overgenomen. Het
decimale stelsel werd in Europa ingevoerd
door Leonardo Pisano,

botjes of ‘astralagi’ werd
gespeeld. Op Egyptische graf-
schilderingen van 3500 voor
Christus zijn mensen te zien die
met deze astralagi dobbelen.

beter bekend via zijn bij-
naam Fibonacci. In de der-
tiende eeuw reisde hij door
vele landen rond de
Middellandse Zee om

Tegenwoordig kunnen we met
behulp van berekeningen uit-
spraken doen over gokspelen. Vroeger dacht
men heel anders: in de uitkomst van gokspelen
zag men de hand van het toeval of de hand van
God. Het laatste waar men wel aan dacht was
het doen van wiskundige berekeningen aan de
uitkomsten.

Astralagi van hielbotjes.

kennis op te doen over het
decimale stelsel en de toe-
passingen ervan. Hij schreef over handels-
boekhouding, het berekenen van winstmarges,
het omrekenen van valuta, gewichten en
maten en zelfs hoe je rente kon berekenen. In
het begin werd het decimale stelsel fraude-
gevoelig gevonden, want een 1 kon makkelijk
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in een 7 worden veranderd. Pas na de uit-
vinding van de boekdrukkunst in de 15e
eeuw werd het decimale stelsel algemeen
geaccepteerd.

Balla

In 1494 verscheen er een boek van Luca
Paciolo, een Franciscaner monnik en
geleerde. Hij was een boezemvriend van
Leonardo da Vinci. In zijn boek stelde hij
een probleem dat
gedurende de 16e en
17¢ eeuw telkens weer
in de geschriften van
de wiskundigen ter
sprake kwam en dat
leidde tot verhitte dis-
cussies. Het probleem
handelt zich om een
dobbelspel dat ‘balla’
genoemd werd.

Wat is het probleem?
Twee personen, die
we A en B noemen, dobbelen met een dob-
belsteen. Per ronde gooien beide spelers
één keer, winnaar is degene die het hoogste
gooit — gooien ze even hoog, dan gooien
ze overnieuw. Ze zetten allebei een gelijk
bedrag in en spreken af dat ze door zullen

Fra Luca Paciolo (1445-1509)

spelen totdat een van hen zes rondes heeft
gewonnen. Door omstandigheden zijn ze
gedwongen te stoppen op het moment dat
A vijf rondes en B drie rondes heeft gewon-
nen. Hoe moet nu de pot eerlijk worden
verdeeld? Het antwoord op deze vraag heeft
anderhalve eeuw op zich laten wachten.

Cardano

Je hebt vast wel eens gehoord van de abc-
formule (of wortelformule) voor het oplos-
sen van een kwadratische vergelijking. Enig
idee van wie die afkomstig is? Hij staat in
het boek Ars Magna uit 1545 van Girolamo
Cardano. Hij was de beroemdste arts van
zijn tijd, en hij schreef talloze verhandelingen
waarvan er 131 in druk verschenen.
Cardano heeft geprobeerd het probleem van
Paciolo op te lossen,
maar slaagde daar niet
in. Cardano was verzot
op gokken en hij was de
eerste die een serieuze
verhandeling over kans-
spelen schreef. Deze ver-
handeling werd na zijn
dood in 1571 tussen zijn
manuscripten gevonden
en pas in 1663 in Bazel
gepubliceerd.

Pascal en Fermat

Inmiddels was het balla-probleem reeds
opgelost door Blaise Pascal en Pierre de
Fermat. Deze twee geleerden waren in
1654 een briefwisseling begonnen die alge-
meen gezien wordt als het begin van de




Zeus, Poseidon en Hades

Ook bij de Grieken was het dobbelen een bekend gokspel. Dat blijkt wel uit het verhaal uit
de Griekse mythologie, waarin verteld werd hoe de wereld was ontstaan: de drie broers
Zeus, Poseidon en Hades dobbelden om het heelal: Zeus won de hemelen, Poseidon de
zeeén, en Hades, de verliezer, kreeg de onderwereld.

kansrekening. Hun oplossing wordt gege-
ven met behulp van de beroemde driehoek

van Pascal: ¢

i ¢
: RE i 6
-3 3%

14641

Deze driehoek is als volgt opgebouwd: de
buitenste twee rijen bestaan uit enen; elk
ander getal krijg je door de twee getallen
er onmiddellijk links- en rechtsboven bij
elkaar op te tellen.

Het Balla-probleem opgelost

Hoe losten Pascal en Fermat het balla-
probleem op? Gegeven was dat speler A al
vijf keer had gewonnen en speler B drie
keer. Het spelletje eindigt als een van beiden
zes keer gewonnen heeft. Dit betekent dat
bij voortzetting van het spel nog hooguit
drie rondes volgen (drie rondes zijn nodig
als B de eerstvolgende twee rondes zou
winnen). Stel voor het gemak even dat alle
drie rondes gespeeld worden. In iedere
ronde hebben A en B gelijke kans om te
winnen. Na twee rondes is dan de kans dat
A beide rondes gewonnen heeft i, de kans
dat zowel A als B ieder 1 ronde gewonnen
hebben 3 en de kans dat B beide rondes

gewonnen heeft . Deze kansen verhouden
zich respectievelijk als 1:2:1. Merk op dat
de getallen 1, 2 en 1 terug te vinden zijn in
de tweede rij van de driehoek van Pascal.
Na drie rondes is de kans dat A drie ron-
des gewonnen heeft 3, de kans dat A er
twee gewonnen heeft 3, de kans dat A er
een gewonnen heeft § en de kans dat B er
drie gewonnen heeft 3. Deze kansen ver-
houden zich als 1:3:3:1. Dit is weer direct
af te lezen uit de driehoek van Pascal.
Hoe zit het nu met het spelletje balla? Als
B drie rondes wint, wint hij het hele spel.
In alle andere gevallen, dus als A minstens
¢én van de drie rondes wint, dan wint A
het hele spel. De kans dat B wint is dus §
en de kans dat A wintis § + 3+ 3 = &.

Hoe moeten de spelers nu uitbetaald krij-
gen, als het spel voortijdig stopt bij een
stand van 5-3 voor A tegen B? De oplos-
sing van Pascal en Fermat is A en B uit te
betalen volgens de verhouding van hun
winstkansen: speler A krijgt 3 ste gedeelte
van de inzet en speler B § ste gedeelte.

Meer informatie

1. Peter L. Bernstein, De goden verzoeken, het opmerkelijke
verhaal van risico, Academic Service, Schoonhoven, 1998.
2. www.businessweek.com/1996/43/b349881 .htm




Een priem is een scherp steekinstrument waarmee een schoenmaker gaten in het leer
prikt. Maar wat is een priemgetal? Een scherp getal?

Prima getallen

Klaas Pieter Hart

Vorig jaar verscheen een
leuk boek, De relduivel
geheten. Daarin krijgt een
jongen, Robert, in zijn
dromen bezoek van een
duiveltje dat hem allerlei
wiskunde bijbrengt.
Robert maakt onder meer
kennis met prima getallen;
dat zijn getallen ‘die niet
deelbaar zijn’: niet deel-
baar door andere getallen
dan zichzelf en 1. Die
getallen heten gewoonlijk
priemgetallen — in de vorige jaargang van
Pythagoras is een heleboel over dat soort
getallen verteld.

We gaan het hier niet over de eigenschap-
pen van priemgetallen hebben, maar over
de naamgeving. Waarom priemgetallen?
Een priem is een scherp steekinstrument
waar een schoenmaker gaten in leer mee
steekt, maar aan een priemgetal is niets
scherps te ontdekken.

[1lustratie uit De telduivel.

Euclides

Het woord priem heeft ook niets met
scherp gereedschap te maken, het is een
vernederlandsing van primus, wat Latijn
voor ‘eerste’ is. En dat ‘eerste’ komt regel-

9 Wiskunde en taal

recht uit de Elementen van
Euclides, een serie meet-
kundeboeken uit de derde
eeuw voor Christus.

In het zevende boek van
de Elementen behandelt
Euclides de Dbeginselen
van de rekenkunde. In
Definitie 2 spreekt hij af
wat een getal 1s: ‘een veel-
heid opgebouwd uit een-
heden’, dat wil zeggen, een
lijnstukje van een gehele
lengte. In Definitie 11
vinden we: Een priemgetal
is een getal dat alleen met
de eenheid gemeten kan worden. Met
andere woorden: als je zo'n lijnstukje met
een ander lijnstukje (van gehele lengte) wil
afpassen, dan moet dat andere lijnstukje
één eenheid lang zijn. In het Grieks staat er
mpwtos p1Buog en dat betekent ‘eerste
getal’. In dat ‘eerste’ zit nogal wat sym-
boliek: een priemgetal kun je alleen maken
door een geheel aantal malen de eenheid te
gebruiken en de eenheid is het begin van
de getallen. Een priemgetal is ‘eerst” omdat
er geen getal bestaat dat uit eenheden is
opgebouwd en dat ons priemgetal weer als
veelvoud heeft. De telduivel zat er met zijn
‘prima getal’ niet zo ver naast: prima is
Italiaans voor ‘eerst’.




Rechthoekige en vierkante
getallen

Priemgetallen worden ook wel eens recht-
lijnig of lineair genoemd. Immers als je een
priemgetal aan guldens in een rechthoek
neer wilt leggen dan kan dat alleen maar
door ze op ¢€én rechte lijn te leggen.

Elk ander getal is rechthoekig: zo kun je
byjvoorbeeld 10 guldens neerleggen in een
rechthoek van 2 bij 5 gulden (het getal 10
is dus geen priemgetal). Kwadraten zijn
vierkant omdat je 4, 9, 16, ... guldens in een
vierkantje neer kunt leggen — ‘kwadraat’ is
ook een oud woord voor vierkant en het

Engelse square verenigt zelfs beide beteke-

nissen in één woord. -
[ N N N J
[N N N J ° 2
ececcece eecee eeee Meer informatie o
eoo0e® TR 1. Hans Magnus Enzensberger, De telduivel, de Bezige Bij,
1998, ISBN 9023481496.
7 is lineair 10 is rechthoekig 16 is vierkant 2. Pythagoras, jaargang 1997-1998, thema: Priemgetallen.

3. www.utm.edu/research/primes/

(advertentie)

wiskunde
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Wiskunde zomerkampen 1999

In augustus organiseert de Stichting Vierkant voor Wiskunde voor de zesde keer wiskunde zomer-
kampen voor jongeren. Tijdens de kampen worden allerlei activiteiten georganiseerd: (denk)spelletjes,
puzzels, wiskundige (kunst)bouwwerken, onderzoek, lezingen, muziek, sport, et cetera. Je bent op
de kampen op een leuke manier met wiskunde bezig, en je steekt er ook nog wat van op. Er zijn twee
kampen:

Kamp A, van 9 tot 13 augustus, voor kinderen van groep 6, 7 en 8 van de basisschool;
Kamp B, van 16 tot 20 augustus, voor scholieren van het voortgezet onderwijs.

De locatie is Jeugdherberg De Poelakker in Lunteren op de Veluwe. De kampen worden begeleid
door ervaren wiskundigen (studenten en docenten). Door subsidie van de Vrije Universiteit te
Amsterdam en de Stichting WeTeN kunnen we de eigen bijdrage per deelnemer beperken tot 400 gulden.
Voor meer informatie of een inschrijfformulier kun je bellen of een e-mail sturen naar:

Stichting Vierkant voor Wiskunde
telefoon: 020-4447776
e-mail: vierkant@cs.vu.nl

Kijk ook eens op de website, waar ook informatie over de Vierkant doe-boekjes en kalender te vinden
is: http://www.cs.vu.nl/~vierkant
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Risico’s zijn er altijd geweest, maar in de loop van de geschiedenis is de manier waarop

mensen met risico omgaan drastisch veranderd. Hoe definieer je risico’s precies? Hoe kun
je ze meten? En hoe kun je op een wiskundig verantwoorde manier risico-afwegingen

maken?

Risico en nut

Bernard Hanzon

Christiaan Huygens was zoon van de
beroemde Hollandse dichter en schrijver
Constantijn Huygens. Tussen 1655 en
1681 was hij afwisselend in Parijs en Den
Haag. In 1656 hoorde hij over de briefwis-
seling van Pascal en Fermat en hij ging
zich voor het balla-probleem interesseren
(zie p. 7). Hij schreef een boek over kans-
rekening dat in 1660 in het Nederlands
verscheen, getiteld Van rekeningh in spelen
van geluck. Vorig jaar verscheen hiervan
een heruitgave, bedoeld voor leerlingen
van de middelbare school.

De vraag die Huygens zich in dit boek stelt
is: hoe bepaal je de waarde van iemands
positie in de loop van een kansspel?
Huygens redenecert als volgt: als iemand
anders mijn plaats zou willen innemen,
wat zou hij daarvoor moeten betalen?

In het balla-probleem van Paciolo heeft speler
A 7ste kans op winst, speler B g ste (zie p. 8).
In dit speciale geval zou het antwoord luiden:
A heeft ste kans op de inzet, dus zou iemand
die de plaats van A zou willen innemen {ste

11

deel van de inzet moeten betalen. Om de
plaats van B in te nemen zou je tste deel
van de inzet moeten betalen.

Verwachtingswaarde

Huygens laat zien dat je het bedrag dat je
moet betalen om de plaats van een speler
in te nemen als volgt kunt berekenen:
beschouw iedere mogelijke uitkomst en de
kans op die uitkomst.

Vermenigvuldig de kans met het bedrag
dat de betreffende speler bij die uitkomst
krijgt en tel de zo verkregen getallen op.
Het totaal is het bedoelde bedrag.

-~
‘ Van Rekenmgh
" in pe €N van

Ge uck

De heruitgave van Huygens’ boek uit 1660.




In het spelletje balla is dit bedrag voor spe-
ler A gelijk aan

l+1+§)Xi1’126t
S e

Dobbel je met een dobbelsteen en krijg je
het aantal ogen in guldens uitbetaald, dan
is de waarde daarvan volgens het voor-
schrift van Huygens in guldens gelijk aan:

d+2-24+2-3+2.44+1.5+1.6,

1.
6

o | =

1 1
6 6
ofwel 3,50 gulden. Dit heet de wiskundige
verwachtingswaarde. Als het gaat om de
waardebepaling van een financiéle positie,
wordt dit in de financiéle wiskunde ook wel
het Huygens-J.Bernoulli-voorschrift genoemd.

De Sint Petersburg paradox

Huygens manier om de waarde van een
positie in een spel te berekenen werd al snel
geaccepteerd. Toch doken er problemen
op. In dit verhaal speelt de familie
Bernoulli een belangrijke rol. Gedurende
ongeveer anderhalve eeuw vanaf het mid-
den van de 17e eeuw hebben acht telgen uit
het geslacht Bernoulli naam gemaakt als
befaamde wiskundigen. Het was Nicolaus
Bernoulli die aan zijn neef Daniel
Bernoulli de volgende paradox voorlegde.
Beschouw een spel tussen twee spelers A en
B, waarbij speler A een munt opgooit en
daar net zo lang mee doorgaat totdat hij
een keer kruis gooit. Er wordt afgesproken
dat A aan B één dukaat geeft als hij na één
keer al kruis gooit, A geeft B twee dukaten
als hij eerst een keer munt gooit en daarna
kruis, vier dukaten als hij bij de derde worp
voor het eerst kruis gooit, acht dukaten als
hij by de vierde worp voor het eerst kruis
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gooit, enzovoort. Wat is nu de waarde van
B’s positie aan het begin van het spel?

Met andere woorden: hoeveel zou men er
voor over moeten hebben om aan het
begin van het spel met B te ruilen? Volgens
het voorschrift van Huygens wordt deze
waarde verkregen door de kans op iedere
mogelijke uitkomst met de kans op die uit-
komst te vermenigvuldigen en de resultaten
op te tellen. Wat krijgen we als we dit doen?

Een oneindige som

De kans op kruis in de eerste worp is 1 en
de bijbehorende uitbetaling is 1, dit levert
dus een bijdrage van ! in de einduitkomst.
De kans op eerst munt, dan kruis is 1 en de
bijbehorende uitbetaling is 2 ducaten, dus
dit geeft weer een bijdrage van 3. De kans
op eerst tweemaal munt en dan kruis is &,
en de bijbehorende bijdrage in de uitkomst
is wéér 3, et cetera. De totale waarde vol-
gens het voorschrift van Huygens is

L4+ 14+ 14...=0oneindig

T S

In de praktijk kan de waarde van dit spel
echter niet oneindig groot zijn.

Bernoulli’s oplossing

Daniel Bernoulli had een zeer ingenieuze
oplossing voor deze paradox. In 1731 pre-
senteerde hij voor de Akademie van
Wetenschappen in St. Petersburg een nieuwe
theorie over het meten van risico. Hij stel-
de dat mensen aan een aanwas in hun ver-
mogen een nut (of waarde) toekennen dat
afhankelijk is van het bezit dat ze al hebben.
Met andere woorden, voor een rijk persoon
zal een gulden minder nut vertegenwoordi-
gen dan voor een arm persoon. Het nut dat




door een kleine toename van bezit wordt ver-
schaft is omgekeerd evenredig is aan de hoe-
veelheid goederen die men daarvoor had.

De waarde van het St. Petersburg-spel is vol-
gens Daniel Bernoulli als
volgt vast te stellen: reken
van iedere mogelijke uit-
komst het nut uit en ver-
menigvuldig dit met de
kans op deze uitkomst,
en tel de zo verkregen
getallen op. Dit geeft het
nut van het spel voor de
betreffende speler. Als
we dit nut in geld uit-
drukken, dan vertegen-
woordigt dit geldbedrag de waarde van de
positie van de betreffende speler in het
spel. Als je bijvoorbeeld als nut de logarit-
me van een geldbedrag neemt, dan zal het
nut van het bovenbeschreven spel gelijk
zijn aan:

Daniel Bernoulli (1700-1782)

Llog(1) + L 1og(2) + ; - log(4) + -

De uitkomst van deze oneindige som blijkt
log (2) te zijn. Dus zal het nut van dit spel
voor speler B gelijk zijn aan een uitkering van
2 = 10" dukaten ineens. Hiermee is de
paradox, die bekend staat onder de naam
St. Petersburg paradox, door Daniel Bernoulli
opgelost.

In de moderne wiskundige economie neemt
het begrip nut nog altijd een belangrijke plaats
in. Welk nut een individu toekent aan de uit-
komsten van een kansspel bepaalt de mate
waarin hij zal proberen risico’s te mijden. In
het geval waarin het nut gelijk is aan het
geldbedrag, zullen we alleen op de wiskundige
verwachting van een spelpositie letten.
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Echter, als we een nutswaardering hebben
zoals Daniel Bernoulli die beschreef, dan
zullen we proberen risico’s te mijden en
voorzichtiger opereren.

De marktprijs van risico

Aan de oplossing van Daniel Bernoulli
kleven nog steeds bezwaren. Je kunt je bij-
voorbeeld een spel voorstellen als in de St.
Petersburg paradox waarbij de uitbetalingen
nog veel sneller groeien dan in het voor-
beeld, en wel zo snel dat zelfs het verwachte
nut oneindig groot 1s.

Een oplossing voorgesteld door de wiskun-
dig econoom Arrow is de bepaling van het
nut van de positie over te laten aan de spe-
ler: iedere loterij heeft in de theorie van
Arrow een bepaald nut en dit hoeft niet
gelijk te zijn aan de nutswaarde van Daniel
Bernoulli.

Een andere oplossing is om voor de
betreffende kansspelen een denkbeeldige
markt te creéren. Door de marktwerking
van vraag en aanbod ontstaat dan een
prijs, en deze prijs zegt hoeveel waarde er
aan een risicovolle positie toegekend
wordt. Het voordeel van een dergelijke
aanpak is dat allerlei vragen over de bere-
kening van de theoretische waarde van de
loterij omzeild worden. Deze theorieén
vormen het uitgangspunt van onder ande-
re de moderne optieprijstheorie waarover
in de vorige aflevering van Pythagoras
verteld is.

Meer informatie

1. Christiaan Huygens, Van Rekeningh in Spelen van
Geluck, Epsilon Uitgaven, Utrecht, 1998, ISBN 9050410472.
2. Daniel Bernoulli, Exposition of a new theory of the
measurement of risk, Econometrica, vol. 12, pp. 2336,
1954. (Engelse vertaling van Bernoulli’s artikel uit 1738)




In oude Japanse tempels tref je vaak mooie tekeningen op houten plankjes aan, ook wel
sangaku genaamd. Behalve veel afbeeldingen van paarden zijn er ook een groot aantal
meetkundige figuren gevonden. In het volgende stukje kun je lezen hoe het kan dat er op

zo’n ongewone plek wiskunde opduikt.

apanse

tempelwiskunde

Sander de Putter

Aan het begin van de 8¢ eeuw was men in
Japan bekend met de klassieke Chinese
werken over rekenkunde, algebra en meet-
kunde. De invloed van deze werken bleek
echter onvoldoende om de wiskunde een
vaste plaats te verschaffen binnen de Japanse
maatschappij. Ofschoon de Japanners de
beschikking hadden over een behoorlijke
hoeveelheid wiskunde, ondernamen ze
voor zover bekend zelf geen pogingen hier
resultaten aan toe te voegen.

Het begin van de middeleeuwen in Europa
viel ongeveer samen met het begin van een
vergelijkbare, ‘duistere’ periode in Japan.
De Boedhistische tempels fungeerden in
deze periode als scholen, maar hier werd
bijna niets aan wiskunde gedaan. Het schijnt
dat er in de 15e eeuw in Japan nauwelijks
mensen te vinden waren die in staat waren
een eenvoudige deling uit te voeren. Pas
aan het begin van de 17e eeuw kwam er
verandering in deze situatie.
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Grote en kleine getallen

In 1627 werd er een boek gepubliceerd
over wiskunde, Jinko-ki geheten, het-
geen zoiets betekent als ‘kleine en
grote getallen’. Het boek is het eerste
voorbeeld van een origineel Japans
wiskundig werk. De invloed was zo
groot dat de naam op een gegeven
ogenblik bijna een synoniem was
geworden voor het begrip reken-
kunde. Rond deze tijd begon de
Japanse wiskunde belangrijker te
worden, dit resulteerde in een aantal
mooie resultaten waaronder bijvoor-
beeld een aantal ingenieuze benade-
ringen voor T.

Isolement

In de zeventiende eeuw werd Japan
bestuurd door zogenaamde Shoguns,
militaire heersers die in Japan de
absolute macht bezaten. Omdat deze
machthebbers hun eigen invloed wil-
den vergroten en bang waren voor

dreigingen van buitenaf, besloten ze
in 1639 per decreet dat de grenzen
gesloten moesten worden. De slui-
ting kwam er op neer dat grens-
verkeer niet langer toegestaan was,
ook werd de import van boeken aan banden
gelegd. Deze situatie duurde meer dan twee
eceuwen. Pas in 1854 wist commandeur
Matthew C. Perry, bijgestaan door een
vloot Amerikaanse oorlogsschepen, het
einde van dit isolement af te dwingen.

Een periode van grote bloei

De rigoreuze afsluiting van de buiten-
wereld had niet alleen negatieve gevolgen.
Er brak zelfs een periode van grote culturele

15

3,
¥
.

|¥

FIETY

A

bloei aan, die ook wel de renaissance
wordt genoemd. Het was in deze periode
dat de wiskunde, met name de meetkunde,
echt tot leven kwam in Japan. De voor-
naamste Japanse religie was in deze tijd het
Shintoisme, met meer dan achthonderd
goden. Om deze goden allemaal tevreden
te houden, moesten er geschenken worden
gebracht aan de priesters in de heilige
tempels. De algemene opinie was dat de
goden veel van paarden hielden, die dan

Een Sangaku-probleem uit 1788. Gevraagd wordt een formule voor
de straal van de middelste reeks gele cirkels. (Illustratie uit Scientific
American, mei 1998)




ook een populair geschenk vormden.
Aangezien niet iedereen een paard kon
betalen, maakte men vaak een tekening
van een paard op een stuk hout, dat ver-
volgens door de priester opgehangen kon
worden. Men probeerde deze tekeningen zo
mooi mogelijk te maken en langzamerhand
verschenen er ook andere afbeeldingen in
de tempels.

Goddelijke meetkunde

Op de tabletten die de Japanners in de
tempels ophingen, verschenen behalve
afbeeldingen van paarden ook een groot
aantal meetkundige figuren. Een ver-
klaring hiervoor zou kunnen zijn dat men
in de Japanse cultuur altijd veel belang
gehecht heeft aan vormen en natuurlijke
schoonheid, twee aspecten die veelvuldig
aan bod komen binnen de meetkunde.
Mensen uit alle lagen van de bevolking, die
de goden wilden danken voor een mooie
stelling die ze hadden bedacht, plachtten
deze onmiddellijk op te tekenen en aan een
tempel te schenken. Op deze manier kon-
den ze hun ontdekkingen en resultaten
wereldkundig maken.

Meestal werd alleen het resultaat vermeld;
anderen werden geacht te proberen zelf het
bewijs te leveren. Aangezien er geen buiten-
landse wiskundige literatuur voorhanden
was, ontwikkelde de Japanse meetkunde
zich volstrekt onafhankelijk van de rest van
de wereld, waardoor ze een ander karakter
kreeg dan de meetkunde zoals wij die tegen-
woordig kennen. De voorliefde voor vormen
uitte zich in wiskundige stellingen waarin
cirkels en ellipsen een belangrijke rol spelen:
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cirkels in ellipsen, ellipsen in cirkels en
cirkels in vierkanten. De stellingen zijn
visueel zeer aantrekkelijk, de moeilijk-
heidsgraad variéert van redelijk eenvoudig
tot bijna ‘niet te doen’.

Een voorbeeld

Een mooi voorbeeld van de stellingen
zoals die in de tempels verschenen, zie je in
figuur 1.

Figuur 1.

In figuur 1 liggen de vier punten A, B, C en
D achtereenvolgens op een rechte lijn, de
onderlinge afstanden zijn willekeurig. De
cirkel C;, wordt z6 getekend, dat AB de
diameter is, C, heeft CD als diameter.
Vervolgens worden vanuit A raaklijnen
getrokken aan de cirkel C,, hetzelfde
wordt gedaan voor het punt D en de cirkel
C,. Daarna wordt door B de cirkel C,
getrokken, rakend aan de twee raaklijnen
uit het punt A. Aan de andere kant van de
figuur doen we precies hetzelfde voor de
cirkel C, door C, rakend aan de raaklijnen
vanuit D. De bewering is nu dat de twee
cirkels C; en C4 even groot zijn.
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Verknipt

Abdul. tapijtverkoper te Instanbul, heeft een probleem. Hij moet voor
zonsondergang een stuk tapijt van | m bij 1 m leveren aan een Engelse
toerist. Hij wil het maken van een stuk tapijt van 9 dm bij 12 dm dat

hij nog heeft liggen, maar tot zijn grote ontsteltenis heeft hij ont-

dekt dat iemand er in het midden een stuk van 1 dm bij 8 dm
heeft uitgeknipt. Abdul vindt echter al vlug een manier om
het tapijt in twee stukken te knippen zo, dat hij
het weer aan elkaar kan naaien met het

gewenste resultaat. Zie jij hoe dit moet?
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Figuur 2.

Een bewijs

We zullen nu bewijzen dat de cirkels C; en
C, uit figuur 1 even groot zijn. In figuur 2
zijn M, en M, de middelpunten van res-
pectievelijk C, en C;. De bovenste raak-
punten van de twee cirkels noemen we R,
en R,. Aangezien de straal van een cirkel
loodrecht staat op de cirkel zelf, geldt dat
de drichoeken AM;R; en AM,R, gelijk-
vormig zijn. Daaruit leiden we af dat:

R:M5 — RyM,
AM;  AM,

Als we nu voor de stralen van de cirkels
C,, C,, C, en C, respectievelijk ry, r, r; en ry
schrijven en gebruiken dat AM, = 2r, + BC + 1,
en AB = 2r, krijgen we de volgende formule :

- 2nn
2(n + 7'2)+BC-

3

Je kunt dit zelf controleren door deze uit-
drukking in te vullen in de vorige formule.
Als we nu het bovenstaande herhalen voor
de cirkels C, en C, krijgen we dezelfde uit-
drukking voor ry:

& 2"2]‘[
Y7 2 +1)+BC’

De conclusie is nu dat de stralen 5 en ry
gelijk zijn, de cirkels zijn dus even groot.

Antwoordenboekjes

Op de tabletten werd bijna nooit een oplos-
sing vermeld, wel waren er ‘antwoorden-
boekjes’ in omloop, collecties van oplos-
singen waarvan de vroegst bekende
dateert uit 1751. Deze antwoordenboeken,
die in feite handgeschreven kunstwerkjes
waren, geven een goede indruk van het
soort bewijzen dat door de Japanners
gebruikt werd. Het hierboven gegeven
bewijs komt in grote lijnen overeen met
het oorspronkelijke bewijs.

De besproken stelling werd aangetroffen
op een tablet dat in 1842 in een van de
tempels heeft gehangen. De constructie uit
figuur 1 is al vrij ingewikkeld, maar er zijn
stellingen gevonden waarin meer dan tien
cirkels een rol spelen!

Op pagina 22 vind je meer voorbeelden van
Japanse tempelwiskunde, daar mag je zelf
proberen vier stellingen te bewijzen. y

Literatuur
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American, mei 1998.
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3. Tamotsu Murata, Indigenous Japanese Mathematics,
in: I. Grattan-Guinness (ed.), Companion Encyclopedia
of the History and Philosophy of the Mathematical
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Kun jij de onderstaande opgaven oplossen? Stuur dan je oplossing
naar het onderstaande adres en maak kans op een boekenbon van 25 gulden!

Pythagora

Opgave 47

Het spel Hex wordt gespeeld op een bord
met een driehoekig rooster van nXn pun-
ten, in de vorm van een ruit. Om beurten
leggen speler A en speler B een steen van
hun eigen kleur op één van de nog lege
punten. Beide spelers krijgen van tevoren
twee tegenover elkaar liggende zijden van
de ruit toegewezen. Een speler wint door
een aaneengesloten pad van zijn eigen
kleur te vormen dat zijn twee zijden ver-
bindt.

In het onderstaande spel is n gelijk aan 4,
speelt speler A met rood verticaal en speler
B met zwart horizontaal. Speler A heeft
gewonnen.

In volgende spelsituatie speelt speler A
ook verticaal met rood en speler B speelt
horizontaal met zwart. Speler A is aan zet.

Wat speler A ook doet, speler B kan win-
nen. Kun je dit bewijzen?

[

Opgave 48

De kant van de straat waar ik woon telt 42
huizen. Woensdag is het GFT-dag.
Iedereen zet dan een groenbak aan de
straat of oud papier. Aan mijn kant zijn er
21 mensen die oud papier buiten zetten en
21 mensen die een groenbak aan de straat
zetten. Niemand doet beide, niemand doet
niks (een beter milieu begint tenslotte bij
jezelf). Laat zien dat er 14 opeenvolgende
huizen zijn die samen precies 7 groenbak-
ken en precies 7 stapels oud papier aan de
straat zetten.




Stuur je oplossing naar:
Pythagoras Olympiade
TU Eindhoven

Faculteit Wiskunde
Hoofdgebouw kamer 9.50
Postbus 513

5600 MB Eindhoven
email: sander@win.tue.nl

Vermeld bij de oplossing je naam, adres,
school en klas. Stuur bij de antwoorden
ook een toelichting, waarin uitgelegd
wordt hoe je aan het antwoord gekomen
bent (een berekening of een bewijs).
Insturen is mogelijk tot en met 15 juli
1999. Onder de inzenders van goede oplos-
singen wordt per opgave een boekenbon
van vijfentwintig gulden verloot. Let op:

het is de bedoeling dat je de oplossing zelf

vindt!

Hieronder volgen de oplossingen van de
opgaven uit het februarinummer.

Veel succes!

Ronald van Luijk, Wim Oudshoorn en
Sander van Rijnswou.
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Olympiade

Laddercompetitie
Per schooljaar worden de
resultaten van de inzenders
bijgehouden in een ladder-
competitie. Aan het eind van
het schooljaar zijn er voor
de beste drie leerlingen drie
hoofdprijzen te verdienen
van respectievelijk 250, 200
en 150 gulden. De stand van
de laddercompetitie wordt
bijgehouden op de homepage
van Pythagoras.

Wiskunde Olympiade
Bovendien nodigt de Pythagoras
Olympiade-redactie in augustus tien
deelnemers van de ladderwedstrijd uit
om deel te nemen aan de tweede
ronde van de Nederlandse Wiskunde
Olympiade in september. Zij mogen
dus meedoen aan de tweede zonder
dat zij aan de eerste ronde deel heb-
ben hoeven nemen.




Pythagoras Olympiade

Opgave 43

OPLOSSINGEN. Dertien drichoeken
met zijden 3, 4 en 5 hebben een totale
omtrek van 13(3+4+5)=156. De twaalf
stokken met lengte 13 hebben een totale
lengte van 12 - 13=156. Dat gaat dus net.
We zien dat we alle stokken helemaal zul-
len moeten gebruiken om een kans te
maken. Er zijn drie manieren om een stok
van 13 cm te verdelen in stukken van 3, 4
of 5 em. Namelijk:

5+5+3 = 13,
5+4+4 = 13,
4434343 = 13,

Zeg dat we a maal de eerste verdeling toe-
passen, b maal de tweede verdeling en ¢ maal
de derde. Omdat we de lengtes 3, 4 en 5 ieder
dertien maal nodig hebben krijgen we het
volgende stelsel van vergelijkingen:

20+h =13,
2b+c =13,
a+3c =13.
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De eerste vergelijking kunnen we schrij-
ven als b=13-2a. Als we dat invullen in
de tweede vergelijking krijgen we:
2(13-2a)+c=13, oftewel c¢=-13+4a.
Vullen we dit in derde vergelijking in, dan
krijgen we: a+3(-13+4a)=13, oftewel
a=4. Verder invullen geeft b=5 en ¢=3.

Deze opgave werd opgelost door: Steven Peirsman van
het Onze-Lieve-Vrouw-Presentatie te Bornem (Belgi¢),
Hendrie de Groote van het Hondsrug College te
Emmen, Sheron Shamuilia van het Onze-Lieve-
Vrouwecollege te Oostende (Belgié), Martin van der
Schans van het Farel College te Ridderkerk, Gertjan
Kok van het St. Maartenscollege te Voorburg, Wouter
Wakker van Scholengemeenschap Pieter Zandt te
Kampen, Martijn Kropman van het Lorentz-Casimir
Lyceum te Eindhoven, H. Verdonk te s Gravenhage,
Bob van de Westelaken van Beekvliet te St.
Michielsgestel, Peter Deleu te Hulste, Ties Brands te
Gemert, Ka-Wing Lam van het Hondsrug College,
Peter Bruin van het Groene Hart Lyceum te Alphen a/d
Rijn, Adriaan Louwerse van het Calvijn College te
Goes, Birgit van Dalen van de Vlaardingse Openbare
Scholengemeenschap, Agnes Blom van het Groene Hart
Lyceum, Johan de Ruiter van het Farel College te
Ridderkerk, Marleen Groeneweg van het Christelijk
Gymnasium Beyers Naudé te Leeuwarden, Jim Kasteel
te Arnhem, Michiel van Dam van het Groene Hart
Lyceum, David de Kloet van het Fons Vitae Lyceum te
Amsterdam, Jan Tuitman van het Praedinius
Gymnasium te Groningen, Herbert Beltman van de De
Waerdenborch te Holten, Mischa Rademakers te
Rotterdam, Tine van Laere van Sint-Norbertus te
Duffel (Belgi€), Jan Maas van het Aloysiuscollege te
Den Haag.

De bockenbon gaat naar Hendrie de Groote.




Opgave 44

OPLOSSING. We laten eerst zien dat alle
getallen die geen tweemacht zijn te schrij-
ven zijn als som van opeenvolgende getal-
len (tweemachten zijn 1,2,4,8,16,...).
Daarna zullen we laten zien dat twee-
machten zelf niet de som van opeenvol-
gende getallen zijn.

Kies twee natuurlijke getallen a en b met a
oneven. Bekijk de volgende som:

(b—“T“)+---+(b-1)+b+(b+1)

+Hb+2)++(b+ =2

In deze optelling zijn er %‘1 paren rondom
b, dus de som is in totaal gelijk aan ab. We
willen meer dan één term, dus a>1. Als
een getal een oneven deler heeft, dan kun-
nen we het schrijven als ab met a>1 en a
oneven. En dan is dat getal dus gelijk aan
bovenstaande som. Kortom alle getallen
behalve tweemachten kunnen geschreven
worden als som van opeenvolgende getallen.
Er is een kleine complicatie. Een deel van
de rij kan 0 of kleiner worden. Dat is niet
erg, want die getallen komen ook positief
in de rij voor en vallen weg. De rij wordt
korter maar de som blijft hetzelfde. Het
zou echter kunnen gebeuren dat er zoveel
wegvalt dat er nog maar één term over-
blijft. We kijken wanneer dat gebeurt: ver-
onderstel dat b—“+<0. Dan vallen er
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2(=L - b) +1 termen weg (NB. 0 valt ook

2
weg). We houden dus over:

a-2(£l-b)-1=2b.

Maar b is minstens 1 dus 2b is minstens 2.
Er blijven dus minstens twee termen over.
Tenslotte de tweemachten. Voor een paar
kleine tweemachten als 1, 2 en 4 is het met
een beetje proberen duidelijk dat ze niet te
schrijven zijn als som van opeenvolgende
getallen. Maar misschien is het voor veel
grotere tweemachten wel ooit mogelijk.
Om te laten zien dat het echt niet kan
moeten we wat beter naar de som van
opeenvolgende getallen kijken. De som
van m opeenvolgende getallen, te beginnen
bij n is n+(n+1)+(n+2)+ ... +(n+m-1).
Deze som kunnen we uitrekenen, het is m
maal het gemiddelde oftewel: m"_““;m_-' =
Im(2n+m-1).

Veronderstel dat 2° gelijk is aan zo’n som.
Dan staat er:

2t = m(2n+m-1).

Het linkerlid heeft geen oneven delers gro-
ter dan 1. Dus m=1 of m is even. In het
tweede geval is (2n+m—1) oneven, dus dat
kan niet. Dus m=1. Maar dan hebben we
een som met slechts één getal erin en dat 1s
niet toegestaan.

Deze opgave is opgelost door: Gertjan Kok van het St.
Maartenscollege te Voorburg, H. Verdonk te
’s Gravenhage, Peter Deleu te Hulste, Peter Bruin van
het Groene Hart Lyceum te Alphen a/d Rijn, David de
Kloet van het Fons Vitae Lyceum te Amsterdam, Jan
Tuitman van het Praedinius Gymnasium te Groningen,
Jan Maas van het Aloysiuscollege te Den Haag.

De boekenbon gaat naar Peter Bruin.
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Zsofia Ruttkay

Gedurende het grootste deel van de Edo
periode (1603-1867) was Japan afgesloten
van de Westerse wereld. Maar geleerden
uit alle lagen van de bevolking, van
boeren tot samoerai, bedachten stellingen
uit de vlakke meetkunde. Deze stellingen
verschenen als prachtig gekleurde tekenin-
gen op houten tabletten, die opgehangen
werden onder de daken van tempels.

Zo'n tablet werd een Sangaku genoemd,
Japans voor ‘wiskunde-tablet’. Veel meet-
kundigen lieten een Sangaku maken om
de goden te danken voor de ontdekking
van een stelling. Het bewijs van de

stelling werd zelden gegeven, maar werd als
uitdaging overgelaten aan andere meetkun-
digen: “Kijk maar eens of je dit kunt.”

In de afgelopen tweehonderd jaar zijn vele
tempels verlaten of vernietigd, en de
Sangaku’s die daar hingen bestaan niet
meer. Ongeveer 820 Sangaku’s hebben de
tand des tijds overleefd.

Puzzelen

Hoe ziet een Sangaku er uit? Meestal heel
beknopt: vaak is er alleen een tekening,
met een formule ernaast die bewezen moet
worden. De letters in de formule duiden
afstanden in de tekening aan, die soms
aangegeven zijn, maar vaak ook niet.
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Dus de eerste puzzel is om uit te vinden
wat precies te bewijzen is. Als eerste stap
moeten alle gegevens uit de tekening
gehaald worden. De zaak wordt nog
moeilijker wanneer geen formule aan-
wezig is, maar een vraag: hoe groot is de
afstand? Het is natuurlijk niet de bedoeling
om de afstand in de tekening op te meten,
maar deze uit te drukken als een formule
van enkele bepalende gegevens uit de
tekening, zoals afstanden tussen punten,
stralen van cirkels, et cetera. Vervolgens
moet de formule bewezen worden.

Aan de slag

Hier volgen vier Sangaku-opdrachten,
gerangschikt van eenvoudig tot ingewikkeld.
In het volgende nummer van Pythagoras
komt de uitleg over de opdrachten met
oplossing. Maar tot dan: zelf aan de slag!

Gebruikte bronnen 4

H. Fukagawa, D. Pedoe, Japanese Temple Geometry
Problems, The Charles Babbage Research Centre,
Canada, 1998, -
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at hebben een aantal populaire wetenschapsboeken, drie recente Amerikaanse
films en een nieuwe eau de toilette voor mannen gemeen? Een geheel nieuwe kijk
op het imago van wiskunde!

Chris Zaal

P 9 november 1998 zond het Amerikaanse programma All Things Considered van
de National Public Radio een onderwerp uit getiteld: ‘Math is Way Cool’.
Verslaggever David Kestenbaum deed daarin verslag van een opmerkelijke trend:
wiskunde is weer populair, tenminste: buiten het klaslokaal.
Als bewijs hiervoor worden drie recente ontwikkelingen opgevoerd: de wiskundige
als held in Hollywoodfilms (zie p. 4), de opmars van de financiéle wiskunde, en de
introductie van een nieuwe aftershave.

(
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GIVENCHY

EAU D TORLETTE
FOR MEN
NATURAL SPRAY

Shel  seawvex 1.7 ALOZ

S

A thinking men’s cologne
n het radioprogramma, dat via Internet te beluisteren is, komt Camiel

MacDonald aan het woord. Zij is directrice van Givenchy New York,
een parfumhuis dat een nieuwe mannengeur op de markt heeft
gebracht. Ze vertelt: “De naam van het parfum is ‘Pi’, en om dit woord

zetten we aanhalingstekens, want de echte naam
is het wiskundige symbool 7..”

De letter . is de zestiende letter van het
Griekse alfabet en het wiskundige symbool
voor het getal 3.1415..., de verhoudig tussen

de omtrek en de diameter van een cirkel.

Givenchy start met /i een nieuwe trend, want de formule
waarmee het nieuwe parfum verkocht wordt is niet sex of
sport, maar intelligentie. Volgens de radioverslaggever is
een ‘thinking men’s cologne’. MacDonald licht toe: “Het con-
cept van een denkende man, van een high-tech man is een
nieuwe culturele trend die de afgelopen paar jaar begonnen is en die zich steeds
sneller verspreidt.”
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De omtrek van een
cirkel is precies =
keer zo groot als de
diameter. T=3.14...

|



Wiskunde is sexy

ivenchy heeft hard gewerkt om intelligentie een sexy uitstraling
te geven, want zonder sex appeal verkoopt een after shave niet.
In de reclamecampage figureert daarom een astronaut: niet
John Glenn, Wubbo Ockels of Chriet Titulaer, maar een jong en
knap model (IQ onbekend). Het reliéf in het glas van de robuuste
flacon geeft het idee van een maanlandschap, en de sluiting in
de vorm van een halve cirkel doet denken aan een astronauten-
helm.

Miami

e geur van 7T is zoetig en heeft twee com-
ponenten: Guaiac, een hardhout, en Infinium,
/F. _ een synthetische geurstof. Vorig jaar werd
’ het parfum getest in Miami. Deze stad werd

' niet zozeer verkozen wegens de intelligentie
van haar bewoners, maar wegens de aan-
wezigheid van grote aantallen kopers die er
f geen probleem van maakten tachtig gulden
i neer te leggen voor 100 ml aftershave. |

T -

¥ GIVENCHY eer informatie
e www.givenchy.com

y www.npr.org/programs/atc/archives/1998/9811 09.atc.html
/ N\ www.math.ucsb.edu/mathispopular.html

diameter d

—~"omtrek md

7T is verkrijgbaar in de betere parfumeriezaak en warenhuis
als eau de toilette, aftershave en deodorant.
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Dion Gijswijt

Van Wim Pijls uit Rotterdam ontvingen we
een mooi bewijs van het schatzoekerspro-
bleem uit het oktobernummer. Zijn bewijs
maakt gebruik van het feit dat een draaiing
om een punt hetzelfde is als spiegelen in
twee lijnen met de halve draaihoek als hoek
tussen deze twee lijnen, zie figuur 1.

Het punt P wordt eerst gespiegeld in lijn &
en vervolgens in lijn /. Het resultaat is dat
P om het snijpunt § van / en £ is gedraaid
over een hoek tweemaal zo groot als de
hoek tussen 4 en /.

P

T k

Figuur 1.
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Hoe kun je dit gebruiken om de schat te
vinden? In figuur 2 zie je de olm 0, de
pijnboom P en de waterput W. Het punt
E ontstaat door W over 90° tegen de klok
in om O te draaien en F ontstaat door W
over 90° met de klok mee om P te draai-
en. De schat bevindt zich halverwege E
en F. Het probleem is dat we niet weten
waar de waterput W precies is, en dus ook
niet waar de schat begraven ligt.

Wim Pijls lost dit probleem op door een
‘geodriehoek’ op het lijnstuk OP te zet-
ten: van de driehoek OPQ zijn de hoeken
O en P 45° en hoek Q is 90°. Hij beweert
dat de schat zich in de top Q van de geo-
driehoek bevindt, zodat hij de plaats van
de waterput niet hoeft te weten om de
schat te kunnen vinden.

Het bewijs dat de schat in Q ligt gaat als
volgt. Als je E kloksgewijs 90° om O
draait kom je in W uit. Draai je vervol-
gens met de klok mee 90° om P, dan
beland je in F. Deze twee draaiingen zijn
hetzelfde als spiegelen in OQ en OP en
daarna spiegelen in OP en PQ. Tweemaal
achter elkaar spiegelen in OP mogen we
weglaten, dus houden we over: spiegelen
in OQ en PQ, wat draaien om Q over 180°




is. Dus als je E over 180° om Q draait,
beland je in F. Dat betekent dat Q het
midden van EF is en dat de schat inder-
daad in Q begraven ligt.

0 = olm
P = pijnboom
W = waterput

Figuur 2.

O S

Naar aanleiding van het probleem
‘Verknipte rechthoek’ uit het februarinum-
mer, stuurde Elias Buissant des Amorie uit
Castricum een in 21 vierkanten verdeeld
vierkant. De lengtes van de zijden staan in
de vierkanten aangegeven. Het bijzondere
aan deze verdeling is dat alle vierkanten
verschillende afmetingen hebben. Het
vierkant heet daarom ‘volmaakt’ van orde
21. Lange tijd dacht men dat het onmoge-
lijk was om een vierkant in kleinere vier-
kanten van verschillende afmetingen te
verdelen en er dus helemaal geen vol-
maakte vierkanten zouden bestaan. Pas in
1938 ontdekten Brooks, Smith en Stone
een volmaakt vierkant dat orde 69 heeft.
Vanaf dat moment werden er volmaakte
vierkanten van steeds kleinere orde gevonden,
totdat de Nederlander A.J.W. Duijvestijn
in 1978 het nevenstaande vierkant van
orde 21 vond. Hiermee maakte hij een
einde aan de speurtocht, want men had al
wel kunnen bewijzen dat er geen vol-
maakte vierkanten met een orde kleiner
dan 21 bestaan. y
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Een vierkant verdeeld in 21 vierkanten van verschillende
grootte. De getallen geven de lengtes van de zijden aan.

Meer informatie:
www.ics.uci.edu/~eppstein/junkyard/dissect.html
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K.C. Cole is wetenschapsjournaliste bij de
Los Angeles Times. In Het heelal en het
theekopje probeert zij, aan de hand van veel
voorbeelden en anecdotes, te laten zien dat
je overal wiskunde in kan vinden — in
kiesstelsels, subatomaire deeltjes, logica en
de kromming van de ruimte.

Wiskunde gaat niet alleen over getallen,
maar is 0ok een manier van denken, zo
wordt betoogd in de inleiding. K.C. Cole
beargumenteert dat de menselijke geest gek
genoeg een goed begrip van de wereld om
ons heen in de weg staat (deel 1), en dat de
fysische wereld hetzelfde doet (deel 2).
Vervolgens wordt aangetoond dat wiskunde
verlichting kan brengen in duistere plekken: in
de sociale wereld (deel 3), en
ook in abstractere gebieden
zoals de relativiteitstheorie
(deel 4). Het boek eindigt met
de stelling dat wiskunde en
schoonheid twee kanten van
dezelfde munt zijn. Dit wordt
bijvoorbeeld gedemonstreerd
in de kristalstructuur van een
sneeuwvlok: mathematisch,
symmetrisch en mooi.

Wil ik dat weten?

De inhoud van het boek is
interessant, zij het niet door-
dat er nieuwe onderwerpen
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K.C. COLE

HET HEELAL

HET THEEKOP]JE

geintroduceerd worden, maar door de
manier waarop de onderwerpen bij elkaar
gezet zijn en waarop ze met elkaar in ver-
band gebracht worden. De stijl daarente-
gen is volgens mij niet aan Nederlandse
scholieren besteed. Het boek bevat veel
anecdotes waarbij de auteur een beroemd-
heid spreekt of een beroemd instituut
bezoekt. Mijn gevoelens daarbij zijn: “Wil
ik dat weten?” Ik vind het overbodige
informatie en vermoed dat als dergelijke
verhalen onvermeld gelaten zouden wor-
den, er van de + 250 pagina’s er nog maar
150 over zouden blijven. Ook viel mij op
dat er vaak heen en terug verwezen wordt,
iets dat volgens mij in een goed boek
onnodig zou moeten zijn.
Het heelal en het theekopje
vind ik daarom in beginsel
een goed boek, maar een-
tje dat vanwege de schrijf-
stijl niet in mijn boeken-
kast thuishoort.
Marte Koning

-

Besproken boeken
K.C. Cole, Het heelal en
het theekopje, Ambo,
ISBN 9026315295.

Prijs f1. 25,00.

De schoonheid van wiskunde
Amibo




In de wiskunde moet je alles kunnen beredeneren. Maar
met redeneren ga je makkelijk de fout in, want door
foute redeneringen kun je dingen bewijzen die niet waar
zijn. Kijk maar naar onderstaande drie uitspraken.

André de Boer

Deze keer behandelen we in Pythagoras
een aantal verschillende drogredeneringen:
een drietal uitspraken vergezeld van een
bewijs. Alle drie uitspraken zijn onwaar.
In de bewijzen zit dus een fout, en de vraag
is waar. Kun jij de plaatsen aanwijzen
waar een fout gemaakt wordt?

1. EIk getal is groter dan zichzelf

We beginnen met twee positieve getallen a
en b met a>b. Vermenigvuldig beide getallen
met b. Dan krijgen we

ab> b’
Trek nu links en rechts @’ af?
ab—a*>b—a’.
Ontbind in factoren:
a(b—a) > (b—a)(b+ a).

Deel nu beide leden van de vergelijking
door b —a. Er staat dan:

a>b+a.

Het getal b is positief, dus groter dan nul.
Maar dan is a groter dan zichzelf.
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redeneringen
2. 1=2
Beschouw de volgende gelijkheid:
n+n+--+n=n-n=n?
\—w_/
n keer

Als we beide leden van de vergelijking
naar n differentiéren, dan krijgen we:

l4+1+-+1=2n
—_

n keer

Ofwel n=2n. Delen we links en rechts
door n, dan krijgen we 1=2.

3.50=5
Een vierde deel van een gulden 1s 25 cent:

21; gulden = 25 cent

Trek nu in deze gelijkheid links en rechts
de wortel:

\J+gulden = /25 cent

Ofwel: % gulden = Scent. Conclusie: 50 = 5.

Een uitleg van deze drogredeneringen kun je
vinden op de homepage van Pythagoras
(kijk bij het juninummer). Heb je geen
Internet, stuur dan even een briefje naar de
redactie, dan krijg je de uitleg toegestuurd.

A




Dion Gijswijt

Doping

Tijdens een groot sportevenement ge-
bruikt 10% van de sporters een verboden
middel X. De sporters worden getest,
maar de test is niet helemaal zuiver. Iedere
keer dat de test wordt afgenomen is er een
kans van 10% dat de test het verkeerde
resultaat geeft. Erik wordt getest en er
wordt X geconstateerd. Hoe groot is de
kans dat hij dat middel daadwerkelijk
heeft gebruikt?

Drie op een rij

Sandra en Vincent spelen ‘drie op een rij’
op het onderstaande bord. Om de beurt
zetten ze een steen op een van de onbezet-
te punten. Sandra begint en speelt met
wit, Vincent speelt met zwart. De winnaar
i1s degene die drie stenen van zijn/haar
eigen kleur op een rij heeft. Kan een van
de twee spelers altijd winnen?

@
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Wiebertjes

Hier zie je een zeshoek die gevuld is met
wiebertjes. De wiebertjes kunnen drie ver-
schillende richtingen hebben en die komen
alledrie even vaak voor, hoe je de zeshoek
ook vult. Kun jij verklaren waarom dat zo
1s?

.,0.
,(0“0
e

Verschillende verschillen

Kun je uit de getallen 1 tot en met 23 er zes
kiezen z9, dat de verschillen tussen deze zes
getallen allemaal verschillend zijn?

Veelvliak

Een veelvlak is een gesloten ruimtelijk
figuur opgebouwd uit eindig veel veelhoe-
ken. Kun je bewijzen dat ieder veelvlak twee
zijvlakken heeft met hetzelfde aantal zijden?




Oplessim

Op deze pagina worden de oplossingen
van problemen uit het vorige nummer
van Pythagoras besproken.

Dion Gijswijt

Kop en munt

Na één keer gooien heb je zeker kop of
munt gegooid. De vraag is dus hoe lang
het gemiddeld nog duurt om de munt met
de andere zijde boven te laten neerkomen.
Noem dit aantal x. Na nog een keer gooien
hebben we met kans 3 de andere kant
gegooid en zijn we klaar. Ook met kans 3
zijn we niets opgeschoten en moeten we
gemiddeld nog x maal gooien. Dus x= 1 +3x
en x=2. Omdat we in het begin al een keer
hadden gegooid, is het antwoord dus 3.

Domino’s
Er zijn twee
oplossingen.
Dit is er een:

‘.. e 60 o & o

® -
S ¢ g 00 0 ® o
e o0 20 060 o
RS
e oo 00 00 o

Rechthoeken

Elk van de zeven rechthoeken heeft een
oppervlakte die een even getal is. De
oppervlakte van de grote rechthoek is de
som van deze even getallen, dus zelf ook
even. De grote rechthoek heeft daarom
minstens één even zijde.
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Afspraakje
leder punt in het vierkant stelt een paar tijd-
tippen voor waarop Aline en Aafke het café
binnenkomen. De punten in het ge-arceerde
deel zijn de gevallen waarin de twee elkaar
ontmoeten en de punten daarbuiten de
gevallen waarin ze elkaar mislopen. De kans
dat Cas en Aafke elkaar ontmoeten is gelijk
aan het gedeelte van het vierkant dat gear-

ceerd is, dus 1— i = } dus 75%.
8.00 uur
Aline
7.30 uur
Aafke
7.00 uur 7.30 uur 8.00 uur
Straal

Als we een paar hulplijnen tekenen, dan zien
we dat de diameter van de grote cirkel gelijk is
aan de diagonaal van het

gestippelde vierkant.
De straal van de
grote cirkel is dus
gelijk aan 5/2.




Agenda

Data voor deze agenda aanmelden bij pythagoras@wins.uva.nl

vrijdag 4 juni 1999

Voorlichtingsdag Wiskunde, Informatica,

Natuur- en Sterrenkunde

Universiteit van Amsterdam (020) 525 50 74

vrijdag 4 juni 1999
Meeloopdag Wiskunde en Informatica
Vrije Universiteit Amsterdam (020) 4447651

zondag 13 juni 1999

prof. dr. H.P. Barendregt: Hersenen en bewustzijn

Wetenschappelijke lezingenserie i.s.m. K.L. Poll Stichting

Paradiso, Amsterdam (020) 626 45 21

ma 9 t/m vr 13 augustus "99: groep 6, 7 en 8 van de basisschool

ma 16 t/m vr 20 augustus '99: scholieren van het voortgezet onderwijs

Vierkant voor Wiskunde zomerkampen (020) 444 77 76
De zomerkampen van Vierkant zitten vol met interessante

en boeiende wiskunde, wiskunst, spelletjes, sportactiviteiten en muziek.

do 26 en vr 27 augustus '99: TU Eindhoven

vr 3 en za 4 september '99: CWI| Amsterdam

Vakantiecursus 1999: Onbewezen vermoedens (020) 592 93 33
Voor leraren wiskunde en exacte vakken aan vwo,

havo en vbo, en andere belangstellenden.

vrijdag 17 september 1999 (026) 352 12 94
2e ronde Nederlande Wiskunde Olympiade
TU Eindhoven

zondag 10 oktober 1999: Wetenschapsdag

za 9 t/m zo 17 oktober '99: Wetenschapsweek

Nationale Wetenschap & Techniek Week 1999 www.weten.nl
Thema: Tijd, van even tot eindeloos

32




Oplossing

De rover
Het juiste antwoord is “Vier”. Voor het
goede antwoord moet je het aantal letters

noemen in het woord dat de wachter roept.

Ezelsoren

Autobiografische getallen
1210

Werk in uitvoering
Nul! De boot drijft op het water.

—r
L Jy b

Visitekaartje
Er zijn heel veel oplossingen mogelijk. Van
twee geven we het principe:

|

Langste rij

In de langste rij staan meer mensen dan in
de kortste rij, dus de kans dat men in de
langste rij staat is gemiddeld genomen groter
dan de kans dat men in de kortste rij staat.
Men staat daarom vaker in de langste rij
dan in de kortste.

Over de medewerkers

drs. A.A.J. de Boer is leraar wiskunde aan de JSG Maimonides te Amsterdam
prof.dr. J. van de Craats is hoogleraar wiskunde aan de UvA, de Open Universiteit en de KMA

D.C. Gijswijt is student wiskunde aan de UvA

dr. B. Hanzon is docent econometrie aan de VU
dr. K.P. Hart is docent topologie aan de TU Delft
B. de Jongste is recreatief wiskundige te Den Haag

M. Koning is leerling van klas 6 van het Stedelijk Gymnasium Johan van Oldebarnevelt te Amstersfoort

ir. A.A.J. Lefeber is AIO systeem- en besturingstheorie aan de UT

R. van Luijk is student wiskunde aan de UU

drs. W.R. Oudshoorn is AIO algebra en meetkunde aan de UG
S. de Putter is student wiskunde aan de UU

ir. S.M. van Rijnswou is O1O computeralgebra aan de TUE
dr. Zs. M. Ruttkay is onderzoeker bij het CWI te Amsterdam

prof.dr. J.M. Schumacher is onderzoeker bij het CWI en deeltijd hoogleraar wiskunde aan de KUB

dr. ir. R.F. Swarttouw is docent wiskunde aan de VU

dr.ir. M.H. Vellekoop is docent Toegepaste Wiskunde aan de UT

drs. C.G. Zaal is docent wiskunde aan de TU Delft







