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Deze keer drie labyrin-
ten. Bij elk van de laby-

. - .
rinten is er steeds een
wa e rtj e s bijzondere regel die je

vertelt hoe je er door-
heen'mag lopen.

Bron De oplossingen staan
Robert Abbott, Supermazes & Mad Mazes .
http://home.att.net/~robtabbott/ op pagina 39.
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Getallenlabyrint

Vertrek vanuit het rode vakje
linksboven. Je mag alleen hori-
zontaal of vertikaal door het
labyrint bewegen, en precies
zéveel vakjes als het hokje aan-
geeft waar je op staat.
Bijvoorbeeld, vanuit de begin-
positie mag je alleen 5 vakjes
naar beneden of 5 vakjes opzij.
Kun je op deze manier bij het
doel uitkomen?
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Finish

Driekleurenlabyrint

Zoek zodanig je weg door
het labyrint, dat je de kleu-
ren rood, zwart en wit in
de repeterende volgorde
RZWRZWRZW....bezoekt.
Je zult verschillende plek-
ken meer dan eens moe-
ten aandoen. Omkeren
(een bocht van 180 gra-
den maken) mag niet.

FINISH
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Het volgende bewijs van de stelling van Pythagoras komt al voor in een Sanskriet
manuscript: Toucti Bacha. Een vertaling daarvan in het westen verscheen in 1887,
maar daar kende men het bewijs al, het was in 1741 door de Franse wiskundige

Clairaut gepubliceerd.

Bruno Ernst

Het bewijs dat we gaan bekijken is een
typisch “legpuzzelbewijs”, waarbij de
vierkanten op de rechthoekszijden zo
verknipt worden, dat ze precies passen
in het vierkant op de schuine zijde.

In veel andere bewijzen van de stelling
van Pythagoras (o0.a. het bewijs van
Euclides) worden figuren veranderd, dat
wil zeggen, een vierkant wordt omgezet
in een rechthoek met gelijke opperviak-
te. In dit opzicht zijn legpuzzelbewijzen
eenvoudiger, omdat alleen gebruik
wordt gemaakt van congruentie van
driehoeken.

Het legpuzzelbewijs waar het hier over
gaat vind ik aantrekkelijk omdat behalve
het bewijs zelf, ook de figuur waarmee
het bewijs geleverd wordt (figuur 2)
mooi is.

Het bewijs

We gaan uit van een rechthoekige drie-
hoek met zijden @, b en c. Op de schuine
zijde wordt een vierkant getekend
(figuur 1). Vanuit P en Q (figuur 2) wor-
den loodlijnen op b en het verlengde
ervan neergelaten. Op de loodlijn uit P
worden weer loodlijnen vanuit B en 0
getekend. Nu zien we drie vierkanten:
het grootste vierkant staat op zijn kant
en heeft een oppervlakte ¢?, en verder
twee kleinere, waarvan we nog moeten
bewijzen dat het vierkanten zijn.

In figuur 3 is figuur 2 nogmaals gete-
kend. We hebben de verschillende
oppervlakten genummerd van 1 tot en
met 6. We tonen eerst aan, dat de recht-
hoekige driehoeken 1, 2, 3 en 4 congru-
ent zijn. 1 is congrent met 4, want ze
hebben gelijke schuine zijden (c), gelijke
rechte hoeken en verder is

hoek A; = 90° - A, en ook B = 90°- A, ,
dus is hoek B gelijk aan hoek 4, .

Het bewijs voor de overige driehoeken
is hetzelfde. Uit de congruentie volgt dat
BE = BC, dus is CFEB (links) een vierkant
met zijde a. Ook is HQ = QG, dus is
GFHQ (rechts) een vierkant met zijde b.
Als we nu 1 op 2 leggen en 4 op 3, dan
is het grote vierkant precies gevuld met
alle delen van de kleine vierkanten (merk
op dat 1 en 4 delen zijn van de kleine
vierkanten). En dat is wat we wilden
bewijzen.

Anders gezegd

Het idee van het legpuzzelbewijs kunnen
we ook zo noteren: de kleine vierkanten
bestaan uit (1 + 4) + 5 + 6, het grote
vierkant bestaat uit 2 + 3) + 5 + 6;
omdat 1 + 4 = 2 + 3 zijn de vierkanten
op de rechthoekszijden samen dus gelijk
aan het vierkant op de schuine zijde.
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Stuur je oplossing naar:

Pythagoras Olympiade

TU Eindhoven

Faculteit Wiskunde

Hoofdgebouw kamer 9.50
i Postbus 513

| | 5600 MB Eindhoven

e-mail: sander@win.tue.nl

‘Pythagoras
y g. Vermeld bij de oplossing je naam, adres,
OI m Ia d e ‘ school en klas. Stuur bij de antwoorden
y p ook een toelichting, waarin uitgelegd

\ wordt hoe je aan het antwoord gekomen
‘ bent (een berekening of een bewijs).

i Kun jij deze opgaven oplossen? i Insturen is mogelijk tot en met 15 maart

Stuur dan je oplossing naar het 2000. Onder de inzenders van goede
onderstaande adres en maak kans 1 oplossingen wordt per opgave een boe- |
op een boekenbon van 25 gulden! kenbon van vijfentwintig gulden verloot. X

Let op: het is de bedoeling dat je de
oplossing zelf vindt! Hieronder volgen de
‘ oplossingen van de opgaven uit het okto-
\ , 3 bernummer.

‘ Veel succes!
Ronald van Luijk, Wim Oudshocorn en

Opgave 55 8
p Beantwoord de volgende twee vragen Sander van Rijnswou.
J“_ 3—4 1 2 ‘ voor de positieve reéle getallen x, y en z. |
|| Alsx+ y+:z>3,isdan altijd: | / :
| A
L 8

2
X+ y+z<3,is dan altijd:
11 1

+—+—2>237
X ¥y 2

Opgave 56
25 Kinderen zitten in een kring rond het
kampvuur tijdens een zomerkamp.

Ze spelen een spelletje. ledereen krijgt
twee kaarten met daarop één getal.

Op de 50 kaarten samen staan de getallen
| tot en met 25 allemaal precies twee
maal. Elke minuut geeft iedereen zijn kaart
met laagste nummer door aan zijn rechter
buurman. lemand wint zodra hij of zij twee
gelijke kaarten heeft.

Bewijs dat dit spelletje altijd eindigt.




Opgave 51

Bepaal alle reéle positieve oplossingen !

X, y, z van: |
X(}rrlz |/'\):Zl\.yl. !

Oplossing.

Voor elke willekeurig x >0 isx =y =z een

oplossing. We laten zien dat dit de enige
oplossingen zijn. Door invullen in de verge-
lijking kan je gemakkelijk controleren dat als
(x, y, z) een oplossing is, ook (y, z, x) en

(z, x, y) oplossingen zijn. We mogen daarom
veronderstellen dat een eventuele oplossing
voldoet aan x>y >z ofaan x>z 2>y,

We onderscheiden deze twee gevallen.
Geval 1. Stel dat x>y >z,

Aangezien x'*'*) = y':"*moet gelden dat

2 < = oftewel yx <22 Oftewel y < :.

Dus y = z. Maar dan krijgen we ook dat
x<z. Ditkan alleen als x = y = z, en die
oplossing hadden we al gevonden.
Geval 2. Stel datx=2z2>y > 0.
Aangezien z'*")= y'*'*) moet gelden dat

-
%

4

< < oftewel x* < yz. Oftewel x <.

Dus x = z. Maar dan krijgen we ook dat

x <y. Dit kan alleen als x = y =z, dus ook in
dit geval hadden we de oplossing al gevon-
den.

dat op een kant van dobbelsteen d, staat.
Als een getal meerdere keren op een dob-
belsteen voorkomt dan rekenen we dat ook
meerdere keren. De lijst zal dus 6 x 6 x 6 =
216 elementen bevatten. Van die 216 ele-
menten hebben p|, x 216 de eigenschap

Deze opgave is opgelost door: Jan Maas van het

Alloysiuscollege te Den Haag en H. Verdonk te Den dat d, > d, en py; x 216 de eigenschap dat
Haag. De boekenbon gaat naar Jan Maas. ke d, > d;. We kunnen niet precies zeggen

, hoeveel drietallen beide eigenschappen
Opgave 52 hebben, maar het zijn er minstens
lk heb drie dobbelstenen, d,, d,, en d;. 216( pjs + pas-1). Voor deze drietallen in de
Het zijn perfecte kubussen. Op de zijden lijst geldt dus x > y > z, en in het bijzonder
staan natuurlijke getallen, echter niet nood- % o Baw ds anders kit wetan we st

zakelijk de getallen 1 tot en met 6. Als ik d,

voor 216 x p;, elementen geldt z > x.
Samen krijgen we de volgende ongelijk-

heid:

en d, gooi, dan geven we met p;, de kans
aan dat d, hoger is dan d,. Net zo is p,; de
kans dat d, hoger is dan d; en p;, de kans
dat d; hoger is dan d,. Laat dat voor elk
drietal dobbelstenen geldt:

P2+ P3+py=s2
Oplossing.
We maken een lijst met daarop drietallen
van de vorm (n, n, ny) waarbij n; een getal is

216 X (pa + pr3-1) £216x (1-py))

Als je dit omschrijft, krijg je de gevraagde
ongelijkheid. Merk op dat de ongelijkheid
niet scherper gesteld kan worden. Kies bij-
voorbeeld voor alle kanten van d, een 6,
voor alle kanten van d, een 5 en voor alle
kanten van d; een 4. Dan geldt gelijkheid

want 1 +1+0=2.

Deze opgave is opgelost door:
Jan Maas, te Den Haag, Peter Deleu te Hulste en
H. Verdonk te Den Haag.

De boekenbon gaat naar Peter Deleu.
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Grote-

getallenrecords!

André de Boer

2.098.960

ledereen met een computer
en een Internetverbinding
kan geschiedenis schrijven.
Hoe? Door als eerste het
39ste Mersenne-priemgetal
te vinden. Naast eeuwige
roem verdien je er ook nog
geld mee; de Electronic
Frontier Foundation looft
een prijs van 100.000 dollar
uit voor de eerste persoon
die een priemgetal vindt van
tenminste tien miljoen cijfers!

Op Internet bestaat al een paar jaar
de Great Internet Mersenne Prime
Search (GIMPS). Dit is een project
waarbij elke deelnemer op zijn
eigen computer naar Mersenne-
priemgetallen kan zoeken. Een
Mersenne-getal is een getal van de
vorm 21 — 1. Als dit een priemgetal
is, dan heet het een Mersenne-
priem.

PYTHAGORAS FEBRUARI 2000

Internet
gedownload worden. Zie ook het
februarinummer '97 van Pytha-

Alle software kan via

goras.

Het project heeft inmiddels z'n
vierde priemgetal gevonden: op 1
juni 1999 vond Nayan Hajratwala
het huidige wereldrecord priemge-
tal, 26972593 _ 1,
2.098.960 cijfers.
Op dit moment zijn er maar 38
Mersenne-priemgetallen bekend.
Nu is er ook een Nederlands-
talige website met informatie over
de Great Internet Mersenne Prime

een getal met

Search. De site is een vertaling
van de "thuispagina" van GIMPS
(www.mersenne.org), gemaakt
door Robert van der Peijl uit
Eindhoven. Het adres van de
Nederlandse GIMPS-pagina is:

www.dse.nl/mersenne/




206.158.430.000

De Japanner Yasumasa
Kanada van de Unversiteit
van Tokio heeft een nieuw
wereldrecord op zijn naam
gezet. Op 20 september
1999 maakte hij bekend dat
z'n team 206.158.430.000

decimalen van T berekend
heeft.

Het vorige record van 1997 betrof
51.539.607.552 decimalen en was
ook door hem gevestigd. De ver-
houding tussen de diameter van
een cirkel en zijn omtrek, m, is door
de eeuwen heen een bron van
belangstelling geweest. In een van
de oudst bekende documenten
over 1, ongeveer 4000 jaar geleden
door de Babyloniérs vervaar-
digd, vindt men als benadering
3;:3.125, een benadering van T
met twee correcte decimalen. De
Babyloniérs hadden deze benade-
ring van 1 nodig voor praktische
toepassingen. De moderne bena-
deringen van Tt worden uitgevoerd
om zeer snelle computers te
testen. De computer waarmee
Kanada z'n record heeft gevestigd
is een supercomputer die 1 biljoen
bewerkingen per seconde kan uit-
voeren. Naast de berekening van
de decimalen werd ook bijgehou-
den hoe vaak een getal als decimaal
voorkwam. Want het is een open
vraag of normaal is, dat wil zeg-
gen, of de getallen 0 tot en met ?
"even vaak" voorkomen in de deci-
male ontwikkeling van . De laatste
20 decimalen van het record zijn
2144966875515730964.
Voor meer decimalen van T zie:
ftp://www.cc.u-tokyo.ac.jp/
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62.000.000.000

Wetenschappers van het Cen-
trum voor Wiskunde en Infor-
matica (CWI) te Amsterdam
hebben zondag 22 augustus
1999 een getal van 155 cijfers
in twee priemgetallen ont-
bonden. Dit soort getallen
worden gebruikt voor het
beveiligen van data-transport
op bijvoorbeeld het Internet.

Dagelijks worden geldstromen van
vele miljarden guldens hiermee
beveiligd. Zie ook Pythagoras juni
'98. Het recordgetal wordt aange-
duid met RSA-155. De gevonden
ontbinding betekent een door-
braak. Vijffentwintig jaar geleden
schatte men dat het factoriseren
van dit soort getallen meer dan 62
miljard jaar rekentijd zou kosten.
Tegenwoordig bestaan er snellere
computers en door de rekentijd te
verdelen over ongeveer 300 van
die zeer snelle computers werd de
factorisatie gevonden in bijna 7
maanden. Omdat de computers
meestal buiten kantooruren aan dit
project rekenden kan de totale
rekentijd op 35 jaar gesteld wor-
den. Hier volgt de factorisatie van
RSA-155:

1094173864157052742180970732204
0357612003732945449205990913842
1314763499842889347847179972578
9126733249762575289978183379707
6537244027146743531593354333897
1026395928297411057720541965739
9167590071656780803806680334193
3521790711307779
X
1066034883801684548209272203600
1287867920795857598929152227060
8237193062808643

14




Dion Gijswijt

In een van zijn vele avonturen moet de Griekse
held Hercules het opnemen tegen de veelkop-
pige en zeer giftige zeeslang, Hydra genaamd,
waarvan de adem alleen al genoeg is om een
mens te vergiftigen. De enige manier waarop
Hercules het monster kan doden is om met z'n
zwaard één voor één alle koppen van het beest
af te hakken. Er is wel een kleine complicatie.
Zo gauw onze held een kop van Hydra afhakt
groeien er spontaan nieuwe koppen aan.

De koppen van Hydra

We zullen Hydra schematisch voorstellen.

Een simpel streepje duidt het lichaam van
Hydra aan. Uit het lichaam komen een aantal
lange nekken (aangegeven met lijnstukjes),
waarvan sommige zich splitsen in meerdere
delen, waarvan sommige zich nog verder split-
sen, enzovoort. Aan het uiteinde van iedere
nek zit een vervaarlijke kop (aangegeven met
een bolletje). Als Hercules een kop van Hydra
heeft afgehakt, kunnen er in ons verhaal twee
dingen gebeuren:

- Als de kop direct aan het lichaam vastzit,
gebeurt er niets (zie figuur 3/4).

- Als de kop aan een ander knooppunt vastzit,
zeg punt A, dan groeit er vanuit het knooppunt
net onder A een nieuwe tak die een kopie is
van de tak waar A in zit. Als A een eindpunt is
geworden omdat de laatste kop van A afge-
hakt is, dan veranderen A en het eindpunt van
de nieuwe tak in een kop. Ter illustratie volgen
we de eerste drie pogingen van Hercules om
de Hydra te verslaan. Bij zijn eerste slag slaat
hij een kop af die vastzit aan knooppunt A:
figuur 1. Na het afhakken van de kop groeit uit
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figuur 1

figuur 2

figuur 3

figuur 4




figuur 5 figuur 6

het punt onder A een nieuwe tak die een kopie
is van de tak waar A in zit: figuur 2.

Nadat Hercules een kop van knooppunt B heeft
afgehakt groeit vanuit het knooppunt eronder
een nieuwe tak met twee koppen: figuur 3.
Alleen het athakken van een kop die direct aan
het lichaam van Hydra vast zit, heeft geen groei
van nieuwe koppen tot gevolg. Ditmaal komen
er dus geen nieuwe koppen bij: figuur 4.

Na drie slagen is het aantal koppen van Hydra
van 9 toegenomen tot 13. Het lijkt er op dat
Hercules voor een onmogelijke taak staat, want
hoe meer koppen hij athakt, hoe meer er bij-
groeien!

Baby-Hydra’s Seh o e ;
We verplaatsen ons in Hercules’ schoenen en
proberen eerst maar eens een eenvoudige
‘baby’-Hydra te verslaan. Deze Hydra heeft
alleen maar koppen die direct aan het lichaam
vastzitten. Om deze Hydra te verslaan kunnen
we eenvoudig één voor één alle koppen afslaan,
want er groeien geen nieuwe koppen aan.

Voor zo'n eenvoudige Hydra van ‘lengte 1’ is het
aantal slagen dat we nodig hebben gelijk aan
het aantal koppen van de Hydra.

Figuur 5. Een Hydra van lengte 1 met n koppen
kun je in n slagen verslaan.

Vraag. Hoeveel slagen heb je nodig om deze figuur 7

Hydra’s van ‘lengte 2’ te verslaan? Figuur 6.

Hydra's van lengte 2

Nu we alle Hydra’s van lengte 1 kunnen verslaan
nemen we het op tegen Hydra'’s van lengte 2.
Als voorbeeld nemen we een Hydra van lengte 2
met 4 koppen: figuur 7.

Het maakt niet uit welke van de vier koppen we
afhakken. Na de eerste slag zijn er twee takken,
elk met 3 koppen. Nu slaan we na elkaar in de
linker tak en in de rechter tak: figuur 8.

figuur 8

PYTHAGORAS FEBRUARI 2000 |
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figuur 9

figuur 10 :

Er zijn nu vier takken, maar ze hebben elk nog
maar 2 koppen: figuur 9.

Nadat we nu in elk van deze vier takken een van
de twee koppen hebben afgeslagen heeft de
Hydra 8 takken, elk met slechts één kop:

figuur 10. Slaan we tenslotte in elk van de tak-
ken de kop af, dan blijft een Hydra van lengte 1
over met 16 koppen. Na nog eens 16 slagen is
de Hydra overwonnen.

Hoeveel slagen?

Hoewel het aantal takken in het voorbeeld
steeds verdubbelde, nam het aantal koppen per
tak telkens met 1 af, totdat elke tak nog maar 1
kop over had, en we de Hydra tot lengte 1 kon-
den terugbrengen. Als we beginnen met een
Hydra van lengte 2 met n koppen, dan krijgen
we na 1 slag 2 delen met n -1 koppen.

Na 1 + 2 slagen krijgen we 4 delen met n -2 kop-
pen, na 1 + 2 + 4 slagen krijgen we 8 delen met
n -3 koppen, na 1 +2 + 4 + 8 slagen 16 delen
met n - 4 koppen, en zo verder tot er na
1+2+4+8+.+42"slagen 2" delen zijn met
slechts één kop. Na nog eens 2"* slagen is de
Hydra tot lengte 1 gereduceerd en heeft nu 2*
koppen.

In totaal zijn dus 1 +2 +4 +..+2"' = 2" -] sla-
gen nodig om de Hydra tot lengte 1 te reduce-
ren. De resterende koppen worden daarna in 2*
slagen afgehakt.

Vraag. Hoeveel slagen heb je nodig om de vol-
gende Hydra te verslaan? figuur 11.

Vraag. Ga na dat je deze Hydra in 7 stappen
kunt reduceren tot een Hydra van lengte 2.
figuur 12.

figuur 11

|
PYTHAGORAS FEBRUARI 2000

figuur 12




Het grote werk.

We zijn nu klaar voor het grote werk: Hydra's
van willekeurige lengte. Bekijk de volgende
Hydra van lengte 4: figuur 13.

We kunnen dit monster reduceren tot lengte 3
door achtereenvolgens de takken A, B en C
van lengte 2 tot lengte 1 te reduceren. Hoe
dat moet weten we al, het gaat precies het-
zelfde als het terugbrengen van een Hydra
van lengte 2 totlengte 1. Na 1 +3 +7 =11
slagen hebben we dit voor elkaar: figuur 14.
We kunnen de Hydra nog een kopje kleiner
maken en daarmee reduceren tot een Hydra
van lengte 2 door de delen D, E en F te ver-
korten. Dit klusje kunnen we in

23- D+ (2*- 1)+ (2% - 1) = 277 slagen klaren:
figuur 15.

Nu heeft Hydra nog maar lengte 2 en kunnen
we het beest in nog eens 2*- 1) + (2%7- 1)
slagen‘terugbrengen tot lengte 1: figuur 16.
Nu kan Hydra eenvoudig in 2* +2%" slagen
worden overwonnen. In totaal waren dus

11 +277 +2%- 1 +2%-1 +2%4+2%=
28416777502 slagen nodig om Hydra te ver-
slaan. Een getal van 78 cijfers!

Vraag. Hoeveel slagen heeft Hercules nodig
voor Hydra uit het begin van het dit stukje?
Vraag. Ga na dat Hercules voor de volgende
Hydra (van lengte 10) ongeveer

2x2? (een torentje van negen 2-en)

slagen nodig heeft: figuur 17.

Meer informatie
http://www.mythweb.com/hercules/
Martin Gardner, The Last Recreations,
Springer-Verlag, ISBN 0-387-94929-1

figuur 17
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figuur 13

figuur 14

figuur 15

figuur 16
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Problemen
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Oplossingen

nr.2

Dion Gijswijt

Twee ringen

N

Stapelen

Na een tijdje veranderen de aantallen
kaarten in de stapels niet meer. Noem
het aantal stapels dat er nu is n. De nieu-
we stapel bestaat dan steeds uit » kaar-
ten. Omdat de stapels telkens met 1
slinken, moet er ook een stapel met 7 - 1
kaarten zijn. Dan moet er ook een stapel
met n - 2 kaarten zijn, enzovoort.
Tenslotte is er nog een stapel van 1
kaart. We hebben nu precies n stapels
gehad, dus meer stapels zijn er niet. We
moeten daarom uitrekenen voor welk
getal ngeldt: 1 + 2 + 3 +...+ n = 45.

Het antwoord hierop is n = 9. Er zijn dus
negen stapels. Je ziet dat om de truc te
laten werken, het totaal aantal kaarten in
ieder geval gelijk moet zijn aan

1+2+.+n=3nn+1)

voor een zeker geheel getal n. Dat de
truc in dat geval altijd werkt, laten we
graag aan de lezer over.

Tien op een rij
Ja, dat kan. Neem bijvoorbeeld de rjj
getallen: 9, 9, -20, 9, 9, -20, 9, 9, -20, 9.

Geen priem

Neem bijvoorbeeld de getallen 11! + 2,
11+ 3, 11!+ 4, ..., 11! + 11. Deze tien
getallen zijn geen priemgetallen, ze zijn
namelijk deelbaar door respectievelijk
de getallen 2 tot en met 11.

Dodecaéder

Het is onmogelijk de getallen 1 tot en
met 20 volgens de spelregel over de
hoekpunten van de dodecaéder te ver-
delen. Stel maar dat het je wél gelukt
zou zijn. De som van de getallen op de
hoekpunten van elk zijvlak is dan gelijk
en noemen we n. Als je de som voor alle
zijvlakken optelt, krijg je 12n. Je hebt nu
elk hoekpunt precies driemaal geteld,
want in elk hoekpunt komen drie zijvlak-
ken samen.

Dus je ziet: 3(1 + 2 + 3 +...+ 20) = 12n.
Uitwerken geeft nu: 630 = 12n, ofwel

n =52 ;. Dat is onmogelijk, want n is
geheel. Dus is de gevraagde verdeling
niet mogelijk.
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Wat is er met deze foto's aan de hand?
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‘Het is niet wat je ziet' dat is het
onderwerp van een nieuwe rubriek

in Pythagoras: afbeeldingen waarmee
iets bijzonders aan de hand is. Aan de
lezer de taak om uit te zoeken wat.

Heb jij ook een foto voor deze rubriek

gevonden of zelf gemaakt? Stuur op
naar de redactie (zie colofon).

woop van der Vaart
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Gewone legpuzzels kent iedereen: een g
met daarop afbeelding van een kasteel of

schap, binnenin de puzzelstukjes waarmee ge,af: o

beeldlng gelegd kan worden w‘

De volgende pagina‘s bevatten een klet
uit de enorme overvloed die er aan der
zels bestaat.

¥ %e“p " _/-ﬂ_‘..
Een wiskundige legpuzzel bestaat Nig vee

een aantal platte stukjes en een ofbck'a
Bij voorbeeld “Leg met deze wer stukj

nen altijd worden beschreﬁen door een

tekening of regel.

De Eternity-puzzel
In juni 1999 werd in Engciging
puzzel gelanceerd: 2(

100 gulden. Prijs voor deeerste oplosses:
1 miljoen pond (ongeveer 3 miljoen gul-

den). De Eternity puzzelstukjes zijn opge- ,”

bouwd uit twaalf 30°-60°-90°- driehoeken,
die op tienduizenden verschillende manie-
ren samengevoegd kunnen worden. Uit de
minst ‘wilde’ stukjes zijn er 209 geselec-
teerd die in een grote, bijna-regelmatige
twaalfhoek passen. De vraag is: Hoe?

Of de puzzel voor de sluitingsdatum van 13
juni 2003 opgelost wordt is maar de vraag.
Het aantal mogelijkheden is zo groot
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(209! x 121“"), dat het systematisch afgaan
daarvan in de praktijk een oneindigheid
duurt. De hoop is natuurlijk dat de oples-
sing van de Eternity-puzzel op een slimme-
re manier te vinden is, maar of zulke
methoden bestaan is onbekend.

Om mee te dingen naar de prijs van

1 miljoen pond, hoef je de puzzel niet te
kopen.




Vele soorten

Wiskundige legpuzzels zijn er in honderden

verschillende soorten. De ene keer verschilt de

vorm van de stukjes, de andere keer is er een

bijzondere regel waar je je aan moet houden.
“Soms zijn er bij één set puzzelstukjes verschil-

lende opdrachten.

Weinig stukjes, toch moeilijk

Een gewone legpuzzel van 50 of 100 stukjes is
niet moeilijk. Bij een wiskundige legpuzzel ont-
breekt echter de afbeelding die normaal de hel-
pende hand biedt. Een dergelijke puzzel met
vier stukjes kan al lastig zijn, een puzzel van
twaalf stukjes razend moeilijk, een puzzel van
meer dan 200 stukjes onmogelijk!

Stuur voor de gegevens en de spelregels

een briefje naar: A ;

Eternity, Ertl/Racing Champions, Meer informatie

P.O. Box 500, Dyersville, IA 52040, USA. v terni

(Eén aanvraag per envelop.) w.math) e. 0! ‘éet&mify.htgﬂ b
Vo B A nhaat ¥ .

»
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Neem vijf even grote vierkanten en pas
deze op alle mogelijke manieren aan
elkaar. Je krijgt zo precies twaalf verschil-
lende vormen. Deze vormen heten ‘pen-
tomino's’.

Ze staan aan de basis van een enorm aan-
tal interessante puzzels.

De namen

Het herkennen van de twaalf pentomino-
stukjes kan in het begin lastig zijn omdat
ze in verschillende posities kunnen voor-
komen. Elk stukje is vernoemd naar een
letter in het alfabet. Daarvoor is een klein
beetje verbeeldingskracht nodig; de U
zou ook een C genoemd kunnen worden
en de W een M. Hier hebben wij gekozen
voor de laatste zeven letters van het alfa-
bet: T, U, V, W, X, Y en Z plus nog vijf
andere: F, I, L, N en P. Zie boven.

Zelf maken

Pentomino’s zijn in sommige winkels te
koop als puzzel. Zelf pentomino’s maken
is helemaal niet moeilijk. Neem de recht-
hoek hieronder over op karton of triplex.
Snijd of zaag de vormen uit. Geef ze ver-
schillende, goed contrasterende kleuren.
Kleur ook de onderkanten, want het is de

Pe tomino’s

bedoeling dat je de stukjes ook mag
omdraaien.

Aan de slag

Pentomino’s passen op de meest wonder-
baarlijke manier aan elkaar. Sommige
mensen vinden het moeilijk te geloven
dat de twaalf stukjes in een rechthoek
passen.

De volgende rechthoek meet 6 bij 10:

Er zijn meer dan tweeduizend andere
manieren om de 6 bij 10 rechthoek te vul-
len. In de rechthoek hierboven zijn de W
en de F de enige stukjes die de rand niet
raken. Verder kruisen de Z, P, T en F
elkaar in één punt. Dit wordt in het alge-
meen niet zo mooi gevonden. Probeer
zelf de volgende opdrachten.

Opdracht 1. Leg een 6 bij 10 rechthoek
waarbij vier stukjes de rand niet raken.
Opdracht 2. Maak een 6 bij 10 rechthoek
waarbij alle stukjes de rand raken.
Opdracht 3. Maak een 6 bij 10 rechthoek
waarbij de | de rand niet raakt.
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Andere rechthoeken

De twaalf stukjes hebben samen een
oppervlakte van 60 vierkantjes. Een
rechthoek waar deze stukjes precies in
passen heeft natuurlijk dezelfde opper-
vlakte.

De volgende rechthoeken kunnen alle-

maal gelegd worden:
6x10,5x12,4x15en 3 x 20.

Opdracht 4. Maak een 5 bij 12 recht-
hoek waarbij alle stukjes de rand raken.
Opdracht 5. Maak een 5 bij 12 recht-
hoek waarbij vier stukjes de rand niet
raken.

Opdracht 6. Maak een 5 bij 12 recht-
hoek met de | binnenin.

Opdracht 7. Maak een 4 bij 15 recht-
hoek waarbij alle stukjes de rand raken.
Opdracht 8-11. Leg vier 4 bij 15 recht-
hoeken, met respectievelijk L, N, P enY
binnenin.

Opdracht 12. Leg een 3 bij 20 rechthoek
(twee oplossingen).

Variaties

Met een beetje fantasie bedenk je zo
zelf tal van andere pentomino-opdracht-
en. We helpen je een beetje op weg.

Opdracht 13. Neem een 8 bij 8 vierkant
van 64 vierkantjes. Laat de vier hoekvel-
den weg. Vul de resterende 60 velden

met de twaalf pentominoes.

Opdracht 14. Zelfde opdracht, maar nu
met weglating van de vier middelste
stukjes.

Opdracht 15. Zelfde opdracht, maar kies
nu zelf vier andere stukjes om weg te
laten.

Opdracht 16. Kies één pentomino-stuk-
je. Vergroot de vorm hiervan drie keer.
Je krijgt @ x 5 vierkantjes. Leg deze vorm
met ? van de 11 andere pentomino’s.
Opdracht 17. Leg 21 L-pentomino’s in
een rechthoek van 7 bij 15.

Opdracht 18. Leg 21 P-pentomino’s in
een rechthoek van 7 bij 15.

Opdracht 19. Leg 10 Y-pentomino’s in
een rechthoek van 5 bij 10.

Opdracht 20. Leg 45 Y-pentomino’s in
een rechthoek van 15 bij 15.
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Wie is er
bang voor

Rood, Geel
en Blauw?

In 1852 viel het Francis Guthrie op dat vier
kleuren voldoende waren om de kaart van
de graafschappen van Engeland in te kleu-
ren. Hij vroeg zijn broer Frederick of het
waar was dat je elke kaart met vier kleuren
zodanig in kan kleuren dat aangrenzende
gebieden verschillende kleuren hebben.
(Gebieden zijn aangrenzend als ze een stuk
grenslijn gemeenschappelijk hebben, niet
alleen een punt.) Lange tijd heeft dit pro-
bleem bekend gestaan als het vierkleuren-

Appel en Haken de vierkleurenstelling. Het
bewijs was lang en ingewikkeld, en veroor-
zaakte veel opschudding omdat er een
computer aan te pas kwam.

Meoderne kunst

De volgende elegante puzzel, ontworpen
door Corné van Moorsel, heeft maar zijde-
lings met de vierkleurenstelling te maken.
De puzzel bestaat uit negen rechthoekige
stukjes met de volgende afmetingen en
kleuren: ‘

1x3 2x3 $RT
blauw: € 2 x2 geel: € 3x4 rood: € 2x4
2x5 4x4 3x3

Deze negen rechthoekjes passen samen in
een grote rechthoek van 9 x 8.

De opdracht is ze zodanig in deze recht-
hoek te passen dat aangrenzende

'landen’ verschillende kleuren hebben, zelfs

probleem, omdat niemand het kon bewij-
zen. Pas in 1976 bewezen de Duitsers

in de hoeken. Er is maar één oplossing,
maar die is niet eenvoudig te vinden.

Een ‘bijna-
oplossing’ van
de "Wie is er
bang”-puzzel:
geel grenst
niet aan geel,
blauw niet aan
blauw, maar
rood grenst
wel aan rood.

Meer informatie
www.math.gatech.edu/~thomas/FC/tourcolor.html
www.euronet.nl/users/cornesab
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Foto A: De 'Pair It' puzzel.

De kleuren moeten aan alle
zijkanten aansluiten. De meeste
sluiten niet aan in dit voorbeeld.
Je mag alle stukjes verplaatsen,
omdraaien mag niet.
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Foto’s boven
links en rechts:
Andere kop- en
staartpuzzels




puzzels

Kop en staart__i

Bij kop-en-staart-puzzels is het pro-
bleem niet de vorm van de stukjes,
maar de patronen 6p de stukjes.

De puzzel is de stukjes zo te leggen,
dat op tegenover elkaar liggende
kanten de patronen 'kloppen’.

De 'Pair It' puzzel (zie A) bestaat uit
zeven zeshoeken. De opdracht is de
stukjes zodanig te herschikken dat de
kleuren op tegenover elkaar liggende
zijkanten aansluiten. De stukjes zijn
maar aan een kant gekleurd, omdraai-
en mag dus niet. Je kunt deze puzzel
ook zelf maken. Op de homepage van
Pythagoras staat een bouwplaat; kijk
bij het februarinummer. Plak zo'n ont-
werp op karton of MDF-plaat, snijd of
zaag de zeshoeken uit. De kleuren
kun je eventueel vervangen door de
ciffers 1 tot en met 6 (zie B).

Complete sets _

In de Pair It puzzel worden zes ver-
schillende kleuren gebruikt. De zes-
hoeken in deze puzzel hebben alle-
maal een ander kleurenpatroon.

Op een regelmatige zeshoek zijn meer
kleurenpatronen van zes kleuren
mogelijk, 120 in totaal. Een collectie
van 120 zeshoeken waarop al deze
patronen voorkomen vormt een inte-
ressante verzameling om mee te puz-
zelen. Dit noemen we een complete
set. 120 Stukjes is alleen wat veel,
daarom gaan we op zoek naar een
complete set die minder groot is. De
volgende tabel geeft voor elk aantal
kleuren het aantal mogelijk kleuren-
combinaties. Hierbij gaan we er van
uit dat de kanten van elke n-hoek alle-
maal een verschillende kleur hebben.
De algemene formule voor het aantal
mogelijkheden voor k verschillende
kleuren op een n-hoek is (;)(n-11 (er

zijn (}) manieren om uit k kleuren er n
te kiezen voor één n-hoek, en die n
kleuren kun je op n!/n=(n-1)! manie-
ren rangschikken). :
In de tabel zien we dat er met vier
kleuren precies zes verschillende kleu-
ringen mogelijk zijn van een vierkant.
Dit geeft zes vierkante puzzelstukjes,
zie figuur C.

Tabel 1. Aantallen stukjes in complete sets

aantal kleuren 3 4 5 6

| driehoeken 2 8 20 || 40
vierkanten 0 6 30 Q0
vijfhoeken 04 0 24 || 144
zeshoeken 0 0 0 120

Opdracht 1. Maak van de 6 vierkan-
ten uit figuur C een kubus, zodanig
dat aansluitende zijkanten dezelfde
kleur hebben. Dit kan maar op één
manier. Hiervoor is het handig van de
puzzelstukjes piramidevormige bouw-
blokjes te maken, met de gekleurde
vierkanten als basis. Op de homepage
van Pythagoras vind je een bouw-
plaat.

Opdracht 2. Kleur in plaats van kan-
ten van de vierkanten de hoeken, zie
figuur D. Ga na dat deze op geen
enkele manier in een 2 bij 3 rechthoek
passen. : -

‘Opdracht 3. Maak van de zes vierkan-

ten uit opdracht 2 een kubus, zodanig
dat in elk hoekpunt drie dezelfde
kleuren samenkomen. Dit kan op
maar één manier. Piramidevormige
puzzelstukjes zijn weer handig.

Opdracht 4. Maak met 4 kleuren een
complete set van 8 driehoekjes. Er
zijn twee sets: je kunt de zijkanten
kleuren of de hoekpunten. Past zo'n
set in een regelmatig achtvlak (een
octaéder)? :
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letter-T

Leg met deze stukjes de letter T.
Hoewel deze T-puzzel uit slechts
vier stukjes bestaat, is hij erg
moeilijk. Vandaar de benaming
‘Treiteraar’.

="

LetTerpuZzels

Letters zijn ideale objecten om puzzels van te maken. Het bekendst is
de T-puzzel. Populaire letterpuzzels werden gemaakt van de initialen
van beroemde mensen. Zo werd de FD-puzzel genoemd naar Franklin
Delano Roosevelt, de 35e president van de USA. Om een letterpuzzel
te maken kun je een van de voorbeelden overnemen op karton of MDF-
plaat. Veel uitdagender is natuurlijk een puzzel te maken van je eigen
initialen. Gebruik rechthoekige letters, de poten ongeveer 2 centimeter
breed. Met ronde vormen wordt de puzzel te makkelijk. Indien netjes
geverfd zijn puzzel-initialen ook leuk om cadeau te geven.

letter-LZ

De LZ-puzzel. Vier L's en
vier Z's vormen samen een
vierkant of een rechthoek.

letter-H

Leg met deze stukjes de letter H.
De H-puzzel is ontleend aan de
T-puzzel. Hij bestaat uit zes stuk-
jes en en is niet eenvoudig.

letter-X

Met deze vijf stukjes kun je
behalve een vierkant ook
de letter X vormen.
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Trihaken

De stukjes van de Eternity-puzzel
bestaan uit twaalf 30°-60°-90°-
driehoeken. Hier bekijken we de
stukjes die je met drie van deze
'tekenhaken' krijgt.

Een 30°-60°-90°-driehoek werd
vroeger veel als tekenhaak gebruikt.
De puzzelstukjes die we kunnen krij-
gen door drie van deze 'haken' op
een driehoekig rooster aaneen te
leggen, zullen we ‘trihaken’
noemen. Daarvan zijn er veertien.
Zie @

Met deze veertien stukjes kun je
veel interessante vormen leggen.
Wat dacht je bijvoorbeeld van de
totempaal. Zie @

Opdracht 1.
Leg met de 14 trihaken de volgende
twee figuren. Zie @ en @

Opdracht 2.

Vind alle convexe vormen die je met
de 14 trihaken kunt leggen (het zijn
er meer dan 75). :

N.B. Een figuur is convex als voor
elk tweetal punten in de figuur het
hele lijnstuk tussen die punten ook
tot de figuur behoort. Het trapezium
op deze pagina is convex. Een cirkel
is convex, een rechthoek ook. De
afgebeelde cirkelzaagvormen niet,
want de lijnstukken tussen twee
opeenvolgende tanden liggen niet in
de figuur.

Meer informatie
http://www.mathpuzzle.com/eternity.html
http://alpha.ujep.cz/~vicher/puzzle/
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Een dambordpuzzel van 12 stukjes.
Kun je deze aaneenleggen tot een 8 bij 8 bord?

zels. Een afbeelding om je te helpen is er
meestal niet. Het aantal stukjes is vaak minder,
want het oplossen van dergelijke puzzels blijkt
moeilijk te zijn — 12 stukjes is al knap lastig!

De volgende puzzels zijn rond 1880 ontstaan in
Amerika, waar ze 'checkerboard puzzles' ge-
noemd werden. 'Checkers' is Amerikaans voor
dammen. In Europa heeft een dambord 10 bij
10 velden, maar in Amerika wordt gedamd op
een bord van 8 bij 8.

Maak je eigen puzzel

We laten je zien hoe eenvoudig het is om zelf
een hersenbreker van 12 stukjes te maken.
Neem een stuk karton van 16 bij 16 centimeter

Een spreekwoord zegt: ‘Een gek kan meer
vragen dan honderd wijzen kunnen beant-
woorden’. Je zou het misschien niet denken,
maar voor deze legpuzzels geldt hetzelfde:
je hebt ze veel sneller gemaakt dan opgelost.

Je kent ze wel, de legpuzzels uit de speel-
goedwinkel: een grote doos met puzzelstuk-
jes, op de doos de afbeelding die je moet leg-
gen. Hoe meer stukjes, hoe moeilijker. Het
oplossen ervan is een kwestie van geduvld. De
afbeelding biedt meestal voldoende houvast
om de puzzel op te lossen, zelfs al gaat het om
een puzzel van 1000 stukjes of meer. Dit num-

mer van Pythagoras gaat over wiskundige leg-
puzzels. Die zijn ahders dan de gewone puz-
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en verdeel het in vierkantjes van 2 bij 2 centi-
meter. Kleur de vierkanten om en om wit en
zwart. Verdeel dit ‘dambord’ in stukken van
verschillende vorm, waarbij elke vorm uit een
geheel aantal vierkanten bestaat. Zie links het
voorbeeld. Wanneer je het definitieve patroon
hebt vastgesteld, snij je de stukken uit met een
stalen liniaal en een scherp mes. De puzzel is de
stukken weer zodanig samen te voegen, dat je
het oorspronkelijke dambord terugkrijgt. Dat
blijkt helemaal niet zo eenvoudig te zijn. Een
spreadsheet-programma zoals Excel of Quattro
Pro maakt het je nog makkelijker. Teken een
veld vierkanten van 2 bij 2 centimeter en kleur
die om en om. Print een vierkant van 8 bij 8 hok-
jes, plak het blaadje op karton en knip of snij het

staan. Ook bij een tekening op karton kun je de
onderkant van een schaakbordpatroon voor-
zien. Je kunt de kleuren boven en onder zelfs
omkeren!

De eindeloze keten

Deze Franse puzzel uit het einde van de vorige
eeuw is ook gemaakt van een bord van 8 bij 8
velden. Hier geen schaakbordpatroon maar een
tekening. De puzzels is de 18 stukjes zodanig aan
elkaar te leggen dat de ketting helemaal rond
gaat. De 18 stukjes zijn op veel manieren in een
vierkant te leggen, maar de ketting maakt deze
puzzel lastig. Hoeveel oplossingen kun je vinden?

Gebruikte bronnen Jack Botermans en Jerry Slocum, Puz zelf
maken en oplossen, HEMA, 1986. Jerry Slocu d Jack Bote s
Puzzels, klassiek en modern, Zomer en Keuning Boeken B.V,, 1992.

in een aantal stukjes. Klaar is je eerste puzzel!

In hoeveel stukjes moet je het ‘dambord’ verde-
len? Dat laten we aan jou over. Om een interes-
sante puzzel te krijgen, moet het aantal stukjes
niet te groot en niet te klein zijn. De grootste
moeilijkheidsgraad ligt in de buurt van 11, 12
stukjes. Begin eerst eens met 5 of é stukjes.

Variaties

Een duurzamer dambordpuzzel krijg je door
geen karton maar triplex te gebruiken. De stuk-
ken kun je dan uitzagen met een figuurzaag of
kapzaag. Je kunt ook afzonderlijke blokken
nemen uit een blokkendoos en die aan elkaar

De eindeloze keten

lijmen. In dat geval kun je de puzzelstukjes ook

omdraaien, zodat er meer mogelijkheden ont-
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PRIJS

Jan de Geus

Door verschillende vierkantjes langs de
zijden aan elkaar te plakken kun je een
heleboel verschillende vormen krijgen.
Deze heten poly-omino's. Met één vier-

kantje krijg je een monomio:

Met twee vierkantjes krijg je de beken-
de domino:

Met drie vierkantjes krijg je triomino's,

daarvan zijn er twee:

De tetra-omino's (vier vierkantjes) ken

je van Tetris, daarvan zijn er vijf; spie-
gelbeelden tellen als één en dezelfde
vorm. Er zijn twaalf pentomino's (vijf

vierkantjes; zie pag. 20).

3% -omino's
De vormen die je kunt maken met drie
hele vierkanten en één halve noemen

we 35 -omino's. Voorbeelden:

Aansluitende zijdes moeten helemaal
passen. In het bijzonder moet de drie-
hoek met (een van) de rechtshoekszij-

den aan de vierkanten passen, niet met

de schuine zijde.

VRAAG

Prijsvraag

Opdracht 1. Vind alle 3---omino's.
Spiegelbeelden tellen als één en dezelf-
de vorm. De 3‘ -omino's mogen geen
gaten bevatten en moeten uit één stuk
bestaan: vierkanten en driehoek mogen
elkaar nergens in slechts één punt
raken. Dit zijn je puzzelstukjes.
Opdracht 2. Pas alle 35--omino's aan-
een tot een mooie, symmetrische vorm.
Een rechthoek is het mooist, maar
andere vormen mogen ook. De grote

vorm mag gaten bevatten.

Inzenden

Neem de grote vorm netjes over op
(ruitjes)papier en geef daarin de ver-
schillende 3+ -omino's duidelijk aan
met verschillende kleuren. Let op: voor-
zie élk vel van je naam en je adres.
Stuur je oplossing(en) voor 15 mei 2000
naar:

René Swarttouw

Vrije Universiteit

Faculteit Exacte Wetenschappen
Divisie wiskunde en informatica

De Boelelaan 1081a

1081 HV Amsterdam

Prijzen

Onder de correcte oplossingen worden
drie boekenbonnen van honderd gulden
verloot. De uitslag wordt gepubliceerd
in het augustusnummer van Pythagoras.

Klassenwerk

Het vinden van alle 35-omino's is hele-
maal niet zo eenvoudig. Het is daarom
makkelijker om met een hele klas aan
deze prijsvraag te werken. Voor de
mooiste klasseninzending is er een spe-

ciale prijs van vijfhonderd gulden!
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KIALLIE
NIDIE IR
0000

Neem een kalender. Vraag iemand
vier dagen te kiezen die samen een
vierkantje vormen, net als in de
figuur. Je vraagt de ander de vier
data bij elkaar op te tellen en jou
alleen de uitkomst te vertellen.

De ander staat versteld, want bijna
onmiddellijk vertel jij welke vier
dagen gekozen waren!

(ETEININBIETETTI. JEMALLIGIEIBIRTA)
Hoe werkt deze truc? Laten we aan-
nemen dat de afgebeelde getallen
gekozen waren: 17, 18, 24 en 25. Jij
hoort alleen de som van deze getal-
len: 84. Wat moet je nu doen? Het
eerste getal ken je nog niet, maar je
kunt het alvast wel een naam geven:
n. Het volgende getal ken je ook niet,
maar je weet wél dat het gelijk is aan
n + 1. Het derde getal is n + 7 en het
vierde n + 8. De ander telt deze
getallen bij elkaar op, dus dat doen
wij ook:

n+n+l+n+7+n+8.

Hier kwam 84 uit, dus dat moet er bij
ons ook uitkomen:

n+n+l+n+7+n+8=284.
We vereenvoudigen deze vergelijking:
4n + 16 = 84.

Hoe los je deze vergelijking op?

Trek van beide kanten 16 af: 4n = 68.
Deel nu beide kanten door 4: n = 17.
Min 16, delen door 4. Zo los je de
puzzel dus op. Wanneer de ander jou
de som vertelt, trek jij daar 16 vanaf
en daarna deel je door 4. Dit geeft je
het eerste getal n. Voor de andere
getallen tel je er nog 1, 7 en 8 bij op.

(SINTELLILIE IR

Bekijk de vergelijking 4n + 16 = 84. In
de linkerkant kun je 4 buiten haakjes
halen: 4(n + 4) = 84. Nu kun je beide
kanten door 4 delen: n + 4 = 21. Trek
van beide kanten 4 af. Dit geeft je
het antwoord n = 17. Als je uit het
hoofd moet rekenen is dit een stuk
makkelijker: Eerst delen door 4, dan
min 4. Dit geeft het eerste getal. Tel
daarbij 1, 7 en 8 bij op voor de ande-
re drie getallen.

(OIPIDIRIAICIHIT)

Nu kies ik vier getallen en tel ze bij
elkaar op. De uitkomst is 100. Welke
vier getallen heb ik gekozen?

(BIRIOIN]
Cynthia Lanius' Math Lessons:
http://math.rice.edu/~lanius/Lessons/
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Wat niet iedereen weet is dat het jaar
2000 een schrikkeljaar is: februari heeft
dit jaar 29 dagen in plaats van 28. De
regel is dat elk jaartal dat een viervoud
is een schrikkeljaar is, met uitzondering
van de jaartallen die een 100-voud zijn.
Daarop is ook weer een uitzondering:
jaartallen die een 400-voud zijn, zijn
wél een schrikkeljaar.

Als het vandaag vrijdag is, dan is het
over 7 dagen ook vrijdag en over 14
dagen weer. Je kunt ook terugredene-
ren: 28 dagen geleden was het ook vrij-
dag. Als je maar lang genoeg teruggaat
in de tijd, dan kun je uitvinden welke dag
het was op 1 januari 1900. Het is makke-
lijk om je daarbij te vergissen, want je
moet daarvoor meer dan 5000 weken
terug, en voortdurend moet je je afvra-
gen of het een schrikkeljaar is of niet. We
kunnen deze rekenpartij ook aan de
computer overlaten. Daartoe gaan we
hier een formule ontwikkelen waar de
computer raad mee weet.

Caesar

Zo'n 2000 jaar geleden veranderde
Julius Caesar de Egyptische kalender die
uitging van een jaar van precies 365
dagen. De nieuwe 'Juliaanse' kalender
ging uit van een jaar van precies 365+
dagen. In de praktijk betekende dit dat
er 3 jaren van 365 dagen waren en dat
elk vierde jaar bestond uit 366 dagen,
een schrikkeljaar. In later jaren, toen men
de omlooptijd van de aarde veel nauw-
keuriger kon berekenen, vond men dat
de lengte van een jaar ongeveer
365,2422 dagen was. Deze 0,0078 dag
verschil lijkt natuurlijk erg weinig, maar in

het jaar 1582 was dit al opgelopen tot
een verschil van ruim 12 dagen.

Men bemerkte dit aan de lengte van de
dagen. Zo was in het jaar 325 vastge-
steld, dat de dagen in het jaar waarbij de
dag even lang duurt als de nacht, de
dagen 21 maart en 21 september zijn.
Maar in het jaar 1582 zat men daar al
zo'n 10 dagen naast.

Gregorius

De paus uit die tijd, paus Gregorius XIII,
bepaalde dat de kalender moest worden
aangepast. Ten eerste verschoof hij de
datum met 10 dagen, zodat 4 oktober
1582 werd opgevolgd door 15 oktober
1582 (de dagen 5 tot en met 14 oktober
1582 hebben in [talié nooit bestaan).
Verder bepaalde hij dat voortaan een
jaar dat deelbaar door 4 is een schrikkel-
jaar moest zijn, behalve die jaren die pre-
cies door 100 deelbaar zijn, die zijn
slechts schrikkeljaar als ze ook door 400
deelbaar zijn. Zo zijn de jaren 1700, 1800
en 1900 geen schrikkeljaren, maar 1600
en 2000 weer wel. Door deze aanpassing
werd de lengte van een gemiddeld jaar
gelijk aan 365.2425 dagen. Nog altijd is
er zo een verschil met de werkelijke
omlooptijd van de aarde, maar dit is zo
klein (3 dagen in 10.000 jaar), dat men
zich hierover voorlopig geen zorgen
hoeft te maken.

Onaangepast

Niet overal in de wereld ging men in
oktober 1582 over op de nieuwe kalen-
der. De zuidelijke delen van Nederland
en Belgié hebben de datum in december
1582 aangepast, terwijl het protestante
noorden van Nederland pas in het jaar
1700 overging op de nieuwe jaartelling.
Verder corrigeerde men in Engeland en
de Verenigde Staten pas in 1752, in
Rusland in 1917 en in Griekenland pas in
1923. Overigens zijn er nu nog steeds
landen, zoals Israél en China, die er een
eigen kalender op na houden.

De variabelen
We gaan een formule maken die ons ver-
telt op welke dag van de week een
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bepaalde datum viel of zal vallen. We
beperken ons daarbij tot de Gregoriaan-
se kalender (die op 15 oktober 1582
begint). Allereerst geven we iedere dag
van de week een getalswaarde:

zo=0, ma=1 di=2 wo = 3,
do=4, vr=5, za= 6.

Omdat we rekening moeten houden met
het schrikkeljaar doen we net of een jaar
begint op 1 maart en eindigt op 28 of 29
februari. We beschouwen dus februari
2000 als de twaalfde maand van het jaar
1999. We voeren een aantal variabelen in:

d: de dag van de maand
m: de maand, waarbij
m=1 voor maart
m=2 voor april

m=10 voor december

m=11 voor januari

m=12 voor februari
n: het jaartal

Hierbij moeten we voor januari en febru-
ari niet het huidige, maar het jaartal véor
het huidige nemen. Het jaar n wordt ver-
der nog opgedeeld in n = 100e + j, waar-
bij e de eeuw en j het jaar in die eeuw
aangeeft. Dus bij de eerste dag van dit
jaar, 1 januari 2000, horen de getallen d =
1.m=11,n=1999, e=1%enj=99.1
Maart is dus de basis van ieder jaar.

Klokrekenen

We concentreren ons op de dag van de
week waarop 1 maart valt, die dag noe-
men we d,,. We starten met 1 maart 1600
en berekenen vervolgens op welke dag 1
maart valt in een willekeurig jaar na 1600.
Als n geen schrikkeljaar is, verstrijken er
precies 365 dagen tussen 1 maart van het
jaar n - 1 en 1 maart van het jaar n. Nu is
365 een 7-voud plus 1 en 366 een 7-voud
plus 2. Hieruit volgt dat als n geen schrik-
keljaar is en 1 maart in het jaar n - 1 op
een maandag valt, dat 1 maart in het jaar
n op een dinsdag valt (en op een woens-
dag als n wel een schrikkeljaar is). Dit kun-
nen we wiskundig opschrijven als volgt:

d, = d,q+1 als n geen schrikkeljaar is
d, = d,.1+2 als nwél een schrikkeljaar is
Het =-teken betekent hier dat we met de
dagen van de week moeten klokrekenen
modulo 7: na 0 komt 1, na 1 komt 2, maar
na 6 (zaterdag) komt O (zondag).

Schrikkeljaren

We gaan nu na hoeveel schrikkeljaren er
zijn tussen 1600 en het jaar n, waarbij 1600
dus niet meetelt maar n wel. Hiertoe intro-
duceren we een wiskundige notatie: |a|
('bodem a'). Hiermee bedoelen we het
grootste gehele getal kleiner dan of gelijk
aan a. Voorbeelden:

152]=5, |x]=3, [-0.2]=-1.

Er zijn dan | (n—1600)/100 |jaren deelbaar

door 100 en |(n—1600)/400]| door 400.
Als we met x het aantal schrikkeljaren tus-
sen 1600 en n aangeven, krijgen we:

x=|(n—1600)/4] - | (n-1600)/100 |
+ | (n —1600) / 400 |
=|n/4]-400-|n/100]+16+|n/400]|-4
=|n/4]-[n/100]+|n/400]- 388.

In termen van e en j krijgen we:

x=|25e+(j/4)] - |e+(j/100)]
+|(e/4)+(j/400)-388]
=25¢+|j/4] - e+ |e/4] -388

Omdat we met de weekdagen kunnen
klokrekenen modulo 7, krijgen we:

x=3e + |e/4] + |j/4] - 3.

Nu kunnen we dus d,, uitrekenen voor
een willekeurig jaar n, mits we d;z
weten. Want we verschuiven dyz, met
1 voor iedere jaar dat voorbij gaat en nog
een extra dag voor de schrikkeljaren. Dus:

d, #d ot 0tXx
0 +100e + j— 1600
+3e+|e/4]|+]j/4]-3
digo—2e+j+|e/4]+|j/4]

]

Omdat 1 maart 2000 op een woensdag
valt, geldt d,ggy = 3. Met de bovenstaande
formule volgt dat:

/
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3md 40 + 0 + |_20/4J+L0/4_]
=d o~ 35=d

Dus d;409 = 3, wat betekent dat ook 1
maart 1600 op een woensdag viel. Door
de waarde voor dyg, in te vullen, vinden
we zo de formule voor de dag d,, waarop
1 maart valt in het jaar n:

d, =3-2e+j+ |e/d4]+|j’4].(®

De maanden

Van elk jaar in de Gregoriaanse kalender
kunnen we nu bepalen op welke dag 1
maart valt. Daarom gaan we kijken hoe
we de weekdag van de andere dagen in
het jaar kunnen bepalen. Hier doet zich
het probleem voor dat sommige maan-
den 30 dagen hebben, sommige 31 en
februari zelfs 28 of 29. Het laatste pro-
bleem hebben we gelukkig al opgelost,
want bij ons begint het jaar op 1 maart.
We gaan op zoek naar een formule die
aangeeft op welke dag van de week de
eerste dag van iedere maand valt. We
gebruiken dat 30 rest 2 heeft bij deling
door 7 en 31 rest 3. Valt 1 maart bijvoor-
beeld op een zondag (= 0), dan valt 1
april op een woensdag (= 3) omdat
maart 31 dagen heeft. Vervolgens valt 1
mei op een vrijdag (= 3 + 2), want april
heeft 30 dagen, enzovoort.

In de volgende tabel geven we aan hoe-
veel dagen we in de week moeten op-

gen op het begin van elke maand:

Maand MAM JJASON DJ F
Aantal: 0 35 8 0131618 21 2326 29

Aan de tabel lezen we bijvoorbeeld af
dat als 1 maart op een zondag (= 0) valt,
1 december op een dinsdag valt, want
23 heeft rest 2 bij deling door 7.

Zonder tabel

Aan het begin van dit stukje hebben we
een formule beloofd, en een formule
met een tabel er in is natuurlijk niet zo
mooi. De volgende formule geeft pre-
cies dezelfde waarden als in de tabel:

[26m-02] -2.

Hier is m het nummer van de maand.

tellen bij 1 maart om de juiste dag te krij-.

Ga maar na, het klopt echt! Voor decem-
ber (m =10 ) vinden we, precies als in de
tabel: [2.6x10-02] -2 = |258] -2 =23

De formule

Nu zijn we klaar. Want als we de weekdag
van 1 maart in het jaar n weer met d,, aan-
duiden, dan wordt de weekdag van dag d
van maand m in dat jaar bepaald door:

d +[26m-02] -2 +d.

Door hier voor d,, formule (*) in te vullen,
krijgen we de gezochte formule voor
onze eeuwigdurende kalender. De week-
dag van dag d in maand m van jaar n
wordt dus bepaald door:

d+|2.6m-02] -2¢ +j+|e/4]+]|j/4])

Een voorbeeld

Op 25 juni 1988 werd het Nederlands
voetbalelftal Europees kampioen. Weet
je nog op welke dag dat was? We gaan
het uitrekenen met de zojuist gevonden
formule. Er geldt d = 25, m =4, e = 19 en
j = 88. Voor de weekdag krijgen we dan:

25+ [2.6%x4 ~02] -2x19 -
+ 88 + [19/4] +|88/4|
= 25+10-38+88+4+22
= 111=6.

Het antwoord luidt dus: zaterdag.

Aan de slag

Op de homepage van Pythagoras heb-
ben we voor de lezers deze formule in
een Java-applet gegoten, waarmee je van
nog veel meer data kunt uitrekenen op
welke dag in de week ze vielen. De com-
puter neemt je daarbij het rekenwerk uit
handen. Je kunt natuurlijk ook de formu-
le in je grafische rekenmachine program-
meren. Je zou zelfs de formule met de
hand uit kunnen rekenen.

Hoe dan ook - kun je uitrekenen op welke
dag van de week de volgende data val-
len?

5 mei 1945 (bevrijdingsdag)

4 februari 1953 (de watersnoodramp)
22 november 1963 (de dag waarop
John F. Kennedy werd vermoord)

je verjaardag in 2005.
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(X, Y)

00 De
Valentijns-
kromme

Klaas Pieter Hart

14 Februari is Valentijnsdag. Tip
voor een wiskundige Valentijnsdag-
kaart: stuur je geliefde een kaart
met daarop de vergelijking

r=1-sinae (0<a <2m).

Een geliefde die een beetje van
vlakke krommen afweet, weet
meteen wat hier staat: een hartje!

l PYTHAGORAS FEBRUARI 2000

Poolcoérdinaten

We gaan proberen de kromme te
tekenen die bij deze vergelijking
hoort. Om te beginnen moeten we
eerst uitleggen wat de r en de « in
de vergelijking voorstellen: r en « zijn
de poolcoérdinaten van een punt in
het platte vlak. Poolcodrdinaten zijn
een manier om punten in het vlak
vast te leggen. Met xy-coérdinaten
kun je ook punten in het platte vlak
vastleggen, alleen de manier waarop
dat gebeurt is anders. Een punt in
het vlak kunnen we vastleggen door
zijn afstand r tot de oorsprong en de
hoek « die zijn plaatsvector met de
positieve x-as maakt, zie de figuur
linksboven. Het verband met de
gewone xy-coordinaten is:

X=rcoso
y=rsin o

Nu gaan we de kromme tekenen:
een punt ligt op de kromme als zijn
poolcodrdinaten aan de vergelijking
r =1 - sin « voldoen. Als we voor
een flink aantal waarden van « de bij-
behorende r uitrekenen, dan kunnen
we een idee krijgen hoe de kromme
er uit ziet. In de bovenstaande figuur
hebben we dat gedaan. Verbind de
punten maar met een vloeiende lijn
en je krijgt een plaatje van de car-
dioide, een hartvormige kromme.
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Rollende cirkels

Cardioiden komen ook in de vrije
natuur voor. Neem bijvoorbeeld
twee cirkels met diameter 1 en leg
ze z6 neer dat ze de x-as in de oor-
sprong raken, de een van onder, de
ander van boven. Laat nu de boven-
ste cirkel zonder slippen langs de
onderste cirkel rollen; het punt dat in
het begin in de oorsprong lag
beschrijft nu precies een cardioide.
In het plaatje is de bovenste cirkel
over een hoek t gedraaid; het mid-
delpunt ligt nu in m, en het punt dat
in de oorsprong begon ligt nu in z,.
Je kunt nu uitrekenen dat

s afie b [1133)

= (—sin t,cos t).

(In het plaatje is t negatief, we gaan
immers met de klok mee.) Verder
bereken je dat:

zZ~m, = % [cos (Zt—%n). sin(Zt—%nD

e % (sin 2t,—cos 2t).
Nu kunnen we de coordinaten van
z,=(x,,y,) uitrekenen

x,=(cost—1)sint
Y= —(coss —1)cosr

Door deze waarden in de vergelijking
r = 1- y/r in te vullen, zie je dat deze
punten een cardioide beschrijven.

Lichteffecten

Je kunt ook zelf een cardioide
maken, met licht. Bekleed hiertoe de
binnenkant van een holle cylinder
(WC-rol) met aluminiumfolie en maak
aan een van uiteinden een kleine
inkeping. Zet de cylinder neer met
de inkeping aan de onderkant. Schijn
met een lampje door de inkeping en
kijk van boven in de cylinder. Je zult,
als het goed is, op de bodem een
halve cardioide zien. Die cardioide is
de kromme die de weerkaatste licht-
stralen als raaklijnen heeft. Een
kromme met die eigenschap wordt in
de optica een brandkromme (causti-
sche kromme) genoemd - het is de
kromme waar bij een spiegelingsver-
schijnsel de grootste lichtintensiteit
op-treedt. Het opsporen van zo'n
brandkromme is meestal niet zo een-
voudig; controleren of een bepaalde
kromme een brandkromme is beter
te doen. In ons geval kun je in elk
punt van de cardioide de raaklijn
trekken die laten reflecteren in de
cirkel en dan controleren of de raak-
lijn door de lichtbron gaat. Probeer
het maar eens.
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André de Boer

Elke twee getallen zijn gelijk

Laat a en b twee getallen zijn met a#b.
a+b

Hun gemiddelde 2 noemen we c,

zodat geldt a + b = 2¢. Vermenigvuldig nu

links en rechts met a - b:

a’~b*=2ac-2bc.
Verhoog links en rechts met b* - 2ac + ¢
a’—2ac+c?=b>~2bc+c’

Beide zijden kunnen we nu ontbinden in
factoren:

(a-c)’=(b-c)>

Trek links en rechts de wortel:
a-c=b-c.
Maar dan volgt: a = b.

Hoe twee marktkooplui ruzie krijgen
Het gemiddelde van een rij getallen
wordt berekend door de som van die
getallen te delen door het aantal. Dat je
voorzichtig met het gemiddelde moet
omgaan, blijkt uit onderstaand verhaal-
tje. Op de Albert Cuypmarkt zijn er twee
marktkooplui die allebei 120 appels ver-
kopen. De een verkoopt ze voor 50 cent
en de ander verkoopt er drie voor een
gulden. Samen hebben ze een
opbrengst van 60 + 40 = 100 gulden.
Gemiddeld verkopen ze 2+3 _,1 appel
voor 1 gulden. 2 2

Ze besluiten samen te werken. Halve
appels verkopen ze niet. Ze besluiten 5

™~

appels te verkopen voor 2 gulden. Aan
het eind van de dag zijn alle appels ver-
kocht. Ze tellen de opbrengst die 96 gul-
den blijkt te zijn. Ze gaan op zoek naar
de ontbrekende 4 gulden en beschuldi-
gen elkaar ervan het ingepikt te hebben.
Je begrijpt dat ze de volgende dag weer
ieder apart hun appels verkopen. Wat
hebben ze over het hoofd gezien?
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Oplossingen

Dwalertjes

| OZWNOZZNWNOZO

Driekleurenlabyrint
Een mogelijke oplossing is:
5-4-3-6-4-3-11-15-20-21-22-18-9-2-7-9-14
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Opdracht 1

Opdracht 2

Opdracht 3
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