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Een nieuw schooljaar, een nieuwe Pythagoras!

Met een nieuw thema: spelletjes. Spelletjes die leuk zijn om te
spelen, en die je met behulp van wiskunde beter begrijpen kunt:
Nim, Hex, vier op een rij, kamertje verhuren, et cetera. Het thema
van vorig jaar, puzzels, werd zo gewaardeerd, dat we er dit jaar mee
doorgaan. Elk nummer van Pythagoras bevat een puzzel om zelf te
maken en op te lossen (zie p. 19). Tot slot: het grotere formaat en
de gestegen verzendkosten hebben ons genoodzaakt dit school-
jaar de abonnementsprijzen iets te verhogen. Voor Belgische
abonnees is Pythagoras echter goedkoper geworden!
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Kleine nootjes zijn een-
voudige opgaven die
iedereen zonder enige
wiskundige voorkennis
kan oplossen.

- De antwoorden vind je in
het volgende nummer
e I n e van Pythagoras.
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Het somcijfer van een positief, geheel getal
krijg je door de cijfers van dat getal op te tel-
len, daarvan de cijfers weer op te tellen enzo-
voort, tot je een enkel cijfer overhoudt. Zo is
het somcijfer van 123 gelijk aan 6, dat van
123456 gelijk aan 3.

Een rekentruc

Na de zomervakantie van 1999 kwam Nick de
Hoog bij mij en legde me uit wat het somcijfer
van een getal is. Nick vroeg me twee getallen te
kiezen. Ik koos 23456 en 789. Na een korte stilte
antwoordde Nick:

“Het somcijfer van drieéntwintigduizend vierhon-
derdzesenvijftig tot de macht zevenhonderdne-
genentachtig is acht!”

Bedenk wel dat 2345675 een getal is van duizen-
den cijfers! Hoe de truc van Nick werkt, ontdek
je het makkelijkst door eerst wat onderzoek te
doen.

Negen

In het oktobernummer van vorig jaar werden de
bijzondere eigenschappen van het getal negen
besproken. Daar werd uitgelegd dat x en het
somcijfer S(x) dezelfde rest hebben bij deling
door 9. Bovendien werd uitgelegd dat je met
resten kunt rekenen alsof het gewone getallen
zijn. Zo is het somcijfer van 374" = 37 x ... x 37
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Dolf van den Hombergh

=T SOMC 7{6@ Van
een get

(400 keer) gelijk aan:
S(37)x..xS(37)=140=1,

omdat S(37) = 1. Zo hebben we zonder veel te
rekenen al het somcijfer van een heel groot getal
bepaald.

Op deze manier kun je altijd van het grondtal
(het getal onder de exponent) een getal maken
dat kleiner is dan 10. In een formule:

S(xk) = S(S(x)k).

Zo is het somcijfer van 23453° gelijk aan het som-
cijfer van 14°° en van 5%,

Een patroon

Wat is nu het somcijfer van 5*¢ ? Dit getal is zo
groot dat het niet in het venster van je reken-
machine past. We bekijken daarom eerst een
makkelijker geval, namelijk de somcijfers van 5,
5%, 5% 5%, enzovoort. Deze kun je stapsgewijs
uitrekenen door het vorige somcijfer met 5 te
vermenigvuldigen: 5° =5 x 52 en § (25) = 7,
zodat § (5%)= S (5x 7) = § (35) = 8. Net zo:
5*=5x 57, zodat 5*= S (5 x 8) = § (40) = 4.
Zo doorgaand vinden we voor de somcijfers van
5, 5% 5%, 5% enzovoort:

5,7,8,4,2,1,5,7,8,4,2,1,5,...
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TABEL De somcijfers van de machten van een getal volgen een duidelijk patroon.

Een regelmatig patroon tekent zich af! Na elke 6
stappen herhaalt zich het patroon van de eerste
zes somcijfers. Het somcijfer van 5°° is daarom

gelijk aan dat van 5%
dat van 5° Het somcijfer van 5° hadden we al uit-

is 1.

=
. 5°* enzovoort, en dus aan

=36

gerekend: 1. Conclusie: het somcijfer van 5°

Een tabel

Voor elk van de getallen 1 tot en met 9 kun je
somcijfers van de machten van dat getal uitreke-
nen. Je vindt dan de tabel die hierboven is afge-
beeld. In de tabel zie je een duidelijk patroon.Bij
de getallen die geen drievoud zijn, herhaalt zich
het patroon van de eerste zes somcijfers.

Dit gebruikt Nick bij zijn rekentruc: hij vervangt
de exponent door de rest daarvan bij deling
door 6 — dat geeft toch hetzelfde somcijfer. In
de tabel zoekt hij dan het somcijfer op dat bij
die rest hoort.

Voorbeelden

1109,

Het somcijfer is eenvoudig te berekenen: 1. Volgens
Nick: 10 heeft somcijfer 1; 56 geeft rest 2 bij deling
door 6. Volgens de tabel heeft 17 somcijfer 1. Klopt!
2 117,

De rekenmachine: 117 = 19487171. Nemen we
achtereenvolgens de somcijfers, dan krijgen we:
19487171 38 11 2. Volgens Nick: Het somcij-
fer van 11 is 2; 7 geeft rest 1 bij deling door 6.
De tabel geeft bij 2! somcijfer 2. Klopt!
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3.777%

Het rekenapparaat: 777° = 469097433. Het som-
cijfer hiervan is: 9. Volgens Nick: het somcijfer
van 777 is 3. De tabel geeft somcijfer 9. Klopt!

Bewijs

De regelmaat in de tabel kun je met enig denk-
werk ook nog wel bewijzen. Wil je laten zien
dat de somcijfers van machten van 2 zich na
zes keer herhalen, dan moet je bewijzen dat S
(2%+%) = § ( 2¥). Dat gaat als volgt:

S (2k*+%) = § (2%- 64)
=S (S2% -5 (64))
=5(82H 1)
=S 2.

Probeer zelf de andere gevallen te bewijzen.

Zelf doen

Als je deze rekentruc zelf wilt uitvoeren, zul je de
tabel zo beknopt mogelijk willen opslaan in je
hoofd. Dat is niet moeilijk. Om te beginnen kun
je de machten van 1 en van 3, 6 en 9 weglaten.
Verder kun je, omdat 4 = 2% en 8 = 23, de mach-
ten van 4 en van 8 afleiden uit de machten van 2.
Tenslotte hebben de machten van 2 veel te
maken met de machtenvan7 (2 + 7 =9), en

de machten van 5 veel met de machten van 4

(4 + 5 =9). Kijk maar eens goed! Zodoende kun
je de hele tabel reconstrueren uitgaande van de
machten van 2.




Chris Zaal

Spelen
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Spelen met vuur is gevaarlijk.

Maar met lucifers zijn ook andere spelle-
tjes mogelijk. Heel eenvoudige spelletjes,
maar waarbij je met een beetje nadenken
al veel winst kan behalen.

Dit jaar is het thema van Pythagoras:
wiskundige spelletjes. Het gaat om spellen
die je wiskundig kunt analyseren: Boter,
kaas en eieren, Nim, Hex, vier op een rij,
kamertje verhuren. Al deze spellen zijn een-
voudig uit te leggen en te spelen, dus daar
kun je al voldoende plezier aan beleven.
De wiskundige diepgang verschilt van geval
tot geval: sommige van de spellen, zoals
bijvoorbeeld Hex, zijn nog lang niet goed
doorgrond. Andere spelletjes laten zich
makkelijk wiskundig analyseren, zoals het
volgende spelletje.

Een eenvoudig aftrekspel

Dit spel speel je met twee spelers. Op een
tafel leg je 25 lucifers neer op een rij.

Om beurten neemt elke speler naar keuze

-
-




1, 2 of 3 lucifers weg. Degene die de laat-
ste lucifers wegpakt, verliest.

Probeer het maar eens. Welke speler heeft
het meeste voordeel? Degene die begint of
degene die als tweede aan zet is? Of heb-
ben beide spelers evenveel kans om te win-
nen?

Onderzoek

We gaan onderzoeken hoe dit spel in elkaar
zit. Daartoe gaan we alle mogelijke posities
bekijken. Elke mogelijke tussenstand van
het spel is een positie.

De meest eenvoudige positie is die van 1
lucifer. Dit is een hopeloze situatie voor
degene die aan de beurt is. Die verliest
omdat hij volgens de spelregels gedwon-
gen is de laatste lucifer op de pakken.

Deze positie noemen we daarom een
verloren positie voor degene die aan zet is.
Hoe zit het nu met 2 lucifers? Als je aan de
beurt bent, mag je beide lucifers wegne-
men. Maar dat is dom, want dan heb je ver-
loren. Door 1 lucifer weg te nemen, kun je
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je tegenstander met de laatste lucifer
opzadelen en heb je gewonnen!

Hetzelfde kun je doen als je met 3 lucifers
aan zet bent. Door dan 2 lucifers weg te
nemen, breng je je tegenstander in een ver-
loren positie. Idem dito voor vier lucifers:
neem 3 lucifers weg, en je tegenstander is
verloren. De posities van 2, 3 of 4 lucifers
noemen we daarom gewonnen: door ver-
standig te spelen kun je altijd winnen.

De volgende te onderzoeken positie is die
van 5 lucifers. Wat kun je doen? Je kunt 1
lucifer wegnemen. Dan blijven er 4 lucifers
over, en dat is gewonnen voor je tegenstan-
der. Neem je 2 lucifers weg, dan wint je
tegenstander eveneens, en idem dito als je
3 lucifers wegneemt. Wat je ook doet, je
tegenstander kan altijd winnen.

Deze positie, die van 5 lucifers, noemen we
daarom verloren.

De resultaten van ons voorlopige onderzoek
staan in figuur 1 (z.0.z.). Ons onderzoek kun-
nen we aan de hand van dit schema voort-
zetten.




VERLOREN | GEWONNEN

Figuur 1.

De eerste paar posities
van het luciferspel.
Alle gestippelde zetten
verliezen, de getrokken
zetten winnen.
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Figuur 2.

Alle posities van het luci-
fer-aftrekspel in een

tabel.
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Met 6 lucifers heb je weer gewonnen,
omdat je door 1 lucifer weg te nemen je
tegenstander 5 lucifers laat: een verloren
postitie. Op dezelfde manier zijn ook de
posities van 7 en 8 lucifers gewonnen, en is
de positie van 9 lucifers weer verloren.

Nu zie je een patroon opdoemen: na elke
verloren positie komen drie gewonnen posi-
ties, op hun beurt gevolgd door één verlo-
ren positie. Het complete diagram staat in
figuur 2.

Je ziet dat de beginpositie van 25 lucifers
verloren is voor degene die aan zet is.

Dit betekent dat de eerste speler bij ver-
standig spel van de tweede speler altijd ver-
liest.. Maar als de tweede speler een
domme zet doet, kan het gebeuren dat jjj
opeens een gewonnen positie in de schoe-
nen geschoven krijgt, zodat je alsnog kan
winnen!

Strategie

Het luciferspel dat we behandeld hebben, is
van een heel simpel type. Er is altijd een
verliezer en een winnaar, herhaling van zet-




ten is niet mogelijk en er is geen toeval in
het spel. Bij dergelijke spellen kun je de
posities een voor een onderzoeken en inde-
len op de manier die we al gezien hebben:
e een positie is verloren als de tegenstander
door verstandig spel altijd kan winnen,
welke zet je ook doet;

e alle andere posities zijn gewonnen.
Zodoende kun je een schema maken, waar-
bij je van gewonnen posities naar verloren
posities springt en omgekeerd. Vanuit een
gewonnen positie is er altijd een zet naar
een verloren positie; en vanuit een verloren
positie gaan alle mogelijke zetten naar
gewonnen posities.

Op deze manier kun je ook vergelijkbare
spellen analyseren. Bij alle spellen van dit
type is de startpositie hetzij gewonnen, het-
zij verloren. In het eerste geval kan de eer-

ste speler altijd winnen, in het tweede geval
kan de tweede speler die aan zet is altijd
winnen. Er is dus altijd een winnende strate-
gie (voor een van beide spelers).
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Meer spelletjes

We geven nog een aantal andere lucifer-
spelletjes, om te spelen en te analyseren.
Welke speler een winnende strategie heeft,
verklappen we niet.

Dat is aan jou om uit te zoeken. De startpo-
sitie bestaat steeds uit 25 lucifers. Verliezer
is degene die de laatste lucifer pakt.

1. Per beurt neem je 1, 2, 3 of 4 lucifers
weg.

2. Per beurt neem je 1, 5 of 7 lucifers weg.
3. Per beurt neem je 1, 4 of 6 lucifers weg.
4. Per beurt neem je 1, 3 of 4 lucifers weg.

Moeilijker

5. Het spel Chomp begint met 25 lucifers
in een rechthoek van vijf bij vijf. Beide spe-
lers zitten aan dezelfde kant. Per beurt wijst
elke speler een lucifer aan en neemt die
weg, en ook alle lucifers die er boven,
rechtsboven en rechts van liggen. Verliezer
is degene die de lucifer linksonder pakt.

6. Startpositie: 25 lucifers in een rechthoek
van vijf bij vijf. Per beurt neem je uit één rij
of uit één kolom 1 of meer lucifers weg.
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Oplossingen

nr.6

Dion Gijswijt

Driehoeken tellen

leder drietal punten niet op één lijn
vormt een driehoek. Er zijn 8 lijnen met
drie punten erop, dus het aantal drie-
hoeken is

(5)- 8 =84 -8 =76

N/
/
s
AT

Vereenvoudig
Het antwoord is 2. Noem de gegeven
worteluitdrukking x. Dan is

x2=\/6+4ﬁ ¥ \/6—4\/5-

Nogmaals kwadrateren geeft:
X2=12 + 2\/(6+4ﬁ) x(6-4.2)

Vereenvoudigen geeft:
x*=12 + 2./36-32 =16.

Dus x = 2.

Skates

Er zijn twee wieltjes die onderling wor-
den verwisseld. Drie andere wieltjes wor-
den cyclisch verwisseld en de vijf over-
gebleven wieltjes worden ook cyclisch
verwisseld. Het aantal keer dat je moet
verwisselen om alle wieltjes weer op hun
oorspronkelijke plek te krijgen moet dus
een veelvoud van zowel 2 als 3 als 5 zijn.
Je moet de wieltjes dus 30 keer wisselen.
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In honderd stukken

Als je de kubus in een aantal kubusjes
hebt verdeeld, kun je door één van deze
kubusjes in 8 kleine kubusjes te verdelen
het totaal aantal kubusjes met 7 ver-
meerderen. Op dezelfde manier kun je
dit aantal met 26 vermeerderen door
één kubusje in 27 kubusjes te verdelen.
Je begint met 1 kubus, dus de vraag is
of er positieve gehele getallen a en b
zijn met 1 + 7a + 26b = 100. Dat kan,
want 100 =1 + 3x7 + 3x26.

Vierde lengte
Noem de lengte van het vierde lijnstuk x.
Uit de stelling van Pythagoras volgt dat
12 + 82 = @2 + b? + 2 + d?. Maar even-
goed geldt: 42+ x2= a2+ b2 + 2 + d2.
Dus 1 + 64 = 16 + x2, waaruit volgt
datx =7.

d c
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Stuur je oplossing naar:

Pythagoras Olympiade

TU Eindhoven

Faculteit Wiskunde
Hoofdgebouw kamer 9.50
Postbus 513

5600 MB Eindhoven

email: sander@win.tue.nl

Vermeld bij de oplossing je naam,
adres, school en klas. Stuur bij de ant-
woorden ook een toelichting, waarin
uitgelegd wordt hoe je aan het ant-
woord gekomen bent (een berekening
of een bewijs). Insturen is mogelijk tot
en met 15 november 2000. Onder de
inzenders van goede oplossingen
wordt per opgave een boekenbon van
vijffentwintig gulden verloot.

Let op: Het is de bedoeling dat je de
oplossing zelf vindt! Hieronder volgen
de oplossingen van de opgaven uit het
juninummer.

Veel succes!
Ronald van Luijk, Wim Oudshoorn en
Sander van Rijnswou.
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Leon van den Broek

Het nieuwe schooljaar opent
Pythagoras weer met een prijsvraag.
Doe mee en maak kans op een prijs!

Opprikken

De 33 kinderen van klas 2Bx hebben bij
een project tekeningen gemaakt.

De tekeningen zijn gemaakt op kleurige
vierkante vellen van 30 bij 30 centime-
ter. In de hal van de school is een van
de wanden geschikt om alle 33 tekenin-
gen op te prikken. Hoeveel punaises zijn
daarvoor nodig?

Inderdaad, maar één. Maar die manier
van opprikken is natuurlijk niet de
bedoeling. De tekeningen moeten net-
jes overzichtelijk aan de wand komen.
Ze worden allemaal op de vier hoeken
vastgeprikt. Er wordt zo zuinig mogelijk
met de punaises omgesprongen; als het
‘kan wordt een punaise voor meerdere
tekeningen tegelijk gebruikt. Eén punai-
se kan maximaal vier hoeken tegelijk
vastprikken.

Nu stellen we de vraag nog een keer:
Hoeveel punaises zijn er minimaal
nodig?

Prijsvraag

Natuurlijk is het aantal van 33 willekeu-
rig. Wiskundig is het pas interessant als
het opprikprobleem algemeen wordt
opgelost.

We formuleren de defintieve vraag:
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Hoeveel punaises heb je nodig om n
even grote vierkanten op te prikken?
Hier is n een willekeurig aantal.

Je kunt de vraag op allerlei manier
beantwoorden. Bijvoorbeeld:

- door in woorden te omschrijven hoe je
bij n het aantal punaises vindt;

- door een tabel te maken en de regel-
maat in die tabel op de een of andere
wijze vast te leggen; ;

- door verschillende gevallen te onder-
scheiden;

- door middel van een formule (waar-
schijnlijk heb je hiervoor de entier-func-
tie nodig; vraag je leraar).

Inzenden

Stuur je antwoord voor 15 januari 2001
naar:

René Swarttouw

Vrije Universiteit

Faculteit Exacte Wetenschappen
Divisie Wiskunde en Informatica

De Boelenlaan 10181a

1081 HV Amsterdam

Prijzen :
Voor de beste individuele inzendingen
zijn er drie boekenbonnen van 100
gulden. Daarnaast is er een klassenprijs
van 250 gulden. Bij het beocordelen van
de inzending wordt vooral gelet op de
wiskundige kwaliteit van de inzendingen
(probeer alle uitspraken te bewijzen!).
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Figuur 1
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ten (62 + 12). Uiteindelijk maken irrationale
getallen toch meer kans bijzonder gevon-
den te worden, denk ik (omdat verliefdheid
en irrationaliteit vaak samen gaan?). Zoals

bijvoorbeeld n en e. Er zijn boeken die hele-

maal over zo'n getal gaan. De historie, rela-

ties met andere getallen, benaderingen, van

alles komt er in aan bod. Dit wijst op zijn
minst op een bijzondere relatie tussen de
auteur en het beschreven getal. Het getal
wordt op een bijna obsessieve manier mooi
gevonden, anders schrijf je er geen boek
over vol. En doet dat niet denken aan ver-
liefdheid? Zelf ben ik nooit verliefd geraakt
op een getal, ik ben nooit verder gekomen
dan een verheviging van een verliefdheid
door een voorval waarbij priemgetallen
betrokken waren...

Het was me opgevallen dat zij van vrij grote
getallen nog kon zeggen of ze priem zijn of

niet. Het was een sport om een hoog getal
te noemen (ter plekke bepaald), en dan te
kijken of haar antwoord juist was. Op een
zeker moment dacht ik slim te zijn en gaf
het getal 127127, Alhoewel het beste ant-
woord altijd is: “Dit is geen priem” (omdat
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op deelbaarheid door 2, 3 en 5 doorstaat,
en daarom priem zou kunnen zijn. Maar
door de speciale structuur, de herhaling van
127, zie je makkelijk dat het geen priemge-
tal is. Zouden er getallen zijn waarin die
structuur wat onduidelijker is, maar die toch
eenvoudig (uit het hoofd) uit te rekenen
zijn? Jawel, 127381 = 1003 x 127 is daarvan
een voorbeeld (17 x 59 x 127). Nu komt er
geen herhaald groepje cijfers in het getal
voor, wat de 'ontmaskering' als niet-priem
moeilijker maakt. De methode is simpel:
neem een driecijferige priem en vermenig-
vuldig het met twee eencijferige getallen.
De twee uitkomsten moeten elk weer uit
drie cijfers bestaan (anders wordt het hoofd-
rekenen te moeilijk) en worden naast elkaar
gezet. Dit is natuurlijk gemakkelijk uit te
breiden naar 9 cijfers: 635381889 = 5003007
x 127. Meer methoden dan deze ken ik
niet. Weet jij andere manieren om uit je
hoofd een getal te berekenen waaraan (1)
niet makkelijk te zien is dat het geen priem-
getal is, maar (2) waarvan je zeker weet dat
het geen priemgetal is? Stuur je antwoord
naar de redactie van Pythagoras.




Eenring
teuw en
uzzel

Chris Zaal

|

Vorig jaar waren puzzels het thema van
Pythagoras: geen wiskunde-opdrachten, maar
tastbare puzzels die je met je handen kan op-
lossen. Dit jaar gaan we met deze rubriek
door: elk nummer van Pythagoras bevat
steeds een puzzel, om zelf te maken en op

te lossen.

Ring-touw-en-balpuzzels zijn er in vele ge-
daanten. In puzzel- en cadeauwinkels kom je
soms de puzzels van het Belgische bedrijfje
Eureka tegen. Die hebben een aantal mooie
ring, touw en balpuzzels in hun collectie.

Een van de meest elementaire ring-touw-en-
balpuzzels is de volgende puzzel, die we hier zelf
gaan maken.

Benodigd Een speelkaart (of een rechthoekig
stuk karton), een stukje touw van ongeveer 30
centimeter en een houten kraal.

Zelf maken Maak met een perforator drie gaten
in de speelkaart (de 'ringen’). Sla het stuk touw
dubbel en haal het op de aangegeven manier
door de gaten. Rijg dan het dubbele uiteinde
door de kraal en leg een dikke knoop in het uit-
einde van het touw z&, dat de kraal niet meer
van het touw los kan. Opdracht: maak het touw
los van de kaart, zonder de kaart te beschadigen
of de kraal van het touw los te halen. Succes!
Variaties De puzzel kun je moeilijker maken
door een paar extra gaten toe te voegen, en het
touw ook daar doorheen te halen. In plaats van
een kartonnen speelkaart, kun je ook een blokje
hout nemen waar je drie gaten in boort.
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Twee poppenhoofdjes, een in gips en een in plastic

Hol Bol

De mooiste optische illusie die ik ooit gezien
heb is een pop gemaakt van steen, die het
hoofd draait als ik me beweeg. In dit geval

geven de hersenen een verkeerde interpre-
tatie van wat het oog ziet. Het vreemde is
dat mijn hersenen deze fout blijven maken,
ook al weet ik heel goed hoe het werkelijk

in elkaar zit.
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Simon Biesheuvel

Op de eerste foto staat links het hoofdje in
gips, rechts hetzelfde hoofdje, maar nu van
plastic, bedoeld als voorkant van een pop-
penhoofd, om verder zelf af te maken. Het

gipsen hoofd kijkt ons recht aan. Voor de
tweede foto ben ik een stap naar rechts
gaan staan. Het plastic hoofdje ziet eruit
zoals je mag verwachten als je naar rechts

loopt.

-— e ————




Maar het gipsen hoofd is met me meege-
draaid, zelfs extra veel. Het kijkt nu voor me
langs. Aan de onderkant van de steen is te
zien dat de steen niet gedraaid is.
Onderkant steen en onderkant plastic hoofd
staan nog steeds op een lijn. Hoe kan een
steen zijn hoofd draaien?

Maak je eigen illusie

De verklaring is erg eenvoudig. Het gipsen
hoofd is hol. Het is de afdruk van het hoofd-
je ernaast. Plak het plastic hoofd met de
neus omhoog op de bodem van een plastic
bakje. Vul het voorzichtig met water, onder
het plastic blijft dan een luchtbel hangen.

Strooi veel gipspoeder in het water en laat

het geheel heel lang drogen. Als het gips
goed hard is kan er aan de voorkant nog
een flinke plak afgezaagd worden, het
hoofd moet niet diep worden omdat diepte-
werking het effect verstoord als je er met
twee ogen naar kijkt. (Een fototoestel heeft
geen last van diepte-inzicht).
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Dezelfde hoofdjes nadat ik een stap naar rechts heb gedaan.

Het meedraai-effect is het best te zien als
het gipshoofd verlicht wordt vanaf de
onderkant. De lamp stond linksonder. De
schaduw op het gipsen hoofd is dan ook
links en onder de kin. Het andere hoofdje,
gewoon bol, is door deze lamp rechtsboven
niet verlicht. Loop je nu voor het hoofd
langs, dan draait het hoofd schijnbaar mee.
Meer naar rechts kun je meer zien van de
wang aan de linkerkant. In plaats van te con-
stateren dat het hoofd hol is, vertellen je
hersenen je dat de steen gedraaid is. Wat ik
heel vreemd vind is dat dit zo blijft, ook als
je zelf dat holle hoofd hebt gemaakt. De
steen staat op mijn bureau en lopend naar
mijn bureau om te gaan werken constateer
ik steeds dat 'hij het nog doet'. Mijn ver-
stand gaat er nog niet op vooruit!
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Dit jaar verschijnt er in Pythagoras een
serie over bijzondere getallen en hun
eigenschappen. Het eerste getal dat we
behandelen is natuurlijk nul. Vreemd
genoeg is de nul pas veel later ontdekt dan
de andere getallen. En het heeft nog een
hele tijd geduurd voordat men met dit
getal overweg kon.

Vroeger gebruikte men voor de oplossing van
een rekensom een telraam. Zo'n telraam
bestaat uit een raampje met evenwijdige spij-
len. De eerste spijl aan de rechterkant verte-
genwoordigt de eenheden, de tweede spijl
de tientallen, de derde spijl de honderdtallen,
enzovoorts. Het aantal kralen op een spijl
geeft het aantal eenheden, tientallen of hon-
derdtallen aan.

De telramen in figuur 1 geven de getallen 124
en 423 weer. Om een getal van het telraam
op het papier over te brengen, heb je niet
meer dan tien tekens nodig, want elke spijl
van het telraam heeft maar tien mogelijkhe-
den: een, twee, drie, vier, vijf, zes, zeven, acht,
negen kralen, of geen enkele kraal. Een spijl
kan leeg zijn. Het tiende symbool moet het
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teken zijn voor een lege spijl. Anders is het
immers niet mogelijk getallen die op het tel-
raam van elkaar verschillen, op papier van
elkaar te onderscheiden.

Zonder een teken voor een lege spijl zouden
de standen in figuur 2 er op papier precies
hetzelfde uitzien: 124. Met dat extra cijfer kun
je ze gemakkelijk onderscheiden. Het zijn:
1240, 1024 en 1204.

Soenja

In het begin van de jaartelling schreef een
onbekende Hindoe die de stand van een tel-
raam wilde vastleggen, een symbool op voor
een lege spijl, een stip die hij soenja noemde.
Die stip was niet meer dan een bedenksel om
een lege plaats te kunnen aangeven. Het
woord soenja betekent leeg. Later zijn de
Indiase cijfers door de Arabieren overgeno-
men. De grote Arabische wiskundige

Al- Chwarizmi heeft in het jaar 820 een leer-
boek over de rekenkunde geschreven, waarin
hij het gebruik van de nieuwe Indiase cijfers
uitlegde. Nul werd aangeduid met het
Arabische 'al-cifr'. In de twaalde eeuw intro-
duceerde de Italiaan Fibonacci de nul in




Figuur 1
De getallen 124 en 423 weergegeven op een telraam.

Nul is een getal
Ernie: Ik heb een zeker aantal koekjes in
die trommel gedaan. Je mag ze hebben

als je mij je beer geeft.

Bert: Dat is erg aardig van je, Ernie,
ik doe mee! Bert geeft Ernie de beer en
kijkt begerig in de trommel.

Bert: Wacht eens even, Ernie, ik zie he-
lemaal geen koekjes. Je zei dat je een
aantal koekjes in de trommel zou doen.
Ernie: Klopt, Bert, nul is ook een aantal !

Figuur 2

Zonder symbool voor een lege spijl zien deze 3 standen er op papier hetzelfde uit als 124.

Europa als ‘cifra’, waarvan ons woord ‘cijfer’
is afgeleid. In het Engelse betekent 'cipher’
nog steeds nul, evenals 'ziffer’ in het Duits.

Rekenen met nul

Vele eeuwen nadat soenja was bedacht als
symbool voor de lege spijl van het telraam,
worstelde men met het probleem hoe je met
nul moet rekenen. Met elk ander getal kun je
naar believen optellen, vermenigvuldigen,
aftrekken of delen. Wat moet je echter met de
volgende rekensommen?

0:1;
150,
0:0.

We nemen eerst de rekensom 0 : 1 onder de
loep. Bij de deling 12 : 4 reken je uit hoe vaak
je vier moet aftrekken van twaalf totdat je
niets meer overhoudt, met andere woorden,
hoe vaak vier in twaalf 'past’. Het antwoord is
drie keer:12-4-4-4=0.Bij0:1isde
vraag hoe vaak je één van nul moet aftrekken
opdat je niets overhoudt. Het antwoord is:
geen enkele keer. Want we hadden al nul. De
som luidt dus: 0 : 1 = 0. Bij de som 1: 0 ligt
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het iets ingewikkelder. In deze som wil je
weten: hoe vaak moet je nul van één aftrek-
ken opdat je nul overhoudt. Maar van een
getal nul aftrekken levert altijd weer het oor-
spronkelijke getal op. Hoe vaak je er ook nul
van aftrekt, je komt nooit op nul uit. De som
1: 0 heeft dus geen uitkomst. Delen door nul
is daarom zinloos.

Opgaven

1. Wat is de uitkomst van 0: 0 ?

2. Ons cijferschrift kent 10 tekens. In de rij van
deze tekens staat de nul meestal voorop.
Soms komt de nul na de negen. Wat is de
logica van onderstaande ordening?

8,3, 190, 24557

3. Wat is de uitkomst van 1% en 017 En van 092
De oplossingen kun je vinden in het volgende
nummer van Pythagoras.

Bronnen

1. Constance Reid, Van nul tot oneindig, Prima boeken, 1965

2. David Wells, Woordenboek van eigenaardige en merkwaardi-
ge getallen, uitgeverij Bert Bakker, 1987.

Meer informatie
http://ubmail.ubalt.edu/~harsham/zero/ZERO.HTM
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Klaas Pieter Hart

Bij wiskunde horen formules.

Mooie formules vormen het onderwerp
van een nieuwe rubriek in Pythagoras.
Deze keer: de rij van Fibonacci, een
getallenrij die al bijna 800 jaar oud is.
Toch worden er nog altijd eigenschap-
pen van ontdekt. Wij leiden een verras-
sende formule af die deze rij precies

beschrijft.

In 1202 schreef Leonardo van Pisa een
rekenboek, Liber Abaci geheten. Daarin
beschreef hij een heleboel rekenkunde.
Opmerkelijk was dat Leonardo consequent
de decimale schrijfwijze toepaste; dat was in
die tijd een nieuwigheid uit de Arabische
wereld. Het boek is onsterfelijk geworden
door deze onschuldig klinkende opgave:
Hoeveel paren konijnen kan men uit één
paar in één jaar fokken?

Een man heeft een paar konijnen in een
ommuurde tuin. We willen weten hoeveel
paar konijnen in één jaar gefokt kunnen
worden uit dit paar, als elk paar konijnen
elke maand een nieuw paar voortbrengt

en wel vanaf de tweede maand na hun ge-
boorte.

Leonardo beschreef hoe je het aantal paren
konijnen in de twaalfde maand kunt uitreke-
nen. Neem aan dat het eerste paar al kinde-
ren kan krijgen; dat betekent dat we in de
eerste maand twee paar konijnen zullen
hebben. In de tweede maand krijgt het eer-
ste paar weer kinderen; we hebben dan drie
paren. Van deze krijgen twee paren in de
derde maand kinderen zodat we dan vijf
paren hebben.

Zo doorgaand vinden we achtereenvolgens
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8=5+3,13=8+5,21=13+8,34=21 + 13,
55, 89, 144, 233 en 377 paren konijnen.

Deze getallen vormen het begin van de ri]
van Fibonacci:

1,1,2,3,5,8,13, 21, 55, 89, 144, 233, 377,...

Het recept dat Leonardo gebruikte om de
aantallen paren konijnen in elke maand uit
te rekenen is eenvoudig: tel de aantallen uit
de voorgaande twee maanden bij elkaar
op. In een formule:

Kn = Kn-l 5 Kn-Z

Voor een groot aantal maanden kost dit
nogal wat rekenwerk. Zelfs op een rekenma-
chine moet je flink wat toetsen aanslaan om
het aantal paren konijnen in de zevenender-
tigste maand te bepalen. Probeer het maar
eens.

Een formule

Het is echter mogelijk om voor het aantal
konijnen K, in maand n een formule op te
schrijven, namelijk:

k=g (G By (1))

Als je het niet gelooft moet je K, en K,
maar eens uitrekenen. Je zult zien dat er
echt 2 en 3 uit komt. Het wonderbaarlijke
van deze formules is dat hij een rij gehele
getallen beschrijft met behulp van breuken
en wortels — zoiets verwacht je helemaal
niet.




Snel Fibonacci-getallen uitrekenen

Je kunt proberen de formule te controleren
door meer waarden van n in te vullen, maar
dat wordt na een tijdje vervelend. Met een
beetje rekenwerk kom je er achter dat de
getallen die door de formule gegeven wor-
den aan dezelfde regel voldoen als de aan-
tallen paren konijnen: K, =K, ,+ K, ,
We weten al dat K, =2 en K, = 3; dus geldt
ook K;=5, K,= 8, enzovoort. Hiermee is het
snel uitrekenen van K, eenvoudig gewor-
den.

1 1 I
Het getal 2 "2 V5 is ongeveer gelijk aan
-0,62 en gedeeld door V5 is dat ongeveer

1 1 = f=
—0,2764; dit betekent dat (2 ~ z V5)"2/~5
in absolute waarde altijd kleiner is dan 1/2.
Om K, uit te rekenen hoeven we daarom

alleen (% g w/g)"”/\/g te bepalen en dan af

te ronden. Dat zie je er aan het begin niet
aan af. Bereken hiermee eens K.

Het afleiden van de formule

Onze formule voor K, werd al in 1765 door
Euler gegeven en werd in 1843 door Binet
herontdekt. Eén van de manieren om de
formule te vinden gaat als volgt.

Je zoekt getallen A waarvan het rijtje mach-
ten A, A% A4,... aan de konijnenrelatie

K,. =K,+K,_ voldoet.

De vergelijking A"= A" '+ A*-? die je dan
krijgt heeft drie oplossingen: één flauwe,
A=0, en twee minder flauwe, die je krijgt
door A2 weg te delen.

Je houdt dan A= A+ 1 over.

PYTHAGORAS OKTOBER 2000

Deze vergelijking heeft twee oplossingen:
k 1 2% +

1y5 en A=1-1.5.
Het grappige is dat niet alleen l’f en A';,
aan de relatie voldoen

maar ook 7"1' + 7L'2’ en 10 ;“17 -5 l; en
nog veel meer combinaties.

Het is niet moeilijk een combinatie te vin-
den die precies de aantallen paren konijnen
beschrijft. Om het rekenwerk makkelijker te
maken zoeken we getallen @ en b z6 dat
F,=al\j +bAj voldoet aan F, =0 en
F,=1.DangeldtF,=1,F,=2,F,=3,
Fs=35, enzovoort. Dit geeft a + =0, dus
b=-a,enak,+b\,=1, ofwel

a(A, -\, = 1. Hieruit volgt a =1 /A5 en dus:
1
E=2+ Al =M.
«Js( i -A3)

Fibonacci

Derij 1,2,3,5,8, ... wordt genoemd naar
Leonardo van Pisa, die de bijnaam
Fibonacci had. Zijn vader heette namelijk
Bonaccio en filius Bonacci werd afgekort tot
Fibonacci — een bijnaam die overigens pas
uit de negentiende eeuw schijnt te stam-
men. De Fibonacci-getallen zijn nog steeds
populair; er is zelfs een wetenschappelijk
tijdschrift gewijd aan deze en aanverwante
getallen: The Fibonacci Quarterly.
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Sebastiaan Terwijn

(EXTLY [P IE INJOLE HALALP)

Hoe groot is de kans dat een aap achter een
typemachine Shakespeare's Hamlet produceert?
En hoe groot is deze kans als je de typemachine
vervangt door een computer? Hoewel beide
kansen verwaarloosbaar klein zijn, zullen we
laten zien dat de tweede kans toch 1(300.000
maal groter is dan de eerste!

Op een typemachine

De eerste kans is makkelijk te berekenen. 'Hamlet'
bevat met 30 pagina's van 2 kolommen, 80 regels
per kolom en 44 tekens per regel ongeveer
200.000 tekens. We nemen aan dat de aap 100
verschillende tekens kan typen (dit is zeker vol-
doende voor alle gebruikelijke leestekens), en dat
elk teken evenveel kans heeft om door de aap
getikt te worden. De kans dat de aap het hele
toneelstuk tikt is dan:

(1/100) 200.000 = 1) - 400.000,

Comprimeren

Om de tweede kans te berekenen moeten we
eerst iets weten over coderingstheorie. Als we
tekst zo compact mogelijk willen opslaan, bijvoor-
beeld om geheugenruimte in onze computer te

besparen of om het makkelijker per e-mail te kun-
nen versturen, dan is het niet erg efficiént om de
tekst ongewijzigd te laten. Geschreven natuurlijke

taal is namelijk geen opeenvolging van willekeuri-
ge tekens, maar zeer gestructureerd. Bepaalde
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patronen komen veel vaker voor dan andere. Door
configuraties die vaak optreden een korte code te
geven en zeldzamere configuraties een langere
kunnen we flink besparen op de totale hoeveel-
heid ruimte die de gecodeerde tekst gaat inne-
men. De beste codeerprogramma's kunnen talen
zoals Engels en Nederlands ongeveer met een fac-
tor vier comprimeren! Hoe groot is nu de kans dat
de aap op de computer de gevraagde pagina's
tikt? Wel, hij kan er voor kiezen om gewoon op de
ouderwetse manier het hele manuscript te typen,
maar hij kan ook nog het volgende doen. Eerst tikt
de aap een decodeerprogrammaatje in zoals we
boven hebben beschreven, en vervolgens tikt hij
de gecodeerde versie van Hamlet in. Zoals we
hebben gezien is de lengte hiervan ongeveer een
vierde van de lengte van de oorspronkelijke tekst.
Het decodeerprogramma kan zeer eenvoudig zijn,
en de lengte ervan mogen we wel als verwaarloos-
baar klein beschouwen ten opzichte van de lengte
van de eigenlijke tekst. De gevraagde kans is nu
minstens: (1/100) : - 200.000 = 1() - 100.000

Eigenlijk is de kans groter, omdat verschillende
codeermethoden kunnen werken. De schrijver

J. L. Borges (Labyrinths; selected stories & other
writings, New Directions, New York, 1964) heeft
een amusant verhaal geschreven over een biblio-
theek waarin alle boeken van 410 pagina's staan
die onze aap zou kunnen typen. Denk je dat deze
bibliotheek in ons heelal past?
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De post

Dion Gijswiijt

De kinderen van Ruud

In het novembernummer van 1993 ver-
scheen in Pythagoras het kansrekening-
probleem ‘De kinderen van Ruud’. Sinds
die tijd heeft het bij de redactie voortdu-
rend brieven geregend van lezers, die elk
met hun eigen redenering en antwoord
kwamen. In het vorige nummer van
Pythagoras probeerde Ronald Meester
om voor eens en altijd duidelijkheid in
deze zaak te brengen en haarfijn uit te
leggen hoe de vork precies in de steel zit.
Daarmee was de kous af, dachten we...
Na de publicatie van het augustusnum-
mer ontving de redactie echter verschil-
lende reacties van lezers die het totaal
niet met de strekking van het artikel eens
waren. Daarom zal Ronald Meester in een
van de volgende nummers een bespre-
king wijden aan deze reacties, in een
poging om dit verhaal tot een goed einde
te brengen.

41 omino's

Volgens Bram Kuijvenhoven uit Den Haag
is het aantal 43 -omino’s gelijk aan 54. Bij
het tellen ging hij systematisch te werk.
Eerst noteerde hij alle ‘raamwerken’ van
vierkantjes. Zo'n raamwerk kan een
quatromino zijn, een tetromino en een
monomino die elkaar in een hoekpunt
raken, of twee domino’s die elkaar in een
hoekpunt raken. In de laatste twee geval-
len moet de driehoek de twee delen gaan
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verbinden. Vervolgens keek hij bij elk van
de 11 raamwerken op hoeveel manieren
een driehoek kan worden toegevoegd om

een 4% -omino te maken.
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Kansberekening bij bridge

De heer R. Gerritsen uit Amsterdam is
op zoek naar iemand om samen kans
rekening toe te passen op bridge. Een
voorbeeld van een op te lossen vraag is:
Hoe groot is de kans dat partner aas
en/of vrouw in een bepaalde kleur heeft.
Reacties graag sturen naar de redactie
van Pythagoras.




Klavertje vier

In ‘Sangaku uit Polderland’ uit het vorige
nummer van Pythagoras werden twee
‘meetkundige’ klavertjes aan de lezer
voorgelegd. De puzzel was om van de kla-
vertjes de oppervlakte uit te rekenen.
Voor het eerste klavertje was dat eenvou-
dig, maar het tweede klavertje was een
hardere noot ... dacht Bruno Ernst en
dachten ook wij. Leo H. van den Raadt uit
Heemstede merkte iets op dat de redac-
tie geheel was ontgaan, namelijk dat de
twee klavertjes gelijkvormig zijn! Het
tweede klavertje krijg je door het eerste
over 45 graden te draaien.
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Pentomino's

Leerlingen van het Technisch Instituut
Depoorter uit Ronse (Belgié) hebben
samen met hun wiskundelerares Odette
De Meulemeester een prachtige website
over pentomino's gemaakt. Behalve origi-
nele puzzels is op deze webpagina ook
een pentomino-wedstrijd te vinden.
Hierbij is het de bedoeling om met de
pentomino's zoveel mogelijk vierkantjes
in te sluiten. Het adres is:
http://home.planetinternet.be/~odettedm/
startpagina.html

Neurale netwerken en Excel

Hans Engel (engel h@12move.nl) is sterk
geinteresseerd in neurale netwerken: wis-
kundige netwerken die je kunt laten leren.
Het schijnt mogelijk te zijn iets dergelijks
te maken met Excel. Wie kan hem verder
helpen? Reacties graag naar de redactie
van Pythagoras, zodat wij er in de toe-

komst ook aandacht aan kunnen schenken.

Kleine nootjes

Hanneke is een meisje van 14 jaar, dat
schrijft dat ze het heel erg jammer vindt
dat de kleine nootjes verdwenen zijn. Zij
vond het de leukste rubriek. Die puzzels
waren niet zo ingewikkeld, zodat je ze tus-
sendoor even kon oplossen. Ze zou het
fijn vinden als de kleine nootjes weer
terugkwamen. Bij deze.
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Sponsors

Pythagoras wordt gesponsord door de wiskunde-
afdelingen van de Universiteit van Amsterdam,
TU Delft en Universiteit Leiden.

Universiteit van
Amsterdam

X
X
X

Universiteit
Leiden

Pythagoras
Pythagoras wordt uitgegeven onder auspicién van de

Nederlandse Onderwijs-commissie voor Wiskunde en
richt zich tot alle leerlingen van VWO en HAVO.
Pythagoras stelt zich ten doel jongeren kennis te laten
maken met de leuke en uitdagende kanten van wiskun-
de.

Abonnementen

Een abonnement op Pythagoras begint in september
en eindigt in augustus van het volgende jaar.
Aanmelden kan op één van de volgende manieren:
telefonisch: 0522 855175,

per fax: 0522 855176,

via Internet: www.science.uva.nl/misc/pythagoras/
schriftelijk (een postzegel is niet nodig):

Pythagoras, Antwoordnummer 17,

NL- 7940 VB Meppel.

Tarieven 2000-2001

Een jaarabonnement op Pythagoras (6 nummers)
kost f 39,50. Losse nummers f 8,50 of BF 140.
Overige prijzen per jaar:

Pythagoras Belgié BF 850,

Pythagoras buitenland f 54,50.

Pythagoras én Archimedes f 69,50,

Pythagoras én Archimedes Belgie BF 1470,
Pythagoras én Archimedes buitenland f 83,50.

Betaling

Wacht met betalen tot u een acceptgirokaart krijgt
thuisgestuurd. Bij tussentijdse abonnering ontvangt
u alle nummers van de lopende jaargang. Alle abon-
nementen zijn doorlopend, tenzij voor 1 juli schrifte-
lijk is opgezegd bij de abonnee-administratie:
Pythagoras, Postbus 41, 7940 AA Meppel.

Bulkabonnementen

Voor scholen zijn er bulkabonnementen.

Prijs: £ 27,50/ BF 650 per jaar. Minimum afname: vijf
stuks, altijd 1 exemplaar gratis. De nummers en de
rekening worden naar één (school)adres gestuurd.
Dit schoolabonnement loopt aan het eind van het
jaar af. Telefonisch aanmelden bij de abonnee-
administratie: 0522 855175.

Leerlingabonnementen

Voor individuele leerlingen in het middelbaar onder-
wijs (tot 18 jaar) zijn er leerlingabonnementen.

Prijs: f 32,50 /BF 750 per jaar. Nummers en rekening
worden naar het huisadres gestuurd. Het leerling-
abonnement is een doorlopend abonnement.
Leerlingen dienen bij aanmelding hun geboorte-
datum en school te vermelden.

Telefonisch aanmelden: 0522 855175.

Bestelservice

Bij de abonnee-administratie in Meppel zijn te bestel-
len de jaargangen 36, 37, 38 en 39 (fl 25,- excl. ver-
zendkosten) en de posters ‘zeef van Eratosthenes’ en
‘onmogelijke stelling’ (fl 7,50 excl. verzendkosten).
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