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Kleine nootjes zijn een-
voudige opgaven die 
iedereen zonder enige 
wiskundige voorkennis 
kan oplossen. 
De antwoorden vind je 
in het volgende nummer 
van Pythagoras. 

Kleine 
n##tjes 
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Magische bal 
Bianca gooit een bal. Na een paar 
seconden stopt de bal, keert om en 
vliegt terug langs precies dezelfde 
weg. Hoe kan dat? 

Lucifers 
Leg vier lucifers neer als in de 
afbeelding hiernaast. Kun je door 
slechts één lucifer te verleggen 
een vierkant maken? 

Ra Ra 
Er is iets dat de doden eten, maar als 
de levenden het eten dan sterven ze. 
Ra ra, wat is dat? 
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Figuur 1 
De constructie van 
een driepunts-ei 

Dick Klingene' 

In het oktobernummer van Pythagoras 
beschreef Bruno Ernst de constructie van een 
ei-vorm met behulp van een aantal cirkelbo-
gen. Hieronder is de constructie nog eens 
weergegeven, samen met de constructiestap-
pen. Alle stappen kunnen worden uitgevoerd 
met passer en liniaal. 

Constructie driepunts-ei ^ ^ H 
1. begin met lijnstuk AB met midden D en mid-
delloodlijn van AB, 
2. trek cirkel {D, AD), 
3. kies punt C willekeurig op de middelloodlijn 

n eitje 

Figuur 2 
Een ei-vorm op 
basis van een 
3 : 4 : 5-driehoek 

van AB, 
4. trek cirkel {A,AB) en cirkel {B,BA), 
5. AC snijdt cirkel A in F, BC snijdt cirkel B in E, 
6. trek cirkel (C,CE). 

Een ei-vorm op basis van een 3:4:5-driehoek 
Het el van figuur 1 is opgebouwd uit cirkelbo-
gen waarvan er twee, AE en BF, congruent zijn. 
Vanwege de symmetrie kunnen we ook zeggen, 
dat het ei bestaat uit drie cirkelbogen en hun 
spiegelbeeld in de middelloodlijn van AB. De 
bedoelde cirkelbogen zijn PA, AE en EQ. De 
middelpunten van de cirkelbogen zijn opeenvol-
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Ontsnapt 
Eén boef kun je met handboeien aan 
een centrale verwarmingsbuis vastke-
tenen. Twee boeven kun je met twee 
stel handboeien aan elkaar vastma-
ken - de ketens van de boeien om 
elkaar heen geslagen. Maar als je in 
plaats van handboeien touwen 
neemt, kan een beetje slimme boef 
zó loskomen. 

Deze goocheltruc is gebaseerd op een 
wiskundige puzzel. Benodigd: twee 
personen en twee stukken touw van 1 
meter. 
Kies twee vrijwilligers. Knoop de uitein-
den van het ene stuk touw met lussen 
om de polsen van een van de vrijwilli-
gers. 
Maak de lussen zó groot, dat ze niet 
over de handen geschoven kunnen 
worden, maar maak ze niet te strak. 
Deze persoon is nu letterlijk geboeid. 
Bij het andere slachtoffer doe je het-
zelfde, maar voordat je de laatste pols 
vastmaakt, zorg je ervoor dat je dit 
touw onder het touw van de andere 
persoon doorhaalt. Nu zijn beide per-
sonen geboeid, en zitten de boeien 
ook nog eens aan elkaar vast. 

Los! 
Je zou zeggen dat beide slachtoffers 
voor 100% zeker aan elkaar vastgeke-
tend zijn. Helaas is dat niet waar. 
Zonder ook maar iets aan de boeien te 

veranderen, kunnen beide slachtoffers 
van elkaar losgeraken. Niet dat ze de 
handboeien kwijt zijn, maar ze zijn dan 
in ieder geval elkaar kwijt. 
Probeer het maar eens. Het kan echt, 
zonder ook maar iets aan de boeien 
zelf te veranderen. 
De oplossing staat in het volgende 
nummer van Pythagoras. Voor de 
duidelijkheid: losknopen of doorknip-
pen is dus verboden. 

Rubberwiskunde 
In plaats van de oplossing geven we 
een hint. Daarvoor heb je 'topologie' 
nodig. Dat is een tak van wiskunde 
waarbij meetkundige objecten bestu-
deerd worden die kunnen vervormen. 
In dit geval kun je doen alsof de hand-
boeien niet van touw zijn, maar van 
rubber. Dan kun je een van de lussen 
gewoon oprekken en van de pols 
afschuiven. Daarna haal je het touw, 
waarvan nu een van de uiteinden los is, 
door de boeien van de ander heen, en 
schuift het uiteinde weer om je pols. 
Los ben je! 
De boeien blijven zodoende heel, ze 
rekken alleen een beetje op. Bij de 
bovenstaande manoeuvre bewegen de 
touwen op een bepaalde manier om 
elkaar heen. Kun je de touwen niet op 
dezelfde manier om elkaar heen laten 
bewegen zónder ze op te rekken? 
Dan ben ie ook los! 
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Opgave 61 
Bepaal alle functies ƒ: Z —» Z die 
voldoen aan f (x) = f {x^ + x + 1) en: 
1. de functie is even, dat wil zeggen 
f (x) = f i-x) voor alle x e Z, of: 
2. de functie is oneven, dat wil zeg-
gen f(x) = -f (-x) voor alle x e Z. 
Let op, dit zijn dus eigenlijk twee 
opgaven! 

Oplossing. We leiden eerst een hulp-
stelling af. Als voor a en b geldt dat 
a -I- b - H = O, dan is ƒ (a) = ƒ {b). 
Bewijs: 

f[a)=f(a^ + a+V) 
= ƒ{(_l_b)2+(_l_è)^.l) 
= f(l-y2b + b^-\-b + Vi 
= f(b^ + b + \) 
= f{b). 

We doen nu het eerste deel van de 
opgave. In dat geval weten we dat 
ƒ (x) =ƒ i-x) voor alle x. Toepassen 
van deze voorwaarde en de zojuist 
afgeleide hulpstelling, levert dat 
ƒ (x) =ƒ (i-x) -1) = ƒ (x -I- 1) voor alle x. 
Daaruit volgt dat de functie constant 
is. Omdat alle constante functies 
even zijn, vormen deze de oplossin-
gen van onderdeel 1. 
Nu het tweede onderdeel. In dat 
geval weten we dat ƒ (x) = - ƒ (-x) 
voor alle x. Dan is ƒ (0) = - ƒ (-0), 
zodat ƒ (0) = 0. Op de zelfde manier 
redenerend als in het vorige geval 
vinden we dat ƒ (x) = ƒ (- x - 1) = 
- ƒ (x -H 1) voor alle x. Hieruit volgt 
dat ƒ overal gelijk is aan 0. De enige 
oplossing van deel 2 is dus de nul-
functie (de functie die voor alle x de 
waarde O oplevert). 

Deze opgave werd opgelost door: Jan Maas, 
Aloysius College te Den Haag, Jan Tuitman, 
Praedinius Gymnasium te Groningen. 
De boekenbon gaat naar Jan Maas. 
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Opgave 55 
Beantwoord de volgende twee vragen 
voor de positieve reële getallen x, y en z. 
Als X -H ƒ -H z > 3, is dan altijd: 

i - ^ l + i <3? 
X y 1 

Als X -I- _v -K z " 3, is dan altijd: 

l - i - l - i - i >3? 
A- y 2 

Oplossing. Het antwoord op de eerste 
vraag luidt: nee. Kies bijvoorbeeld 
X = 1/2 en ƒ = z = 5/4. Dan is inderdaad 
X -H >> -K z > 3, maar 

i + 1 + 1 = 18>3 
x y 2 5 

Het antwoord op de tweede vraag is 
wel positief. Om dat te bewijzen 
maken we gebruik van de volgende 
handige ongelijkheid. Voor elke 
positief reëel getal a geldt: 

a -̂  l/a > 2. 

Je kunt dit als volgt bewijzen. Om te 
beginnen geldt dat: (a - Xf > 0. 
Haakjes wegwerken en delen door a 
geeft dan: 

a-2+ lla>0. 

Nu de opgave. We kunnen de volgen-
de reeks ongelijkheden opschrijven: 

"(f* I Ml* f Mi-f) 
> 3 - H 2 - l - 2 - l - 2 = 9. 

Voor de laatste stap gebruiken we de 
ongelijkheid die we hierboven noem-
den. Links en rechts door 3 delen 
geeft de gevraagde ongelijkheid. 

Deze opgave werd opgelost door: 
Jan Maas, Aloysius College te Den Haag, 
René Pannekoek, H. Verdonk, Jan Tuitman, 
Praedinius Gymnasium te Groningen. 
De boekenbon gaat naar Jan Maas. 
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Opgave 59 
Hoeveel priemgetallen zijn er die, 
geschreven in het tientallig stelsel, 
alleen bestaan uit nullen en enen, die 
elkaar steeds afwisselen. Ze zien er 
dus uit als 101010... 

Oplossing. Een getal dat eindigt op 
een nul is nooit een priemgetal. Neem 
een getal S dat voldoet aan de voor-
waarden. We kunnen S dan schrijven 
als: 

S = 1 + 100 -f 100^ -I- lOO'-i-.-.-flOO', 

met k oneven. Deze som kunnen we 
sommeren met behulp van de volgen-
de truc. In de som IOCS - 5 vallen bijna 
alle termen weg, we houden alleen 
100'*' - 1 over. Dus: 

100'*'-1 
99 

( '"V 
l ( X ) ' --1 

99 

( '•' "l 100^ -1 ( ''' 1 
100^ -El 

99 

Voor fc > 1 zijn beide factoren in de tel-
ler groter dan 99. Dan is S dus geen 
priemgetal, want ook nadat 99 is weg-
gedeeld blijven er twee factoren over 
die groter zijn dan 1. In het geval fc = 1 
is S = 101, en dat is inderdaad een 
priemgetal. Het geval k = 0 levert 
S = 1 op, en dat is geen priemgetal. 
De enige oplossing is dus S = 101. 

Deze opgave is opgelost door: 
Jan Tuitman, Praedinius Gymnasium te 
Groningen, H. Verdonk te Den Haag en 
Peter Deleu, Hulste (België). 
De boekenbon gaat naar Jan Tuitman. 
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Eindstand 1999-2000 
Op de eerste plaats eindigt Jan 
Tuitman van het Praedinius College te 
Groningen. Hans Verdonk deelt de 
tweede plaats met Jan Maas van het 
Aloysiuscollege te Den Haag. Op 
plaats 3 staat Peter Deleu . Plaats 4 
wordt gedeeld door Jim Kasteel en 
René Pannekoek. Martijn van der 
Schans van het Farel College te 
Ridderkerk bezet de vijfde plaats. 
Zie de homepage van Pythagoras voor 
de complete eindstand. De boeken-
bonnen van 250, 200 en 150 gulden 
gaan naar respectievelijk Jan Tuitman, 
Jan Maas en Martijn van der Schans. 
Hartelijk gefeliciteerd. 

; DECEMBER 2000 
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Alle posities 
Het is een leuke opgave om van alle 
mogelijke Nim-posities te uit te zoeken of 
ze gewonnen of veHoren zijn. Als je dat 
doet, zul je bijvoorbeeld ontdekken dat 
de posities 1-2-3, 1-4-5 en 2-4-6 veHo-
ren zijn. Dit zijn veelvoorkomende spelpo-
sities. 
Als je alles goed uitrekent, vind je ook dat 
de startpositie 1 -3-5-7 verloren is. 
Als je Nim speelt moet je dus altijd als 
tweede beginnen. Het Java-applet op de 
homepage moetje dus zó instellen, dat 
de computer begint (en degene die de 
laatste lucifer trekt veHiest). Alleen zo kun 
je winnen! Maar als je een foutje maakt, 
breng je de computer in een winnende 
positie en ben je veHoren! 
Hoe weet de computer nu of een positie 
gewonnen of verioren is? Dat kan door 
alle posities een voor een in te voeren in 
een tabel. Maar het programma van de 
Java-applet op de homepage doet dat 
anders! Die berekent de aard van een 
positie. Hoe? Dat gaan we nu uitleggen. 

Nim-sommen 
Er is een wiskundige theorie die van elke 
mogelijke positie voorspelt of de positie 
gewonnen of verloren is. Daarvoor moe-
ten de aantallen lucifers in elke rij geschre-
ven worden als binaire getallen. 
Deze theorie werkt als volgt. Schrijf de 
aantallen lucifers in elk rijtje als binaire 
getallen. De binaire schrijfwijze is een 
manier om getallen te noteren. In binaire 
notatie wordt het getal 7 geschreven als 
111, omdat? =1x2--1-1x2-1-1x1. 
Hoe je van een getal de binaire schijfwijze 
vindt, lees je in het stukje 'Het getal twee' 
op pagina 16. 
Zet de getallen van de aantallen lucifers in 
binaire schrijfwijze onder elkaar, de 1-tal-
len onder de 1-tallen, de 2-tallen onder de 
2-tallen, de 4-tallen onder de 4-tallen, 
enzovoort. Tel de cijfers in elke kolom bij 
elkaar op. De uitkomst heet de 'Nim-som' 
van de positie. Zie figuur 3. Een Nim-som 
heet even als alle cijfers in de som even 
zijn, anders heet de Nim-som oneven. 

Even Nim -som Oneven Nimsonri 

3= 11 2= 10 
5= 101 5= 101 
7 = 111 + 5= 101 + 

224 213 

Figuur 3. De 1 -3-5-7-positie heeft een 
'even' Nim-som, de 1-2-5-7- positie is 
'oneven' omdat niet alle cijfers in de Nim-
som even zijn. 

Een andere spelregel 
Grofweg is nu de regel dat de even posi-
ties veHoren zijn, en de oneven posities 
gewonnen. Dat klopt niet helemaal, van-
wege de spelregel dat degene die de 
laatste lucifer pakt het spel verliest. 
Als we deze spelregel veranderen, wordt 
de theorie mooier. 
We veranderen de spelregels: we gaan er 
even vanuit dat degene die de laatste luci-
fer pakt het spel wint. De regel is dan dat 
posities met even Nim-som veHoren zijn, 
en posities met oneven Nim-som gewon-
nen. Bijvoorbeeld, de posities uit figuur 4 
hebben even Nim-som, en zijn daarom 
allemaal veHoren. 

1 = 1 1 = 1 2= 10 
2 = 10 4= 100 4= 100 
3 = 11 -1- 5= 101 -1- 6= 110 -1-

22 202 220 

Figuur 4. Drie veelvoorkomende posities 
met even Nim-som. Die zijn dus verloren. 

Stellingen 
De volgende stellingen verklaren het ver-
band tussen het even/oneven en het 
gewonnen/verloren zijn van een stelling. 

Stelling 1 . De verliezer van het spel ein-
digt met een even positie (0-0-0-0). 

Stelling 2. Een even positie wordt altijd 
veranderd in een oneven positie (nimmer 
in een even positie). 
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And ré de Boer 

Het getal 

De oude Grieken betwijfelden of 2 wel een 
getal was, aangezien het een begin en een 
einde, maar geen middenstuk heeft. In 
ieder geval is twee een bijzonder getal, al 
was het maar omdat 2-h2 = 2 x 2 = 22. 

van een getal te vinden is herhaaldelijk hal-
veren totdat je op 1 stuit. De helft van een 
oneven getal ronden we dan af naar bene-
den. Als het getal oneven is schrijven we een 
1 en als het even is een 0. Laten we bijvoor-
beeld de binaire notatie van 27 berekenen: 

Je kunt 2 ook schrijven als 10. Twee is name-

lijk 10 in het tweetal l ige of binaire stelsel. 27 1 
In di t stelsel wordt een getal met slechts 2 13 1 
symbolen geschreven, een 0 of een 1 . Een 6 0 
getal is dan bi jvoorbeeld 1 0 1 . O m te weten 3 1 
hoe groot di t getal is in het gebruikelijke t ien- 1 1 
tall ige stelsel reken je de volgende som uit: 

We concluderen dat 27io geli jk is aan 
101 = 1 X 22 -1- 0 X 21 -1- 1 X 20 = 5. I I O I I 2 . 

O m aan te geven dat het getal uit het twee- Twee to t de macht nul 
tal l ig stelsel komt hangt men vaak een 2 Dat 2 " = 1 , klinkt misschien erg vreemd, maar 

onder het getal : IO I2 = SJQ wordt aanvaardbaar als je naar onderstaand 
O p precies dezelfde manier rekenen we in rijtje kijkt: 
het ons bekende 10-tall ige stelsel: 

23 = 2 X 22 = 8, 
144io = 1 X 102 + 4 X 101 -1- 4 X 10» 22 = 2 X 21 = 4 , 

21 = 2 X 20 = 2 , 

Halveren 
Een handige manier o m de binaire notat ie Hieruit moet dan wel vo lgen dat 20=1. 

PYTHAGORAS DECEMBER 2000 



Dit geldt natuuHijk niet alleen voor twee, 
maar voor elk getal. 

Getalstelsels 
Aan elk getalstelsel kleven voor- en nadelen. 
In het tientallig stelsel wordt een getal 
beknopter dan in het tweetallig stelsel door-
dat het grondtal zoveel groter is. Maar bij het 
tweetallige stelsel worden getallen met een 
geringer aantal verschillende symbolen geno-
teerd. De binaire notatie is heel nuttig voor 
computers omdat die het gemakkelijkst zijn 
te bouwen uit componenten die twee toe-
standen hebben: aan of uit, vol of leeg. 
Hetzelfde principe maakt dat de binaire nota-
tie ideaal is voor de codering van langs een 
draad te versturen boodschappen. De 1 en O 
worden dan voorgesteld door het aan- en uit-
schakelen van de stroom. 

Boerenvermenigvuldiging 
Lang voor de uitvinding van de computers 
voerden de Egyptenaren vermenigvuldigin-
gen uit door zo vaak te verdubbelen als 
nodig was en dan de resultaten op te tellen. 
Om bijvoorbeeld het produkt van 27 en 45 
uit te rekenen schrijf je die twee getallen 
naast elkaar. Halveer de eerste kolom net 
zolang totdat je op 1 uitkomt. Rond net als 
boven naar beneden af als het getal oneven 
is. In de andere kolom voer je steeds een ver-
dubbeling uit. Als er in de linkerkolom een 
even getal verschijnt schrijf je de verdubbe-
ling in de rechterkolom op met een sterretje. 
Uiteindelijk tel je de getallen zonder sterretje 
in de rechterkolom op. 

verklaard. De opeenvolgende halveringen 
van 27 herleiden dit getal tot de tweetallige 
schrijfwijze. De opeenvolgende verdubbelin-
gen van 45 zijn nu vermenigvuldigingen met 
de in 27 voorkomende machten van twee. 
Kijk maari 

1 = 20= 1 1 x 4 5 = 45 
1 = 21= 2 2 x 4 5 = 90 
0 = 0 0 x 4 5 = 0 
1 = 23= 8 8 x 4 5 = 360 
1 = 24 = 16 16 X 45 = 720-H 

27 27 X 45 = 1215 

Opgaven 
1. Wat is de binaire notatie van 30? 
2. In het tweetallig stelsel heb je maar twee 
symbolen: O en 1. 
De uitkomst van de rekensommen O2 -H O2 = O2, 
12 + 02 = I2 liggen dan ook voor de hand. 
Maar wat is de uitkomst van 12 -1- 12 en 12 x 12? 
3. Tel op in het tweetallig stelsel: 11101 en 
1111. 
4. Vemenigvuldig in het tweetallig stelsel: 
11011 X 101101. Wat is de waarde in het 
tientallige stelsel? 

De oplossingen kun je vinden in het volgen-
de nummer van Pythagoras. De oplossingen 
van de vorige keer staan op pag. 28. 

Bronnen 
Constance Reid, Van nul tot oneindig, Prisma boeken, 1965. 
David Wells, Woordenboek van eigenaardige en merkwaar-
dige getallen, Uitgeverij Bert Bakker, 1987. 27 45 

13 90 
6 180* 
3 360 
1 720 -I-

1215 

Dat wil zeggen, 45 -H 90 -n 360 -1- 720 = 1215. 
Inderdaad is dit gelijk aan 27 x 45, reken 
maar na! 

De werking van deze 'boerenvermenigvuldi-
ging' kan met het tweetallig stelsel worden 
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Set Is een gezelschapsspel bestaande uit 
81 kaarten, waarvan je op het eerste 
gezicht zou zeggen dat het niet veel met 
wiskunde te maken heeft. Toch roept het 
spel veel wiskundige vragen op. Het 
kaartspel Set is uitvoerig behandeld in 
Pythagoras, december 1999. Set is 
tegenwoordig te koop in de reguliere 
speelgoedwinkels (Intertoys). Importeur 
Is de firma Ravensburg te Amersfoort. Je 
kunt het spel zelf maken aan de hand van 
de beschijving op de homepage van 
Pythagoras (kijk bij december 1999), 
maar daar moet je wel wat voor doen. 

De spelregels 
Set bestaat uit 81 kaarten. O p elke kaart 
kun je vier eigenschappen herkennen: kleur 
(rood/groen/paars), aantal (1/2/3), vorm 
(ruit/ovaal/rechthoek) en arcering 
(open/gearceerd/dicht). Al le mogel i jke 
combinaties komen precies één keer voor. 
Er zijn daarom 3 x 3 x 3 x 3 = 81 Set-
kaarten. 

O m het spel te kunnen spelen moet je 
weten wat een Set is. Dit is een drietal 
kaarten die 'bij elkaar' horen volgens een 
heel precieze regel: een drietal kaarten 
vormt een Set als elke eigenschap ofwel 
gelijk is, ofwel op elk van de drie kaarten 
verschillend is. Deze regel moet je voor alle 
vier eigenschapen controleren. Een Set kan 
1, 2, 3 of 4 eigenschappen verschillend 
hebben. Dit klinkt moeili jker dan het is, zie 
het voorbeeld in f iguur 1. 

Het spel gaat als vo lg t . 
Een spelleider schudt het spel en legt 
twaalf kaarten open op tafel in een recht-
hoek van drie bij vier. De kunst is in deze 
twaalf kaarten een Set t e herkennen. Wie 
een Set ziet, roept 'Set'! Degene die het 
eerste roept, mag de gevonden Set aanwij-
zen. De andere spelers controleren. Als het 
klopt is de Set voor degene die hem het 
eerste zag, en worden de kaarten op tafel 
weer aangevuld t o t twaalf. Klopt het niet, 
dan volgt er een straf (een beurt overslaan 
of drie kaarten inleveren). Als niemand in 
de kaarten op tafel een Set ziet, dan wor-
den er drie kaarten toegevoegd . Het spel 
is afgelopen als alle kaarten op zijn en er 
geen Sets meer op tafel l iggen. Degene 
met het groots te aantal kaarten wint . 

Het aantal Sets in twaalf kaarten 
Bij het spelen van Set komt het wel eens 
voor dat er in de twaalf kaarten op tafel 
geen enkele Set zit. Het minimale aantal 
Sets in twaalf kaarten is dus gelijk aan 0. Je 
kunt je ook afvragen hoeveel Sets er maxi-
maal in twaalf kaarten kunnen zi t ten. Het 
antwoord op deze vraag is 14, maar is niet 
eenvoudig te v inden. Voor een kleiner aan-
tal kaarten is het eenvoudiger uit t e vinden 
wat het maximale en minimale aantal Sets 
is. Voor vier kaarten is bi jvoorbeeld het 
minimale aantal Sets gelijk aan O en het 
maximale aantal gelijk aan 1. O p die 
manier kun je proberen voor elk aantal 
kaarten het minimale en maximale aantal 
Sets t e berekenen. Het invullen van alle 
plaatsen in deze "grote Set-tabel ' is echter 
nog niemand gelukt. Het blijkt echter dat 
in de Set-tabel een verrassende symmetr ie 
zit. Zo kun je het aantal Sets in 77 kaarten 
bepalen als je het aantal Sets in 4 kaarten 
weet en omgekeerd. Hoe di t precies in 
elkaar zit volgt nu. » 



Alle kaarten 
Eerst bepalen we het aantal Sets in alle 81 
kaarten samen. Omdat er bij ieder tweeta l 
kaarten alt i jd een unieke derde kaart is die 
het drietal t o t een Set maakt (ga maar na), 
kunnen we alle Sets maken door twee ver-
schillende kaarten t e kiezen en di t tweeta l te 
completeren t o t een Set. Voor de eerste 
kaart kun je alle 81 kaarten kiezen en voor 
de tweede kaart zijn er nog 80 mogel i jkhe-
den. Zo vindt je dus 81 x 80 = 6480 Sets. 
Elke Set is nu 3! = 6 maal ge te ld , dus er zijn 
6480/6 = 1080 verschil lende Sets. 

linker stapet 
n kaarten 

Figuur 2. 
Ellce twee Icaarten 
bepalen een unieice 
derde kaart die iiet 
drietal tot een Set 
maakt. In dit geval 
moeten alle vier 
eigensciiappen 
versci>illend zijn 

Twee stapels 
Neem de 81 Setkaarten en verdeel ze in 
gedachten over een linker en een rechter 
stapel. Van de 1080 Sets l iggen sommige nu 
geheel in een van beide stapels, maar ande-
re Sets zijn in tweeen gebroken en hebben 
een kaart in zowel de linker als de rechter 
stapel. Noem het aantal 'hele' Sets H en het 
aantal 'gebroken ' Sets G. We weten dus 
H + G = 1080. Verder geven we het aantal 
kaarten in het linker stapelt je aan met n, 
zodat het aantal kaarten in het rechter sta-
pelt je gelijk is aan 81 - n. 

Zoals gezegd, bij ieder tweeta l kaarten hoort 
een unieke derde kaart die het drietal t o t 
een Set maakt. Je kunt dus het aantal gebro-
ken Sets tel len door een kaart in de linker en 
een kaart in de rechter stapel t e kiezen en 
de derde kaart, die met deze twee een set 
vormt erbi j t e nemen. Je te l t zo alle gebro-
ken Sets, elk precies tweemaal . Dus 
G = -L« 8 1 -

2 ^ 
zodat: 

H = 1080 
« (81-«) 

2 

Dit is verrassend: deze formule ge ldt bli jk-
baar alt i jd, zolang er links maar n kaarten 
l iggen en rechts 81 - n. Het aantal Sets dat 
geheel in een van beide stapels l igt is dus 
onafhankelijk van de precieze verdel ing van 
de kaarten! Dit betekent dat als we n vast 
nemen, het aantal Sets in de linker stapel 
minimaal is, precies dan als het aantal Sets in 
de rechter stapel maximaal is, en andersom. 
De som van de twee aantallen is immers 
constant. Als we n = 4 nemen, dan is het 
aantal Sets in de linker en rechter stapel 
samen gelijk aan 

X 4(4 -81 ) + 1080 926 

Het minimale en maximale aantal Sets in de 
vier kaarten zijn O en 1, dus het maximale 
en minimale aantal Sets in 77 kaarten is 926 
en 925 . 
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Mini-Set 
Neem alle dichte ruiten-kaarten. Deze negen 
kaarten vormen een mini-Setspel, waarbij er 
slechts twee in plaats van vier eigenschap-
pen zijn, namelijk kleur en aantal, leder 
tweeta l kaarten bepaalt weer precies een 
Set. Je kunt makkelijk nagaan dat er nu in 
totaal 12 Sets zijn. Als we de vor ige rede-
nering herhalen voor mini-Set, dan vinden 
we dat: 

n(9-«l 
H = - i L + 12. 

2 
Voor mini-Set kunnen we met behulp van 
deze formule vrij eenvoudig de hele Set-
tabel uitrekenen. Voor O, 1 of 2 kaarten 
is het maximale (en minimale) aantal Sets 
gelijk aan 0. In 3 kaarten zitten maximaal 
1 en minimaal O Sets. De vier kaarten met 
aantal O of 1 en kleur rood of groen bevatten 
geen Set, dus het minimale aantal Sets in 
4 kaarten is 0. Het maximale aantal Sets 
in 4 kaarten is 1 (ga na). We hebben nu de 
eerste 5 regels van de Settabel al ingevuld. 
Maar de laatste 5 volgen automatisch uit 
de formule en de tabel is compleet! 

n -!-n(9-/i) -1- 12 Max. Min. 
0 12 0 0 
1 8 0 0 
2 5 0 0 
3 3 0 1 
4 2 0 1 
5 2 1 2 
6 3 2 3 
7 5 5 5 
8 8 8 8 
9 12 12 12 

Open vragen 
Maak een Settabel voor 3-dimensionaal Set 

(27 kaarten), en dezelfde vraag voor gewoon 

Set (81 kaarten). Beide vragen zijn nog onop-

gelost! 

PYTHAGORAS DECEMBER 2000 

Download 
In de download-sectie van de homepage 
van Pythagoras kun je een programma 
vinden, waarmee je Set aan een statistisch 
onderzoek kunt onderwerpen. Het pro-
gramma trekt steeds opnieuw twaalf kaar-
ten , en te l t het aantal Sets daarin. De 
resultaten worden bi jgehouden in een his-
tog ram. Het programma werkt ook voor 
andere aantallen dan twaalf. Wat gebeur t 
er bi jvoorbeeld bij zeven kaarten? 
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. iehoeksqe 

beide gevallen hetzelfde is. Het kan echter 
veel mooier. We tellen het «-de driehoeks-
getal bij zichzelf op en krijgen n keer « -H l : 

I -E 2-E... -E 
n + n - 1 -H ... -E 

n+\+n + \+... + 

n 
\ + 

« -E 1 = «(« -El) 

Dus 2(1 -E 2 -E ... -E II) = n(n+\), zodat: 

1 +2 + 'i+...+ n = Ui(n+ 1). 

De som 1 + 2 +...+ n staat bekend als de 
'rekenkundige reeks', en voor de uitkomst 
daarvan bestaat dus een mooie formule: 

i»(/ !-)- 1). 
2 

Opdracht. Bereken het duizendste drie-
hoeksgetal. 

Hogere machten 
Ook voor sommen van hogere machten zijn 
formules bedacht. In 1705 beschreef Jakob 
Bernoulli een methode die algemeen werkt. 
Zo vind je in zijn Ars Conjectandi de vol-
gende formule voor 1 -E 2'" -E...-E «'": 

11 
I 

66 

Hij verwees daarmee een boek naar de 
prul lenmand dat zo'n tien jaar eerder was 
uitgekomen en dat voornamelijk bestond 
uit tabellen met sommen van machten. 

Kwadraten en derde machten 
De formules voor 1 -E 2- +...+ «- en I -i- 2--E 
-E...-E « ' kun je ook op een Gauss-achtige 
manier bedenken en bewijzen. De eeriijk-
heid gebiedt echter te zeggen dat die 
manieren pas achteraf bedacht zijn en dat 
daarbij naar het (reeds bekende) antwoord 
is toegewerkt. 
Hieronder bi jvoorbeeld zie je drie keer 
I +T-t-3': 

• • t 
• • • • 2 2 

1 2 3 3 2 1 3 3 3 

En di t is drie keer 1 + 2-+ 3--I- 4-: 

• • » 
• • • • 

2" 3 4 4 3 2 3 3 3 
1 2 3 4 4 3 2 1 4 4 4 4 

Bernoulli hield van opscheppen en schreef 
dat hij zo "in minder dan de helft van een 
kwartier" had uitgerekend dat 1 -E 2'" -E ... -E 
1000'" gelijk is aan: 

91 409 924 241 424 243 424 241 924 242 500. 

Wat krijg je als je de driehoeken positie 
voor positie bij elkaar optelt? 
Kun je op deze manier een formule voor 
I -E 2--E...H-«'afleiden? Dezelfde vraag voor 
1 -E 2'-i-...-E«'. De antwoorden vind je in het 
volgende nummer van Pythagoras. 
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Problemen 
Dion Gijswijt 

Eenentwintig 
Maak met de getallen 1, 5, 6 en 7 en de 
operaties -, -E, x en / het getal 21. Je 
mag elk getal maar éénmaal gebruiken. 
Maarten Schroen 

Verborgen rechthoeken 
In de onderstaande figuur zitten negen 
rechthoeken verborgen: vier vierkantjes 
van 1 bij 1, twee rechthoeken van 1 bij 2, 
twee rechthoeken van 2 bij 1 en een vier-
kant van 2 bij 2. 

Hoeveel rechthoeken zitten in de 
volgende figuur verstopt? 

Cijfersom 
Hoeveel getallen zijn er, waarvan de 
cijfers ongelijk zijn aan O en de som van 
de cijfers gelijk is aan 10? 

Tetraëder 
Er bestaat in het vlak geen gelijkzijdige 
driehoek waarvan de hoekpunten 
geheeltallige coördinaten hebben. 
Bestaat er wel een tetraëder (regelmatig 
viervlak) in de ruimte waarvan de hoek-
punten geheeltallige coördinaten heb-
ben? 

Goudstaven 
Zeven goudstaven, 15 kilo in totaal, 
kunnen worden verdeeld in drie gelijke 
stapeltjes, en ook in vijf gelijke stapels. 
Wat zijn de gewichten van de zeven 
goudstaven? 
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Oplossingen 
nr.1 

Dion Gijswijt 

Leugenaars 
Alle waarheidsprekers geven hetzelfde 
antwoord, dus als er n waarheidsprekers 
zijn, dan moet het antwoord n minstens 
n maal worden gegeven. Het enige 
getal waarvoor dit geldt is 3. Het aantal 
waarheidsprekers is dus 3 en vier leer-
lingen hebben de vraag naar waarheid 
beantwoord. 

Diagonaal 

De zijden van de rechthoek zijn aV2 en 
bV2 , dus de diagonaal heeft lengte 

12a- +2h' 

De oppervlakte van het gearceerde 
gebied is gelijk aan a2 -i- b^ = 8. De 
diagonaal heeft dus lengte 4. 

Kettingbreuk 
Stel dat de kettingbreuk gelijk is aan x. 
dan is 1 / (x - 1) = x. Dus x^ - x - 1 = O 
en X = (1 -I- V 5) / 2 , want x is positief 

Derdegraads 
De lijn l heeft vergelijking l(x) = ax + b 
voor zekere getallen a en b. De oplos-
singen van f{x)-l {x) = O zijn Xj, X2 en X3. 
Dus: 

0=f{x)-l(x): ( X - X i ) ( X - X 2 ) ( X - X 3 ) 

«3 - (Xj -I- X2 -I- X3) X^ -I- ... 

Maar/fx) - l(x) is ook gelijk aan 
x3 -E 2x2 .(- (3 - a)x + (4 - b). Dus 
-2 = Xj -I- X2 -I- X3. De som is dus onaf-
hankelijk van de gekozen lijn l. 

Kleuren 
Geef het aantal kleuringen van een 
figuur F aan met N{F). Stel dat K een 
knoop van F is. Het aantal kleuringen 
waarbij K zwart is, is gelijk aan het aan-
tal kleuringen van F met de knoop K 
verwijderd. Het aantal kleuringen waar-
bij K wit is, vind je door uit F niet alleen 
K, maar ook de 'buren' van K te verwij-
deren. Zie de figuur. Het aantal kleur-
ingen van de figuur met nog een extra 
vertakking is 412 + 54 = 2306. Het 
gevraagde aantal kleuringen is nu 
23062-H 41-» = 8143397. 

N ( o ) = 2 N (CXX5) = 5 

N(c;«x^)=N(? ?) -HN(° °) 
0 0 0 0 

= N(6)^-i- N ( o ) ' ' = 4 1 
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Figuur 1. Onmogelijke driebalk, 
Oscar Reutersvard, 1938. 

Figuur 2. Mogelijke driebalk. 

26 

Een onmogelijke pythagoreïsche driebalk. 
In 1938 tekende Oscar Reutersvard een 
onmogel i jke driebalk, die lijkt op een recht-
hoekige driehoek met zijden 3, 4 en 5 (zie 
f iguur 1). Het aardige is, dat er hier twee 
onmogel i jkheden aan elkaar gekoppe ld 
zijn. Eerstens is het een onmogel i jke ruim-
telijke figuur. Dat zien we goed als we 
figuur 2 erbij bekijken. De horizontale, van 

ons weg lopende balk moet eigenlijk onder 
het laatste blokje van de bovenste balk 
door lopen. De tweede onmogel i jkheid die 
deze driebalk suggereert, is dat er drie hoe-
ken van 90 graden zijn en tegeli jk, dat er 
sprake is van één hoek van 90 graden en 
twee scherpe hoeken. Als we de tekening 
beschouwen als een rechthoekige driehoek 
moeten we op de zijden vierkanten kunnen 
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Figuur 4. Onmogelijke pythagoreïsche driehoek. Oscar 
Reutersvard, 1938. 

tekenen zoals in figuur 3. In f iguur 4 is het 
resultaat te zien. Een onmogel i jk ruimtelijk 
bouwsel. Het zal wel duideli jk zijn, dat zulke 
pythagoreïsche driebalken, bestaande uit 
kubusjes alleen getekend kunnen worden 
als de rechthoekszijden pythagoreïsche tr i-
pels zijn: drie gehele getallen a,h en c 
waarvoor geldt a- -t- h- = c'. 

Figuur 3. 
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Misja Nuyens 

en nog wat 
Waarom zijn de eerste bladzijden van 
tabellenboeken viezer dan de laatste 
bladzijden? Waarom is de belasting-
dienst hierin geïnteresseerd? Het ant-
woord ligt in het eerste cijfer van een 
getal. 

Stel je maakt een lange lijst van alle con-
stanten uit natuur- en scheikundeformules, 
lengtes en oppervlakten van rivieren, aan-
tallen inwoners van dorpjen en steden in 
de gehele wereld. Dan ga je turven hoe-
veel getallen met een 1 beginnen, hoeveel 
met een 2, et cetera. Als je flink veel getal-
len hebt genomen (hoe meer, hoe beter), 
dan ziet het staafdiagram er ongeveer zo 
uit (zie figuur 1). 
Niet elk cijfer komt even vaak voor, zoals 
je geneigd zou zijn te denken. Een 1 komt 
vaker als eerste cijfer voor dan een 9! 

Wet van Benford 
Deze verrassende eigenschap van grote 
aantallen 'in het wild' voorkomende getal-
len gaat in de wiskunde door het leven als 
de wet van Benford. De wet zegt iets over 
lijsten van getallen die voortkomen uit 
metingen van een heleboel verschillende 
dingen in de 'echte wereld'. Tel in zo'n lijst 
het aantal getallen die beginnen met het 
cijfer (/. Deel dit door het totaal aantal 
getallen in de lijst en noem d\tf(d). Dit 
heet de relatieve frequentie van het begin-

cijfer d. De wet van Benford geeft een for-
mule voor./(r/) (I <r f<9) : 

fid) log(l-i-lW) (1) 

Deze formule zegt bijvoorbeeld d a t / ( l ) = 
'" log(l-El) = 0,301. Ongeveer 30 % van 
de getallen begint dus met een I. 
Aan de andere kant begint maar 4,6 % = 
"'log(l-E l, ) van de getallen met een 9. 

Niet alleen het eerste cijfer blijkt aan deze 
wet te voldoen, ook alle volgende cijfers. 
De formule blijft hetzelfde, maar je mag 
alle natuurlijke getallen op de plaats van d 
invullen! De functie geeft dan de frequen-
tie van de getallen waarvan de eerste cij-
fers gelijk zijn aan die van d. Zo begint 
1,85 % van de getallen met de cijfers 23, 
want/(23) = '" log(l-i-J^) =0,0185. 
Met een trucje kun je 
nu ook uitrekenen hoe vaak bijvoorbeeld 3 
als tweede cijfer van een getal optreedt, 
door de volgende optelling uitvoeren: 

/ (13) -F./-(23)-E ...-i-,/(93). 
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Geschiedenis 
Simon Newcomb was aan het einde van 
de 19e eeuw de eerste die dit verschijnsel 
opmerkte. Hij zag dat in de tabellenboe-
ken die hij gebruikte de pagina's waarop 
getallen stonden die met een één begon-
nen veel vaker geraadpleegd waren dan 
de anderen - hun zijkant was veel viezer! 
Zijn verhaal vond echter weinig weerklank. 

Een kleine zestig jaar later maakte Frank 
Benford een uitgebreide studie van het 
fenomeen. Hij verzamelde meer dan 
20.000 getallen en de wet, die vervolgens 

naar hem vernoemd werd, kon niet langer 
meer genegeerd worden. Een goede 
reden voor het optreden van de regelmaat 
kon Benford niet geven. Het duurde tien-
tallen jaren voor er aannemelijke verklarin-
gen verschenen. Overigens vermoeden 
sommige wiskundigen inmiddels dat 
Benford zelf met bepaalde afrondingen 
heeft gerommeld om het nog iets beter te 
laten kloppen, maar zelfs dan lijken zijn 
frequenties als twee druppels water op die 
van formule (1). 

Verklaringen 
De verklaring voor de formule (1) van de 
wet van Benford vindt zijn oorsprong in de 
voonA/aarden waar een 'universele wet van 
eerste cijfers' (gesteld dat deze bestaat) 
aan zou moeten voldoen. Zo'n wet zou 
immers ook moeten gelden op de planeet 
Grojumi waar afstanden niet in meters 
maar in asims worden gemeten (1 asim = 
239,76 meter), en ook de munteenheid 
anders is. Deze eigenschap heet schaalin-
variantie. Berekeningen hebben aange-
toond dat een wet die voldoet aan de 



OPLOSSINGEN 

en nog wat 

voorwaarde van schaalinvariantie er 

automatisch uitziet als formule (1). 

Gebruik & misbruik 
Aangezien de wet van Benford vertelt 
hoe grote aantallen wi l lekeurige getal-
len zich moeten gedragen , kunnen 
mensen die daarmee te maken krijgen 
er hun voordeel mee doen . Zo word t 
de wet gebruik t door belast ingcontro-
leurs: als de getal len d ie zij onder ogen 
krijgen te veel afwijken van het doo r 
formule (1) geschetste bee ld , gaan de 
alarmbel len rinkelen. Dus als je van 
plan bent o m te frauderen, zorg dan 

Zelf experimenteren 
Je kunt natuurlijk de wet van Benford 
zelf ook controleren. Het enige wat je 
moet doen is heel veel gegevens van 
u i teenlopende soort verzamelen en de 
relatieve frequent ies van de beginci j fers 
ui trekenen. Zorg er wel voor dat de 
getal len die je v indt de ruimte hebben 
gehad om te variëren: de prijs van t ien 
merken pindakaas b iedt te wein ig varia-
t ie o m de wet van Benford te laten wer-
ken. Ook m o e t j e bedacht zijn op 
'onnatuurl i jke' aanpassingen, zoals de 
prijzen in de supermarkt d ie alt i jd e indi -
gen op 98 of 99 cent. Succes! 

Meer informatie 
http://mathworld.v^olfram.com/B/BenfordsLaw.ht  

http://www.newscientist.eom/ns/19990710/thepc 

nm 

1 . Wat is de uitkomst van O : O? 
Hoe vaak moet je O van O aftrekken opdat 
je niets overhoudt? Zo vaak als je wil. 
Aan de uitdrukking O : O kun je dus geen 
zinvolle betekenis geven. 

2. Acht, drie, één, negen, nul, twee,... 
Deze getallen zijn alfabetisch gerangschikt. 

3. 1", 0 ' ,0" . 
1" = I, zoals uitgelegd is op p. 16 
{'Het getal twee'). 
O' = O, dit volgt uit de definitie van 
machtsverheffen. / 
O" = 1, volgens afspraak. 
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OPLOSSINGEN 

Kleine 
n««tjes 
nr.1 

Broers en zussen 
Moeder heeft drie zoons en drie 
dochters (de baby niet meegerekend). 

Vierkant en cirkel 
De schijf bedekt het vierkant, dus kan 
een schijf met tweemaal zo kleine 
straal een vierkant met tweemaal zo 
kleine zijde bedekken. Deel het vier-
kant in vier kleine vierkantjes en 
bedek elk van deze vierkantjes met 
een schijfje. 

Driehoeken 
Nee. Neem bijvoorbeeld een driehoek 
met zijden 101, 5 1 , 51 en een driehoek 
met alle zijden 50. Dan past de tweede 
driehoek niet binnen het eerste. 
Maak maar een tekening! 

31 

Handschoenen 
Je moet minstens 11 handschoenen 
pakken om zeker te weten da t je een 
linker en rechter handschoen hebt, 
want er zijn 10 handschoenen van 
beide soorten. Als je 11 handschoe-
nen pakt, heb je automatisch een 
twee handschoenen van een paar, en 
dus een compleet paar, want er zijn 
maar 10 paren. 
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zaterdag 6 januari 2001 

24 januari 2001 

vr 2 en za 3 februari 2001 

maandag 5 februari 2001 

Activiteiten 

Mastercourse Wiskunde van het geluid 
UvA, afdeling Wiskunde / Statistiek / Natuurkunde / 
Sterrenkunde. Voor docenten wis- en natuurkunde. 
Deze cursus biedt goede aanknopingspunten voor 
profielwerkstukken en practische opdrachten. 
tel. 020 - 5255074 
e-mail: kattie@wins.uva.nl (Kattie Schoot) 

Wirrtersymposium 
Wiskundig Genootschap 
Johan van Oldenbarnevelt Gymnasium, Amersfoort 
Thema: Wiskunde en recreatie 

Cursus "Kansrekening" 
voor wiskundeleraren in bovenbouw VWO 
VU Amsterdam, 
afdeling Econometrie en Operationele Research 
http://www.econ.vu.nl/ectrie (klik op vwo-scholen) 

Nationale Wiskunde Dagen 
Congrescentrum de Leeuwenhorst, Noordwijkerhout 
tel. 0 3 0 - 2 6 1 1 6 1 1 , 
h t tp : / /www.f i . uu. nl/n wd 

Beta-collegemiddag 5/6-vwo. Universiteit Utrecht 
tel. 030 - 2532670, 
ht tp: / /www.uu.nl 

n 

vrijdag 16 maart 2001 Kangoeroewedstrijd 
Wiskundewedstrijd voor klassen 1, 2, 3 en 4 
ht tp : / /www.win. tue.n l /~marco/kangoeroe 

vrijdag 16 maart 2001 mastercourse Patronen en golven 
UvA, afdeling Wiskunde / Statistiek / Natuurkunde / 
Sterrenkunde. Voor docenten wis- en natuurkunde. 
Deze cursus biedt goede aanknopingspunten voor pro-
fielwerkstukken en practische opdrachten. 
tel. 020 - 5255074 
e-mail: kattie@wins.uva.nl (Kattie Schoot) 
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