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Kleine nootjes zijn een-
voudige opgaven die 
iedereen zonder enige 
wiskundige voorkennis 
kan oplossen. 
De antwoorden vind je 
in het volgende num-
mer van Pythagoras. 

Kleine . nootjes 
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Cafébezoek 
Drie vrienden komen uit het 
café. Twee hebben bier ge-

dronken, twee water en 
twee wijn. De vriend die 

geen wijn heeft genomen, 
heeft ook geen water geno-
men. Diegene die geen bier 
heeft gedronken, heeft ook 
geen wijn gedronken. Wie 

heeft wat gedronken? 
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waarde van een getal uit zijn letters kunt uit-
rekenen? 
Als je bijvoorbeeld e = O neemt en ÏI = 1 , 
dan klopt het voor één: e + e + n = V. Zo 
kun je nog wat verder proberen. Neem t = 1 
en vj = 1, dan is ook t + w + e+e = 2. 
Kies vervolgens d = - 1 , r = 3 en i = 1 , 
dan is d + r + i + e = 3. Neem nu f = O, 
dan klopt ook v + i + e+r = 4. Kies je j = O 
en ƒ = 4, dan is v + i + j + f = S. Neem z 
= 0 en s = 6, dan is z -i- e + s = 6. 

Maar nu gaat het mis. Alle letters uit zeven 
zijn al aan de beurt geweest. Er valt niets 
meer te kiezen en z + e + u + e + JI is dom-
weg gelijk aan 1. Dat is natuurlijk erg jam-
mer! Maar misschien is er nog iets aan te 
doen. We hebben namelijk zomaar een paar 
keuzes gemaakt voor de waarden van een 
paar letters. Misschien kan dat wel beter. 

\si-\i\wm 
Eens kijken of we de waarde van de letters af 
kunnen leiden. Er zitten een aantal eigenaar-
digheden in de Nederlandse taal die ons hel-
pen. Zo is 'dertien' het woord voor 13, terwijl 
'drietien' eigenlijk logischer zou zijn (net als 
zestien), want drietien = drie + tien = 3 + 10 
= 13. Voor ons systeem moeten de letters 
'der' dus dezelfde waarde hebben als 'drie', 
omdat tien gelijk moet zijn aan 10. Hieruit lei-
den we af dat i = 0. Net zo volgt uit de ge-
lijkheid van veertien en viertien dat e = i, dus 
ook e = 0. Omdat een = 1, weten we nu de 
waarde van n: n = 1. Dan volgt uit negen = 
9 dat g= 7, en tien = 10 levert op dat t = 9. 

Hoewel nog lang niet alles kompleet is, kun 
je nu al zien dat het ergens mis zal gaan. 
Met wat we weten geldt namelijk dat twintig 
= tw + nt + g = twee + tien + g = 2 + 10 + 
7 = 19. Dat klopt net niet helemaal! 
Daarentegen klopt eenentwintig = een + en 
+ twintig = 1 + 1 + 19 = 21 weer wel, net 
als alle andere getallen tussen twintig en der-
tig! Het is duidelijk dat het met de tientallen 
nooit meer kan kloppen, want tig = 16, dus 
met dertig, veertig, vijftig, et cetera, gaan we 
telkens de mist in. 

We gaan toch nog even verder om de kleine-
re aantallen goed te krijgen. Met twee = 2 
volgt dat w = -7 . Uit elf = 11 en twaalf = 12 
volgt: If = 11 en aalf = 10, dus aa = - 1 . Dan 
moet a = -1/2. Wel vervelend, zo'n breuk, 
maar het is niet anders. Nu kunnen we ver-
der geen waarden meer bepalen. We hebben 
nog tien letters over: c, d, f, h, j, l, r, s, v, z, en 
nog zeven getallen: drie, vier, vijf, zes, zeven, 
acht en elf. 
De andere getallen tussen tien en twintig 
leveren geen extra informatie, want bijvoor-
beeld zestien = zes + tien = 6 + 10 = 16 
klopt automatisch als de kleinere getallen 
kloppen. De zeven getallen leveren zeven 
vergelijkingen: 

z -I- s = 6, 
c + h = -1/2, 

Deze vergelijkingen leggen niet alle tien de 
letters vast. We kunnen er nog drie willekeu-
rig kiezen en daarmee de rest uitrekenen. 
Kies bijvoorbeeld /i = O, Z = z = 4, dan krij-
gen we tabel 1. 

Met deze keuze kloppen alle getallen van nul 
tot en met negenentwintig, met uitzondering 
van twintig! 

c = - i , ; = O, 
d = 1, i = - 4, 
e = 0 , 1=4, 

Tabel 1. De letters en hun waarde 

' informatie I 
http://www.pythagoras.nl (nummerologie!) 
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* * * * * * * * 

A M E R I K A A N S E 

V E R K I E Z I N G E N 

Z U I V E R O F 

N I E T ? 

De laatste maanden is er nogal wat te 
doen geweest over de Amerikaanse presi-
dentsverkiezingen van 2000. De twee 
belangrijkste kandidaten, Al Gore en 
George W. Bush bleken het landelijk onge-
veer even goed te doen. De beslissing 
moest daarom vallen in de staat Florida. 
Daar wonen maar liefst zes miljoen stem-
gerechtigden en de verbijstering was 
groot toen na het tellen (en gedeeltelijk 
hertellen) van de stembiljetten bleek dat 
het verschil slechts 300 stemmen bedroeg. 
De helft van een honderdste van een hon-
derdste oftewel 0.005% verschil. Ter ver-
gelijking: dat komt erop neer dat bij een 
stemming met eenderde van de Neder-
landse bevolking de beslissing valt door 
het stemgedrag in een paar Nederlandse 
straten! 

Iedereen had het er meteen over hoe toe-
vallig dit allemaal wel niet was. Zo toeval-
lig zelfs dat alle regels die ooit voor de 
presidentsverkiezingen zijn vastgelegd 
nauwelijks meer uitkomst boden. 
Wiskundig gezien kun je je dan afvragen: 
hoe toevallig is zoiets nu eigenlijk? Het 
blijkt dat je daar, met behulp van wat 
kansrekening die helemaal niet zo ingewik-
keld is, al best iets aardigs over kunt zeg-
gen. I^ten we er eens van uitgaan dat de 
kans dat iemand voor Bush stemt precies 
gelijk is aan | ; in Amerika waren er ook 
andere kandidaten en de precieze kans 
weten we nooit, maar dit is een aardig 
begin. Stel dat we 6.000.000 munten 
opgooien met op de ene kant Bush en op 
de andere kant Gore (weer eens iets 

=™'««««'*«**°^» 
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Knippen & 
schuiven 

door Bruno Ernst 

Er bestaan een heleboel bewijzen voor de 
stelling van Pythagoras. Bij een groot gedeel-
te daarvan worden de vierkanten op de recht-
hoekszijden in een aantal driehoekjes ver-
deeld die samen gelijk zijn aan driehoeken 
waarin het vierkant op de grote zijde is ver-
deeld. Op het eerste gezicht zijn deze bewij-
zen vrijwel allemaal saai en is er niets bijzon-
ders aan te beleven. Ik heb er een uitgekozen 
die bij nader inzien opmerkelijk is. Bovendien 
geeft dit de gelegenheid om te tonen dat 
zo'n bewijs aanleiding kan zijn om geduldig te 
zoeken naar eigenschappen van een figuur die 
telkens van gedaante verandert bij het trek-
ken van een nieuwe hulplijn. Dat is niet saai 
en laat zien dat de bedenker van het bewijs er 
lange tijd en met plezier aan gepuzzeld heeft. 

Figuur 1 

Niet opzienbarend 
Het uiteindelijke bewijs is in figuur 1 af te 
lezen. Door de hulplijnen zijn vier soorten 
driehoeken ontstaan. De driehoeken met het-
zelfde cijfer zijn congruent en we nemen aan 
dat dit wel niet zo moeilijk aan te tonen is. 
Alle driehoeken die in het kleine vierkantje 
voorkomen, vinden we ook terug in het grote 
vierkant, waarmee de stelling van Pythagoras 
bewezen is. Niet echt interessant, en we kun-
nen de bladzijde omslaan om iets boeienders 
te zoeken. 

Een bijzondere configuratie 
Maar wacht eens even; zoek eens naar het 
waarom van juist deze hulplijnen? Ze zijn 
zeker niet willekeurig en uit de lucht geval-
len! De bedenker (in dit geval Epstein, die het 
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A 

Figuur 3 

Figuur 2 

bewijs in 1906 publiceerde) heeft eerst EF 
getrokken. Het is eenvoudig aan te tonen, dat 
EF door C gaat. Daarna de deeUijn CD van de 
rechte hoek. Achteraf zal blijken dat daarin 
het bijzondere van dit bewijs schuilt. De lijnen 
EF en CD staan loodrecht op elkaar, want C is 
omringd door een krans van hoeken van 45 
graden. Dit is op zich al een bijzonderheid van 
deze configuratie, die we ook tegenkomen in 
een bewijs dat is toegeschreven aan Leonardo 
da Vinci. Bij verdere overpeinzing ontdekken 
we nog een opmerkelijke eigenschap van de 
deellijn (figuur 2): ze verdeelt het grootste 
vierkant in twee gelijke delen. Om dit aan te 
tonen, hoeven we alleen maar te bewijzen dat 
p = p'. Dat zal zo zijn, als de deellijn door het 
midden van het vierkant gaat. Om dit te 
bewijzen, hebben we alleen een deel van de 

figuur nodig (figuur 3). We trekken de diago-
nalen van het vierkant (snijpunt O). Het ligt 
een beetje voor de hand, dat we nu de omge-
schreven cirkel trekken die door A, C, B en O 
gaat, en C met O verbinden. Nu blijkt dat Cj 
= C2 = 45°, omdat zowel Cj als C2 op gelijke 
bogen van 90° staan. 

Een alternatief bewijs 
Maar moeten we wel die cirkel erbij halen? 
Het is nogal een zwaar middel en de gebruik-
te stelling (de stelling van Thales) wordt allang 
niet meer op de middelbare school onderwe-
zen. We zullen het proberen: zie figuur 4. 
Daarin zijn alleen de twee rechthoekige drie-
hoeken getekend. Het midden van AB is P. 
We trekken OP en CP, want daarmee komt 
een relatie tussen de twee rechthoekige drie-
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Figuur 4 Figuur 5 

hoeken tot uiting: AP = PB = PC = PO. In de 
figuur zijn nu enige gelijkbenige driehoeken 
ontstaan (zie de tekentjes in de figuur). We 
moeten bewijzen, dat Cj - C2 = 45°. We pro-

10 beren het met driehoek OCA. De som van de 
hoeken moet 180° zijn, zodat: (.4, + Aj) + O, + 
C, - C2 = 180°. Er volgt: (Aj + 45°) + (45°- O2) 
+ (A, - C2) = 180°. Omdat Oj = C^ krijgen we: 
2A, + 90°- 2C2 = 180°, zodat A, - C2 = 45°. Nu 
zijn we er: omdat Ai = C^ volgt Cj - C2 = 45°. 
Wat we verwachtten is dus waar: de cirkel is 
niet nodig. 

Epsteins bewijs 
Het wordt een lang verhaal, want we gaan nu 
pas de twee volgende hulplijnen trekken die 
Epstein voor zijn bewijs nodig heeft. We ver-
lengen b tot het snijpunt met de deellijn 
(figuur 5) en doen hetzelfde met a. Er ont-
staan twee rechthoekig-gelijkbenige driehoe-
ken: ECM en FCN. We zien dat de helften 
van deze driehoeken, namelijk CAM en CBN, 
gelijk zijn aan de helften van de vierkanten op 
de rechthoekszijden. Nu liggen delen van 
deze driehoeken in het vierkant op de schui-
ne zijde, zodat we alleen nog de erbuiten lig-
gende delen in het grote vierkant moeten 
onderbrengen om de stelling van Pythagoras 
te bewijzen. Erg lastig is dat niet, maar het 
wordt onoverzichtelijk en gekunsteld: echt 

geen fraai bewijs, dat wil ik u graag bespa-
ren. Wat Epstein doet, is veel fraaier. Hij ver-
bindt G met M en B met N, waardoor er in 
het grootste vierkant twee driehoeken ont-
staan die congruent zijn met de oorspronkelij-
ke driehoek ABC. Dat geeft weer stof voor 
verdere analyse van de nieuwe figuur, wat 
dan weer interessante relaties oplevert. Ik ga 
hier niet verder op in, omdat uit het voor-
gaande al duidelijk is hoeveel er te beleven 
valt aan de aandachtige bestudering van 
schijnbaar weinig interessante bewijzen. Ook 
de bedenker van zo'n bewijs heeft er in de 
meeste gevallen veel t i jd aan besteed. We 
voltooien het bewijs van Epstein nu maar 
snel. We trekken MP en NQ loodrecht op de 
deelllijn en veriengen we de vertikale zijden 
van het grote vierkant tot ze EF 'm K en L 
snijden. Als we A' met K verbinden en B' met 
L is de hele figuur verdeeld in de kleinere 
driehoeken waarvan we de congruentie moe-
ten bewijzen. Daar zal wel niemand die het 
voorgaande gevolgd heeft veel moeite mee 
hebben. En daarmee is het bewijs voltooid: 
de oppervlakte van beide kleine vierkanten 
samen bevat dezelfde driehoeken als het 
grote vierkant. 
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door Jaap Versluys 

1 

In Pythagoras, februari 1997 staat een lijst 
met 35 priemgetallen van Mersenne. Dat zijn 
priemgetallen die geschreven kunnen worden 
in de vorm 2 " - 1 . Bij de rangnummers van 
M32 tot en met M35 werden vraagtekens 
geplaatst, omdat onbekend was of er tussen 
de uitkomsten na M31 nog meer priemgetal-
len van Mersenne schuilen. Inmiddels kunnen 
aan die lijst worden toegevoegd Mjg 
(Pythagoras december 1997), M37 en M38 
(Pythagoras februari 2000). Ook deze drie 
rangnummers zullen van vraagtekens moeten 
worden voorzien. 

Eeuwige roem 
Het februarinummer stelt eeuwige roem in 
het vooruitzicht voor de ontdekker van M39 
en bovendien 100.000 dollar, als de ontdek-
king tenminste 10.000.000 cijfers bevat. In dit 
artikel wil ik niemand die 100.000 dollar 
afhandig maken. Ik beperk mij tot een 
poging het rangnummer te bepalen van het 
eerste priemgetal van Mersenne met meer 
dan 10.000.000 cijfers. 

Trend 
Blijkbaar worden tussen M j en M3J geen nog 
onbekende priemgetallen van Mersenne aan-
wezig geacht (Pythagoras februari 1997). Dan 
kunnen we ons afvragen of op basis van die 

31 paren van vaststaande gegevens in het 
verloop van de reeks een trend is te ontdek-
ken. Anders en concreter geformuleerd: is er 
een numeriek verband vast te stellen tussen 
het rangnummer M en de exponent n? 

Statistische analyse 
Uitgaande van een gegeven vergelijking van 
een rechte of kromme lijn kunen we een aan-
tal punten in een grafiek opnemen en zo die 
lijn in beeld brengen. Het verband tussen de 
punten is dan zuiver functioneel, dat wil zeg-
gen precies volgens de gegeven functie. In 
wiskundig-statistische analyses werken we in 
de omgekeerde volgorde. Een aantal uitkom-
sten van waarnemingen levert een even 
groot aantal punten op. Vervolgens onder-
zoeken we of er een wiskundig te formuleren 
lijn is, waarvan het verloop redelijk tot goed 
aansluit bij het verloop van de reeks punten. 
In dat geval spreken we van een zogenaamd 
'stochastisch' verband. Het woord 'stochas-
tisch' is uit het Grieks afkomstig en betekent 
dat in de variabelen toevalselementen aanwe-
zig zijn. De punten liggen doorgaans niet op 
een lijn, maar in de naaste omgeving daar-
van. Er is een trend zichtbaar (de algemene 
koers in het verloop van de puntenreeks), 
maar daaromheen treden positieve en nega-
tieve afwijkingen op. Hoe men tot de keuze 

11 
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priemgetallen van M( srsenne Berekende M 

M n voor afronding na afronding 

1 2 1.37 1 
2 3 2.20 2 
3 5 3.27 3 
4 7 3.99 4 
5 13 5.32 5 
6 17 5.91 S 
7 19 6.15 S 
8 
9 

31 
61 

7.24 
8.77 

7 
9 

10 89 9.65 1 0 
11 107 10.08 1 0 

2 127 10.48 10 
3 521 13.91 1 4 
4 607 14.29 1 4 
5 1279 16.20 1 6 
6 2203 17.64 1 8 
7 
8 

2281 
3217 

17.73 1 
18.66 1 

8 
9 

19 4253 19.43 1 9 
20 4423 19.54 2 0 
21 9689 21.76 2 2 
22 9941 21.83 2 2 
23 11213 22.18 2 2 
24 19937 23.90 2 4 
25 21701 24.15 2 4 
2 6 23209 24.36 2 4 
2 7 44497 26.40 2 6 
2 8 86243 28.56 2 9 
2 9 110503 29.41 2 9 
30 132049 30.02 3 0 
31 216091 31.77 3 2 
32? 756839 36.62 3 7 
33? 859433 37.15 3 7 
34? 1257787 38.80 3 9 
35? 1398269 39.27 3 9 
36? 2976221 42.86 4 3 
37? 3021377 42.93 4 3 
38? 6972593 47.54 4 8 

Tabel. De exponenten van de 38 bekende priemgetallen van Mersenne. 
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door Chris Zaal 

Deze topologische puzzel kun je heel 
eenvoudig zelf maken. Het enige wat je 
nodig hebt is een vel dun karton van 
A4-formaat, een stukje touw en plak-
band. 

Gianni Sarcone en zijn partner Marie 
Waeber zijn de grondleggers van 
Archimedes' Laboratory, een Zwitsers 
bedrijfje dat wiskundige spelletjes uitvindt, 
creëert en ontwikkelt. Op Inun prachtige 
website www.archimedes-lab.org vind je 
onder andere deze 'gambsodulo' puzzel. 
Deze naam is Italiaans. Naarde betekenis 

ervan kunnen we slechts gissen, want dit 
woord komt in geen enkel woordenboek 
voor. 'Gamba' betekent 'been', het zal dus 
zoiets zijn als een topologische puzzel met 
drie benen. 

Aan de slag 
Neem een vel A4-karton. Niet te dik, want 
je moet het goed kunnen buigen. Vouw 
dit vel in drieën, en knip er één strook af 
(figuur 2a). Ga verder met de afgeknipte 
strook. Maak hierin in de lengterichting 
twee inkepingen (figuur 2b & 2c). Maak uit 
het overige karton een ring van 2 cm in 
doorsnee (figuur 1) en twee vierkantjes 
van 3 cm bij 3 cm en maak die vast aan de 
uiteinden van een stuk touw van ongeveer 
30 cm (figuur 1). Voer deze vierkantjes 
liefst dubbel uit (ze mogen niet kunnen 
buigen). Buig (figuur 2d) de papieren 
strook nu zó, dat je figuur 2e krijgt. Plak 
de uiteinden van de strook aan elkaar met 
plakband (figuur 3a). Maak op deze ver-
bindingsplek een inkeping dwars op de 
lengterichting van de strook (figuur 3b). 
Duw de middelste ring van de 
Gambsodulo door dit 'knoopsgat' (figuur 
3c), en schuif de papieren ring om de bin-
nenstebuiten gekeerde ring (figuur 3d). 
Haal het touw met de vierkantjes door de 
binnenstebuiten gekeerde ring (figuur 4a). 
Trek de middelste lus weer terug uit de 
inkeping (figuur 4b & 4c). Sla tenslotte de 
lus van het touw om de ringen van de puz-
zel heen (figuur 5a). Het eindresultaat zie 
je in figuur 5b. 

Klaar! 
Nu ben je klaar. Benader een slachtoffer 
met de vraag deze puzzel op te lossen, 
dat wil zeggen, de kartonnen ring te 
bevrijden! 

IVleer infomatie 
Gianni A. Sarcone, Almanacco del matematico in 
erba, Zwitserland, 2000. (een jaarlijks verschijnende 
publicatie, waarop men zich kan abonneren en waar-
aan iedereen kan bijdragen.) 
http://www.archimedes-lab.org  
email: archimedes_lab@hotmail.com 
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In het augustusnummer van Pythagoras ver-
scheen een artikel over het volgende pro-
bleem: Ruud is vader van twee kinderen. 
Op een dag kom ik hem tegen met een jon-
getje. Ruud zegt: "Dit is mijn zoontje Tom." 
Hoe groot is nu de kans dat Ruud vader Is 
van twee zonen? 

door Ronald Meester 

I 

kinde-
ren 
van 
Ruud 
vervolg^ 
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Het artikel in het augustusnummer was bedoeld om een 
langslepende discussie af te ronden. Dat lijkt niet te zijn 
gelukt, gezien de reacties van onder andere Jan de 
Ruiter, Johan Hidding en Thomas W. de Boer. Daarom 
denk ik dat het zinvol is een tweede poging te doen om 
alle ongelovige Thomassen te overtuigen. 
De conclusie van het artikel uit het augustusnumer was aisj 
volgt. Als we alleen maar weten dat Ruud tenminste één 
zoontje had, en verder weten we helemaal niets, dan is de 
kans dat Ruud vader van twee zonen is gelijk aan 1/3. Als 
we echter Ruud vervolgens in het park zien wandelen met 
een zoontje aan zijn hand, dan is de gevraagde kans gelijk 
aan 1/2. 
Het verschil tussen deze twee uitkomsten werd door veel 
mensen niet geloofd. Immers, zo luidde hun redenering, 
als ik al weet dat Ruud tenminste één zoontje heeft, dan 
geeft het feit dat ik hem daarna in het park zie wandelen 
met een jongetje geen enkele extra informatie, want ik zie 
een zoontje waarvan ik al wist dat hij er was! 
In dit artikel wordt aan de hand van een analogie met het j 
trekken van kaarten uitgelegd waarom de twee antwoor-
den verschillen. In tegenstelling tot het vorige artikel 
wordt gebruik gemaakt van elementaire formules. 
Vervolgens wordt geschetst hoe je zelf een computerpro-
gramma kunt schrijven om je van de juistheid te overtui-
gen. Voor de notoire scepticus tenslotte, stel ik een spel 
voor waarvan de scepticus meent dat hij of zij daarmee 
geld kan verdienen, maar waarvan ik zeker weet dat ik 
ermee verdien. Ik nodig een ieder die nog twijfelt uit om 
dit spel met mij te spelen, met een zo hoog mogelijke 
inzet! 

Het trekken van kaarten 
Als we Ruud zien lopen met een jongetje, geeft dat echt 
andere informatie dan de mededeling dat Ruud tenminste 
één zoontje heeft? Om dit nogmaals te onderzoeken 
neem ik mijn toevlucht tot de volgende analogie. Stel ik 
heb een klein stapeltje van precies twee kaarten. De kaar-
ten liggen met de rug naar boven, zodat ik niet kan zien 
of ze rood of zwart zijn. De kaarten zijn getrokken uit een 
hele grote stapel, zodat elke kaart met kans 1/2 rood is, 
en met kans 1/2 zwart, ongeacht de kleur van de andere 
kaart. Er zijn dus vier mogelijkheden, namelijk (van boven 
naar beneden) RZ, RR, ZR en ZZ. Stel nu dat gegeven is 
dat er tenminste één zwarte kaart tussen zit. De conditio-
nele kans dat er twee zwarte kaarten zijn, gegeven dat er 
minstens één zwart is, berekenen we als volgt, waarbij bij-
voorbeeld RZ staat voor de gebeurtenis dat de oorspron-
kelijke stapel uit een rode en een zwarte kaart bestond 
(van boven naar beneden): 

/'(ZZ|ZZof/?ZofZR) 

P(ZZ) 
P (ZZ of ZR of RZ) 

y± 
3/4 

1/3 
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Maar stel nu dat ik een kaart trek en deze blijkt zwart te 
zijn. Het feit dat ik uit de stapel van 2 een zwarte kaart 
trek, geeft nu extra informatie over de oorspronkelijke 
kaarten. Immers, als ik alleen maar weet dat er minstens 
één zwarte kaart bij zit, dan valt RR af, en ik heb geen 
enkele reden om onderscheid te maken tussen de 
andere mogelijkheden. Na het trekken van een zwarte 
kaart heb ik die reden wel, want nu valt de mogelijkheid 
af dat er eerst een rode en een zwarte kaart was, en 
daarna de rode getrokken is. Voor wie het gewoon wil 
berekenen, volgt hier het argument met wat elementai-
re kansrekening. In de berekening staat Tz voor de 
gebeurtenis dat ik een zwarte kaart trek: 

PiZZlT^) = 

I 

PjZZenT^) 
P(Jz) 

p(rz\zz)P(zz)+p(rz\RZ)P(RZ)+p(rztzi!)Pl^i) 

1/4 
1-1/4+ 1/2-1/4-1-1/2-1/4 

J» MM, k 

Een computerprogramma 
We kunnen het probleem van Ruud ook heel eenvoudig 
simuleren op een computer. Op het eerste gezicht lijkt 
dat misschien moeilijk, want we hebben te maken met 
conditionele kansen. Als ik bijvoorbeeld het gooien met 
een munt wil simuleren, dan laat ik de computer een 
toevallig getal tussen O en 1 trekken. Als het getal klei-
ner is dan 1/2 dan noem ik het kop, als het groter is 
noem ik het munt. 
Het simuleren van conditionele gebeurtenissen is niet 
veel moeilijker. Stel ik wil het gooien met een dobbel-
steen simuleren, waarbij ik wil conditioneren op de 
gebeurtenis dat er geen 6 boven komt. Ik laat opnieuw 
de computer een getal tussen O en 1 trekken. 
Een uitkomst tussen O en 1/6 noem ik 1, een uitkomst 
tussen 1/6 en 2/6 noem ik 2, et cetera. Als de uitkomst 
tussen 5/6 en 1 zit zou het die 6 moeten noemen, maar 
ik wil juist conditioneren op geen 6. Dus die uitkomst 
laat ik simpelweg vervallen. Een rijtje toevalsgetallen op 
de computer correspondeert dan met een (mogelijk 
korter) rijtje van het gooien met een dobbelsteen, 
geconditioneerd op geen 6. 
Dit idee gebruiken we ook om het probleem van Ruud 
te simuleren. We beperken ons hier tot het geval waarin 
we Ruud met een jongetje zien lopen, het andere geval 
is nog makkelijker en gaat op dezelfde manier 
De stappen zijn als volgt: 
• Laat de computer een toevallig gezin van twee kin-
deren kiezen. De vier mogelijkheden zijn JJ, MJ, JM en 
MM, elk met kans 1/4. 

Laat de computer één van de twee kinderen uitkie-
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zen. Dit kind is het kind dat mee uit wandelen gaat. 
• Als het uitgekozen kind een meisje is, dan vervalt 
deze poging, en beginnen we weer opnieuw. 
• Als het uitgekozen kind een jongetje is, dan kijken 
we of het andere kind een jongetje is. 
Dit herhalen we een groot aantal malen. Je zult zien dat 
na vele herhalingen blijkt, dat bij het laatste punt in 
ongeveer de helft van de gevallen het andere kind een 
jongetje is. Dit komt overeen met de kans die we heb-
ben uitgerekend. 

Een weddenschap 
Wellicht zijn er nog steeds lezers die niet geloven dat 
de kans op nog een jongetje gelijk is aan 1/2, nadat we 
Ruud met een jongetje in het park hebben zien lopen. 
Deze sceptici bied ik een weddenschap aan. 
Zoals ik net heb uitgelegd, beweer ik dat de kans op 
nog een jongetje gelijk is aan 1/2. Stel nu dat iemand 
daar heel anders over denkt. Stel maar even dat jij vindt 
dat deze kans gelijk is aan p, waarbij p # 1/2 natuurlijk. 
Laten we eerst aannemen datp< 1/2. Wel, dan stel ik 
dan het volgende spel voor: 
We gaan de straat op en spreken elke ouder aan die 
met een jongetje loopt. We vragen dan eerst of hij/zij 
precies twee kinderen heeft. Als dat niet zo is dan vra-
gen we verder niets. Als dat wel zo is, dan: vragen we of 

L h e t andere kind ook een jongetje is. Als dat inderdaad 
zo is, dan ontvang ik ^ +p-\/2 gulden van jou. 

n het andere geval geef ik jou 1 gulden. Aangezien jij 
beweert dat de kans op een ander jongetje gelijk is aan 
p, is de venwachte opbrengst per keer voor jou gelijk 
aan: 

(.\-p)-\-p- - p - 1 / 2 ) 

-p(p-m)>Q 

Dit betekent dat jij denkt dat je kunt winnen met dit 
spel en dat je het vast wel wilt spelen. Aangezien ik 
zeker weet dat de kans op een tweede jongetje gelijk 
is aan 1/2, is mijn verwachte opbrengst gelijk aan: 

! - ( ^ + P - 1 / 2 ) - 1 / 2 - 1 . 

Welke p met O < p < ^ je ook neemt, dit is altijd groter 
dan nul. Ik weet dus dat ik ga winnen. Voorp > 1/2 is er 
ook zo'n weddenschap te bedenken, maar dat laat ik 
graag aan de lezer over. Dus wil de eerste kandidaat 
zich zo snel mogelijk bij mij melden? 

meester@math.uu.n/ 
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door André de Boer 

Het getal 

De Pythagoreeërs associeerden het getal 5 
met het huwelijk, omdat het de som is van 
2 en 3. Volgens hun beleving was 2 het 
eerste vrouwelijke getal , en 3 het eerste 
mannelijke getal. Ook noemden zij 5 de 
natuur, omdat het bij vermenigvuldiging 
met zichzelf op zichzelf eindigt. 

De Pythagoreeërs toonden een bi jzondere 
voorkeur voor f iguren waaraan het getal vijf 
ten grondslag ligt. Het herkenningsteken van 
hun genootschap was de stervormige vijf-
hoek. Het hart van di t symbool wordt 
gevormd door een regelmat ige vijfhoek. 
Zie f iguur 1. 

Figuur 1 
Het pentagram was het herkenningsteken voor de 
Pythagoreeërs. 

Voor de Pythagoreeërs waren de vi j fhoeksge-
tallen een van de vele soorten veelhoeksgetal-
len. Drie is het eerste dr iehoeksgetal , vier het 
eerste vierhoekgetal , vijf het eerste vijfhoeks-
getal . De driekhoeksgetal len zijn in het 
decembernummer van Pythagoras behandeld . 
Vijfhoeksgetallen zijn getal len die zich in een 
regelmat ige vijfhoek laten rangschikken. Door 
aan een vijfhoek een rand toe te voegen ont-
staat een vo lgend vi jhoeksgetal. Zie f iguur 2. 

x^ \ / \ / \ / \ / / 
W w_/ \_/_U 

Figuur 2 
Hoe de eerste drie 5- hoeksgetallen ontstaan. 

Als men het getal t toevoegt als het eerste 
vijfhoeksgetal dan zijn de eerste vi j fhoeksge-
tal len: 1,5, 12 ,22,35,51,70,92. 117. 145, ... 

PYTHAGORAS FEBRUARI 2001 



!EGCJB; 
#? A?M;F F?H CH <IO?HLM;;H>? KCD OCH> D? IIE 

;FL OIFAM � 

( ? OCD@BI?ELA?M;F � �� 

�? OCD@BI?ELA?M;F � � _�� � � �� 

�? OCD@BI?ELA?M;F � � 
 � 
 � � � � � 
�? OCD@BI?ELA?M;F � ( 
 � 
 � 
 �� � ��
 

'?M OCD@>? OCD@BI?ELA?M;F OCH>?H P? >IIK �� 
IJ M? M?F F?H <CD B?M OC?K>? OCD@BI?ELA?M;F ?H CL 
>NL A?FCDE ;;H �� 
 �� � ��
  FL P? H;;K >?S? 
LIGG?H ECDE?H� SC?H P? >;M P? LM??>L B?M 
F;;MLM? A?M;F JFNL � ?K<CD GI?M?H IJM?F F?H IG 
B?M OIFA?H>? OCD@BI?ELA?M;F M? EKC DA?H
 .G 
B?M H�>? OCD@BI?ELA?M;F M? OCH>?H ENHH?H P? 
>? @IKGNF? A?<KNCE?H� 

H 5 �KM9 
 � 

#? OCD@ <IO?H >? � >NC>M ;;H >;M P? G?M OCD@�
BI?ELA?M;FF?H M? G;E?H B?<<?H
 #? @IKGNF? 
OIIK >KC?BI?ELA?M;F F?H FNC>M 

*F=7K; � 
 +?C> >?S? @IKGNF? OIIK OCD@BI?EL�
A?M;FF?H ; @ 

*DK;GL79>I; K;G87D:;D 
5;HH??K P? >? @IKGNF? ��� IIE A?<KNCE?H 
OIIK H?A;MC?O? H� >;H EKCDA?H P? 

���	 �
	 ��	 ��� �� �	  	 �	 �	 ��	 ��	 ���	��� 

!CD IK>?HCHA O;H EF?CH H;;K AKIIM EKCDA?H P? 
>? KCD (� �� �� �� ��� ��� ��� ��� ��� ��� 


 #? O?K�
L=BCFF?H O;H >?S? KCD OIKG?H IIE ??H J;MKIIH� 

� 	� 	 � � � 	 � 	 � 	 � 	 � 	 � � ��	�	��� 

#? O?KL=BCFF?H IJ >? IH?O?H JF;;ML?H OIK�
G?H >? KCD �� �� �� �� ��


 ?H >C? IJ >? ?O?H 
JF;;ML?H >? KCD �� �
 �� �� �� 


 $?H @K;;C? LM?F�
F CHA� IHM>?EM >IIK $NF?K� G;;EM IJ O?KK;LL?H�
>? PCDS? A?<KNCE O;H >? MP??SC D>CA OIIK MA?�
S?MM? KCD
 'CD <?AIH B?M IH?CH>CA JKI>NEM 

����� ������� ������ ���������� 

M? <?K?E?H?H ?H IHM>?EM? >;M >? ??KLM? M?K�

G?H FN C>>?H� 

� � D = � Q � 
 Q � 
 Q � � � Q � � � Q � � 
 


 

#? IH?O?H ?QJIH?HM?H SCDH DNCLM >? OCD@BI?EL�
A?M;F F?H
 #;M OCD@BI?ELA?M;FF?H IJ IHO?KP;=B�
M? JF;;ML?H P??K IJ>NCE?H PCLM?H >? IN>? 
&KC?E?H HC?M� G;;K S? SIN>?H B?M S?E?K 
A?P;;K>??K> B?<<?H
 '?M O?K<;H> MNLL?H >? 
OCD@BI?ELA?M;FF?H ?H >? >KC?BI?ELA?M;F F?H 
PIK>M >NC>?FC DE CH IH>?KLM;;H> JF;;MD?
 
#;;KCH SCDH >? LM CJJ?H IH>?KO?K>??F> CH >KC? 
>KC?BI?E?H >C? IJ BNH <?NKM P??K >KC?BI?EL�
A?M;FF?H SCDH
 #;H GI?M P?F A?F>?H� 

���
�� � �� ���� � 

8C? @ CANNK �
 

*F=7K; �� "7 H; >;M �� 
���
�!Y�5? � 
*F=7K; �� 5;M CL >? K?F;MC? MNLL?H S?LBI?EL�
A?M;FF?H ?H >KC?BI?ELA?M;FF?H� 

!?=JJG � 
'?M OC?K>? OCD@BI?ELA?M;F ;FL LIG O;H >KC?BI?ELA?M;FF?H 

#? IJFILLCHA?H O;H >? OK;;ALMNEE?H ENH D? 

OCH>?H CH B?M OIFA?H>? HNGG?K O;H 

/RMB;AIK;L
 

�GEDD;D 
�
 "IHLM;H=? 0?C>� ��' '-% ,(, ('�"'�" � 
/KCLG; <I?E?H� ����
 

�
 #;OC> 5?FFL� �((*��'�(�$ .�' �" �'��*�
�" � �' &�*$/��*�" �  �,�%%�'	 3CMA?O?KCD 
!?KM !;EE?K� ����� 

/72' &.0 1 %$!03 0( ���� 



+GE8B;C;D 
>IIK �?ED "?@HL?@I 

-9>J?D; O?@:; 
$?H K?=BMBI?ECA? >KC?BI?E CL CH >KC? 
>KC?BI?E?H O;H A?FCDE? IJJ?KOF;EM? O?K�
>??F> �SC? >? @CANNK�
 #? F?HAM? O;H �� 
CL �
 5;M CL >? F?HAM? O;H >? L=BNCH? 
SCD>? ��% 

�?@<;GHEC 
4?K>??F >? A?M;FF?H � MIM ?H G?M �� IJ 
SI�H G;HC?K IO?K >? MP;;F@ LHCDJNHM?H 
O;H >? OC?K =CKE?FL� >;M >? LIG O;H >? 
=CD@?KL IJ ?FE? =CKE?F A?FCDE CL
 

�>E9EB7:; 8G;A;D 
%IEEI ?H 4CH=?HM B?<<?H ??H M;<F?M 
=BI=IF; >;M NCM � G;;F � OC?KE;HM? <FIE�
D?L <?LM;;M
 8? ENHH?H B?M M;<F?M ;FF??H 
F;HAL >? FCDH?H <K?E?H
 .G>;M S? >? 
=BI=IF; HC?M ??KFCDE ENHH?H O?K>?F?H 
LJ?F?H S? ??H LJ?F� >? PCHH;;K EKCDAM � 
O;H >? <FIED?L� >? O?KFC?S?K �
 %IEEI 
<?ACHM ?H G;A B?M M;<F?M CH MP??WH 
<K?E?H
 #;;KH; <K?E?H 4CH=?HM ?H 
%IEEI IG >? <?NKM ??H I@ G??K O;H >? 
LMNEE?H =BI=IF; >IIKGC>>?H
 #? PCH�
H;;K CL >?A?H? >C? H; SCDH <?NKM �� 
FILL? <FIED?L =BI=IF; IO?K F;;M
 
5C? B??@M ?K ??H PCHH?H>? LMK;M?AC?� 

������
���������� 
##" �.� 

���**���"��2��2� 
�� 

$ 4�� 
& IH '� 

+?D9E:; 
'I?O??F JCH=I>?L SCDH ?K O;H OC?K O?K�
L=BCFF?H>? =CD@?KL >C? CH LMCDA?H>? OIFA�
IK>? LM;;H� 

�&&�$������� 

0;G8EG=;D >E;AFJDI;D 
(L B?M GIA?FCDE IG S?L <;FE?H IJ SI�H 
G;HC?K CH >? KNCGM? M? JF;;ML?H >;M ?K 
??H JNHM CL O;H P;;KNCM A??H O;H >? �� 
BI?EJNHM?H O;H >? S?L <;FE?H M? SC?H 
SCDH� 

���
� 

/72' &.0 1 %%003 0( � 



Oplossingen 
nr.2 

door Dion Gijswijt 

Eenentwintig 
De enige (ons) bekende oplossing is: 

21. 

Verborgen rechthoeken 
ledere verborgen rechthoek correspon-
deer t met twee verschi l lende vertikale 
lijnen en twee verschi l lende horizontale 
lijnen die de rechthoek begrenzen. 
Er zijn ^ = 10 paren verschi l lende vert i -
kale lijnen en evenzoveel paren verschil-
lende horizontale l i jnen. In totaal zijn er 
dus 10 X 10 = 100 rechthoeken in de 
f iguur verstopt. 

Tetraëder 
De vier hoekpunten (0.0,0), (1,1,0), (1.0,1) 
en (0.1,1) van de eenheidskubus vormen 
een tetraëder. 

Goudstaven 
De staven wegen 1, 1, 2, 2, 3, 3 en 3 
kilo. 

Cijfersom 
We beki jken alleen de getal len waarvan 
alle cijfers ongel i jk zijn aan 0. Noem het 
aantal van deze getal len waarvan de 
som van de cijfers geli jk aan 1 is S( l ) , 
het aantal met cijfersom 2 is S{2), enzo-
voort . 
Van de getal len met cijfersom 9 beg in -
nen er 5(8) met een 1, 5(7) met een 
twee, ... , S( l ) met een 8 en één getal 
beg in t met een 9. Dus S(9) = I + 5(1) + 
5(2) +... + 5(8). O p dezelfde manier is 
5 (7 )= I +5 (1 )+ . . .+5 (6 ) , e t ce te ra . 
O m d a t S( I) = 1, zien we dat 5(2) = 1 + 1 
= 2, 5(3) = 1 + 1 + 2 = 4, 5(4) = 8, 5(5) = 
16 en tenslot te 5(9) = 128. 
O m d a t 10 geen cijfer is, is 5(10) = 5(1) 
+...+ S(9) = 511. Net zo: 5(11) = 5(2)+.. .+ 
5 (10)= 1021. 
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De driehoek van Pascal 
In de figuur zie je de eerste zeven rijen 
van de driehoek van Pascal (zie het april-
en augustusnummer van 2000). De drie-
hoek is opgebouwd volgens de regel dat 
elk getal in de driehoek gelijk is aan de 
som van de twee getallen erboven. 

i 
0 1 

1 2 r; 
i, 1 3 3 1 

1 4 6 4 ï ^ 
] 5 10 10 5 ' "l ^ 

i 6 15 20 15 6 1 

B 7 21 35 35 21 7 i 
De driehoek van Pascal bevat veel mooie 
getalpatronen. Onder de rij enen aan de 
rechterrand zie je de natuurlijke getallen 
(1, 2, 3,...), daaronder de driehoeksgetal-
len (1, 3, 6, 10,...). Ook kun je de kwadra-
ten, machten van 2 en de rij van 
Fibonacci in de driehoek terugvinden. 
Van J. Leguijt uit Willemstad ontving de 
redactie nog een eigenschap van de drie-
hoek van Pascal, die met priemgetallen 
te maken heeft. Hiervoor bekijken we de 
driehoek van Pascal zonderde enen aan 
de rand. Als een rij uit deze driehoek 
begint met een priemgetal p, dan zijn 
alle getallen uit de rij deelbaar door p. 

En als een rij begint met een getal dat 
geen priemgetal is, dan zijn niet alle 
getallen uit de rij er door deelbaar Zo 
zijn 5 en 10 deelbaar door 5 en zijn 7, 21 
en 35 deelbaar door 7. Maar 6 is niet 
deelbaar door 4 en 15 is niet deelbaar 
door 6. 

Letter-cijfer puzzel 
Van Job van de Groep uit Vianen ont-
ving de redactie de volgende leuke let-
ter-cijfer puzzel. De puzzel heeft een 
unieke oplossing. Wie vindt die? 

Vervang de letters van de woorden 'wilt 
ge er een?' door cijfers zó, dat het pro-
duct van de vier getallen een getal van 
tien cijfers geeft, dat bestaat uit alle cij-
fers van O tot en met 9 en dat deelbaar is 
door alle getallen van 2 tot en met 18 
alsmede door 7072. Het woord 'wilt' is 
een product van twee ondeelbare facto-
ren, en n = 3. 

Website 
Willem van Ravenstein heeft een prach-
tige wiskunde-website over onder andere 
het getal Jt, kansrekening en cryptosyste-
men (geheimtaal). Behalve heel veel 
informatie en uitleg kun je hier ook mate-
riaal vinden voor werkstukken of practi-
sche opdrachten. Het adres is: 
http://skyline.www.cistron.nl 
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Oplossingen nr. 2 
nootjes nr. 2 

Lucifers 
Als je de onderste lucifer een beetje omlaag 
schuift ontstaat in het midden een klein vier-
kantje. Dat is de oplossing. 

Oplossing: 'ontsnapt' 

Ra, ra 
Niets. Doden eten niets, en als de levende 
niets eten, dan gaan ze dood. 

Maanden 
Alle twaalf maanden hebben 28 dagen (of 

Magische bal 
Bianca gooit de bal precies omhoog. Dan 
vliegt de bal langs precies dezelfde weg 
terug (naar beneden). 

Het is 5-6-1978, 02.34 uurin dit tijdstip 
komen alle ciifers voor, van O tot en met 9. 

Bomalarm 
Als je gaat vliegen, maak je de kans dat er 
nog een bom aan boord is niet kleiner door 
er zelf een mee te smokkelen. De kans dat 
iemand anders een bom meeneemt is onaf-
hankelijk van je eigen gedrag. Je had net zo 
goed een olifant mee kunen nemen. 

Oplossing:en 'Het getal 2' 
I.3O10 =111102 
2. I2+ l 2 = IO2 en I 2 x l 2 = l 2 
3. I I I IO2 + 11112= IOIIOO2 
4. I IOII2 x 1011012= IOOIOII I I I I2 

5 

6 

31 

PYTHAGORAS FEBRUARI 2001 



Data voor deze activiteiten-kalender aanmelden bij pythagoras@science.uva.nl 

32 

^p Activiteiten ^ ^ ^ | 

^ ^ ^ ^ ^ ^ do 1 en di 13 februari Proefstudeerdagen ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ H 
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