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Kleine nootjes zijn
eenvoudige opgaven

die iedereen zonder enige
wiskundige voorkennis
kan oplossen.

De antwoorden vind je in
het volgende nummer
van Pythagoras.

Kleine .
nootjes

Appels en peren
Je hebt drie containers met
fruit: één met alleen appels, één
met alleen peren en een met appels
en peren door elkaar. Elke container
is voorzien van een opschrift:
‘appels’, ‘peren’ en ‘appels & peren’.
Het is evenwel bekend dat geen enkel
opschrift klopt. Hoe kun je de
opschriften corrigeren, als je maar
één stuk fruit uit slechts één
enkele container mag
pakken?

2 'R ' APPELS & PEREN

Snoek
Een gevangen snoek is 1

meter lang. Zijn kop is even
lang als zijn staart. Als zijn kop

twee keer zo lang zou zijn als in
werkelijkheid, zouden kop en
staart samen even lang zijn als

het gedeelte daartussen.
Hoe lang is de kop van

de snoek?
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Grazende schapen
In een weiland groeit het gras
elke dag even hard. Als je in dit
weiland 10 schapen loslaat, grazen
ze in 20 dagen het gras helemaal af.
Als je 15 schapen op het weiland
zet, gaat het gras in 10 dagen op.
Hoe lang kun je in het weiland
25 schapen laten grazen?

Fotofinish
Bij een kwalificatiewedstrijd
kwamen de drie sprinters Axel,
Bruno en Carel bijna gelijktijdig
over de streep. Volgens één jurylid
was Axel 1e en Bruno 2e, volgens een
ander jurylid was Carel 1e en Axel 2e.
De finishfoto wees echter uit dat geen
van beide gelijk had. Sterker nog,
beide jury-leden hadden één juiste
uitspraak en één onjuiste uitspraak
gedaan. In welke volgorde
kwamen Axel, Bruno en
Carel over de
streep?
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Vreemde reiziger
Wat gaat de wereld rond, en
blijft toch in een hoekje?
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door Chris Zaal

Hex is een abstract bordspel, uitgevonden
door de Deense wiskundige Piet Hein.
Martin Gardner heeft Hex wereldwijd
bekend gemaakt via zijn columns in de
Scientific American. Hex kun je binnen een
minuut leren, maar het spel onder de knie
krijgen kan jarenlang duren.

Over Hex is veel minder gepubliceerd dan
over schaken, dammen, bridge en go.
Vorig jaar verscheen het eerste boek:

Hex Strategy, van Cameron Browne.

Een prachtig boek, van harte aanbevolen!

De spelregels

Hex is een spel voor twee spelers dat
gespeeld wordt op een n bij n ruit van
zeshoeken. Het meest gangbare wed-
strijdbord meet 11 bij 11 velden. Andere
afmetingen zijn evenwel mogelijk. Kleinere
borden worden vaak gebruikt om te cefe-
nen. zie figuur 1.

figuur 1 Een spel Hex op een 9 bij 9 bord gewonnen
door Wit. Wit heeft zijn kanten verbonden met een
keten van witte stenen.
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Om beurten bezetten de spelers een

speelveld, de ene speler met zwarte ste-
nen, de ander met witte. Traditioneel
begint Zwart. Het doel van Zwart is de
linkerbovenkant en rechteronderkant (aan-
gegeven met de twee zwarte stippen aan
weerszijden van het bord) te verbinden
met een ononderbroken keten zwarte ste-
nen. Het doel van Wit is de linkeronder-
kant en rechterbovenkant (aangegeven
met twee witte stippen) te verbinden met
een keten van witte stenen. De velden van
het bord worden, net als bij schaken, aan-
geduid met een combinatie van een letter
en een getal.

Hex spelen

Hex kun je onmiddellijk spelen door het
speelbord op pagina 4 te kopiéren.

Dit bord kun je ook downloaden van de
homepage van Pythagoras (kijk bij het
juninummer). Zwart bezet een veld door
met een balpen een dicht rondje te teke-
nen, wit bezet velden met open rondjes.
Een bord kun je zé6 maar eenmaal gebrui-
ken, maar een paar extra kopietjes zijn
snel gemaakt.

Elementaire technieken

Het leggen van verbindingen is essentieel
in Hex. Bekijk het voorbeeld in figuur 2.
Waar zwart ook speelt, wit wint altijd! Er
zijn slechts vier velden die er toe doen in




dit voorbeeld: B2, B3, D1 en D2. Wit
heeft een antwoord op al deze zetten.
Als zwart B2 speelt, speelt wit B3 (en vice
versa), en als zwart D2 speelt, speelt wit
D1 (en vice versa). De velden A3 and C2
kun je dus als verbonden beschouwen,
zelfs als ze elkaar niet raken, omdat je
altijd een verbinding kan maken. Door
dergelijke zetten te doen, kun je twee
rijen per keer opschieten, in plaats van
een. Twee velden die op deze manier
verbonden zijn, heten een 2-brug.

Figuur 2 In dit Hex-spel is Zwart aan zet. Wit

staat gewonnen: welke zet Zwart ook doet, Wit
kan altijd zijn kanten verbinden. De velden
gemarkeerd met een stip zijn cruciaal. De lijnen
geven een 2-brug aan.

De ruilregel

Degene die de eerste zet mag doen, heeft
veruit de meeste kansen om te winnen.
Door meteen het middelste veld te bezet-
ten, wordt een zeer sterke brug geslagen
tussen de beide te verbinden kanten.
Verderop zullen we uitleggen dat de eer-
ste speler in theorie zelfs altijd kan win-
nen. Om dit voordeel teniet te doen, is de
ruilregel bedacht: de speler die als tweede
aan zet is, heeft bij zijn eerste zet de keus:
gewoon doorgaan, of van kleur wisselen
en de eerste zet van de eerste speler
overnemen. In dat laatste geval plaatst de
tegenspeler (die de eerste steen legde)
ook de tweede steen (nu van een andere
kleur). Deze regel voorkomt dat de eerste
speler een te sterke eerste zet doet.
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Verbindingschema's

Het is handig om te weten dat niet-ver-
bonden stenen soms verbinding kunnen
maken, ongeacht wat de tegenstander
doet. Een 2-brug is daarvan een voor-
beeld. In figuur 3 geven we een ander
eenvoudig verbindingsschema, dat een
steen onwrikbaar verbindt met de kant.
Als de aangegeven velden onbezet zijn,
kan Wit altijd verbinding maken met de
kant. De met een stip gemarkeerde velden
zorgen voor een verbinding. Zwart kan
niet beide blokkeren. Wit hoeft de verbin-
ding niet verder te verdedigen, tenzij
Zwart een zet doet in het grijze gebied.
Dit is een zogenaamd 3-rijen kantschema.
Er zijn meer van dergelijke schema's, tot
aan 5-rijen toe.

Figuur 3 Een 3-rijen kantschema. Wit kan altijd
verbinding maken met de kant. De stippen
geven de sleutelvelden aan.

Strategie

We hebben veel te weinig ruimte om meer
over Hex-strategie te vertellen. We geven
slechts een enkele aanwijzing: plaats in de
beginfase van het spel je eigen stenen niet
te dicht bij elkaar, en val je tegenstander
ook niet te dicht bij zijn eigen stukken aan.

Geen remise

In Hex is geen remise mogelijk. Dat reali-
seer je je al snel als je Hex een paar keer
gespeeld hebt. Intuitief is dit ook duide-
lijk: zijn alle velden bezet, en heeft wit zijn
kanten niet kunnen verbinden, dan moet




er een weg vrij zijn voor zwart om zijn
kanten te verbinden. Ben je met deze rede-
nering niet tevreden, probeer dan zelf een
sluitend wiskundig bewijs te vinden. Dat is
helemaal niet zo eenvoudig. Een prachtig
bewijs vind je in het boek Hex Strategy.
Zie ook www.cs.ualberta.ca/~javhar/hex

Eerste speler kan altijd winnen

Omdat er altijd een winnaar of verliezer is,
kun je alle eindposities indelen in winnende
of verliezende. Door terug te rekenen kun
je alle spelposities indelen in winnend of
verliezend, in het bijzonder de startpositie.
Daarom heeft een van beide spelers (de
eerste of de tweede) een winnende strate-
gie. In feite heeft de eerste speler, als de
swapregel niet wordt toegepast, de win-
nende strategie. Daarvoor bestaat een
eenvoudige redenering, die gebaseerd is
op een argument van wiskundige en
Nobelprijswinnaar Nash, dat erop neer-
komt dat de eerste speler een winnende
strategie van de tweede speler kan 'ste-
len', gebruikmakend van het feit dat het
leggen van de eerste steen alleen nooit
nadelig kan zijn. De redenering gaat als
volgt.

1. Omdat er geen remise mogelijk is, heeft
een van beide spelers een winnende strate-
gie.

2. Stel dat de tweede speler een winnende
strategie heeft.

3. Dan gaat de eerste speler deze strate-
gie adopteren, door net te doen alsof de
eerstgelegde steen voor spek en bonen
meedoet. Hij legt de eerste steen op een
willekeurige plaats neer. Bij de volgende
zetten volgt de (winnende) strategie van
de tweede speler. Als deze strategie ver-
eist dat hij een steen moet leggen op de
plaats van de laatste willekeurige zet, legt
hij een steen op een willekeurige andere
plek neer.

4. De extra steen kan de eerste speler niet
hinderen - bij Hex is een extra steen altijd
een voordeel. Daarom heeft de eerste
speler een winnende strategie.
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5. Dit is in tegenspraak met aanname 2 dat
de tweede speler een winnende strategie
heeft.

6. Daarom heeft de eerste speler een win-
nende strategie.

Voor kleine speelborden (tot en met 10 bij
10) is de winnende strategie bekend. Voor
grotere borden is deze niet duidelijk.
Daarvoor zou een computer alle spelposi-
ties moeten doorrekenen, maar dat zijn er
al snel duizelingwekkend veel.

Hex-opgave
Zwart speelt en wint

(Bart Enderton, 1995, uit: Cameron
Browne, Hex Strategy)

Bron
Cameron Browne, Hex Stategy, A.K.
Peters, 2000. ISBN 1-56881-117-9

Hex op internet
http://www.gamerz.net/pbmserv/hex.html
(Hex spelen via e-mail)
http://home.earthlink.net/~vanshel/
(een Hex-programma)
http://fawna.freeservers.com/hex.htm
http://www.frii.com/~dboll/hexfaq.txt
http://www.cs.cmu.edu/~hde/hex/hexfaq/
http://www.cs.ualberta.ca/~javhar/hex/
http://directory.google.com/Top/Games/
Board_Games/H/Hex/




Sneeuwvlokken
op de GR -
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door Willem Hoekstra

Toegegeven, de GR met zijn scherm van
95 bij 65 pixels is niet het meest ideale
apparaat voor het tekenen van fractals,
maar er blijken toch mooie plaatjes mee
gemaakt te kunnen worden. Hieraan is
weer een prijsvraag verbonden, met als
hoofdprijs de TI-83 Plus Silver Edition.

We gaan kijken naar zogenaamde sneeuw-
vlok-fractals. Deze ontstaan door knikken
aan te brengen in een lijnstuk en dit vervol-
gens steeds te herhalen voor elk nieuw lijn-
stuk dat daardoor ontstaat (zie figuur 1).
Om dit door de GR te kunnen laten teke-
nen, moeten we eerst weten waar de nieu-
we punten terecht zijn gekomen, nadat een
lijnstuk op die manier geknikt is.

Het is hierbij handig om in een rechthoekig
assenstelsel te werken, zie figuur 2. We noe-
men AB het lijnstuk dat we gaan knikken,
met (i 4.y4) de codrdinaten van A en
(rp.yr) de codrdinaten van B. De punten C
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en D zijn makkelijk te vinden, want die lig-
gen op respectievelijk een kwart en drie-
kwart van het lijnstuk AB. Dus:

IO =x4+ ll(.l'“ —T4) = %.1'4 - ll.l‘[;.
Yo = 2ya + 1yB.
ID = {ra+ fxp,
YD = tya + 3ys.

De codrdinaten van E zijn wat lastiger uit te
drukken. Om te beginnen weten we dat:
T = %-!‘_\ + %-l‘u en Yg' = %!/.x a7 -lj,’/b’.
Verder zien we dat het lijnstuk EE’ loodrecht
op AB staat en even lang is als £'D. Hieruit
volgt dat &g — &g = yer — yp, zodat:

TE=xp + YE — YD

lra+sxp+ dya+tys — Gya+ Jys)

o 1% 1 1
5TA+ 5B+ 3YA — TYB-

Op dezelfde manier vind je dat
YE = .13!/_\ o -]j.‘llf = %-1'4\ + %-P'n-




Figuur 1. Het ontstaan van een sneeuwvlok-fractal.

Figuur 2. Het berekenen van de coordinaten.

Het programma FLAKE (zie figuur 3) laat de
GR de berekeningen die hierboven staan
uitvoeren. Hierbij zijn (A,B) de codrdinaten
van het eerste punt en (C.D) de codrdinaten
van het tweede punt.

Iteraties

Nu moeten we ons gaan bezighouden met
de iteraties, ofwel het herhaald knikken van
de lijnstukken. Om later de punten met
elkaar te kunnen verbinden, slaan we de
codrdinaten van alle punten die bij de itera-
tiestappen ontstaan op in lijsten: een lijst
voor de x-codrdinaten en een lijst voor de
y-coordinaten.

Bij de n-de iteratie zijn er in totaal 4n + 1
punten (ga dit zelf na).

In figuur 4 (>>>) staat voor n = 2 de volgor-
de aangegeven waarin de lijst bij elke itera-
tiestap wordt gevuld.

Het programma ITERATE (zie figuur 5 >>>)

voert deze stappen voor een van tevoren
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Figuur 3. Het programma FLAKE.

gekozen waarde van n uit. Het is een leuke
oefening om uit te zoeken volgens welk sys-
teem dit programma de plaats van de pun-
ten in de lijst berekent.

Tekenen

Tot slot moet de fractal getekend worden.
Met DRAW optie 2: Line kun je de GR een
lijnstuk laten tekenen tussen twee punten
waarvan je de codrdinaten kent. Aangezien
de codrdinaten van de punten in de goede
volgorde in de lijsten zijn opgeslagen is het

tekenen een eenvoudige opgave geworden

zoals aan het programma FRACTAL

(figuur 6 >>>) te zien is.

De programma's FLAKE, ITERATE en FRAC-

TAL zijn te downloaden vanaf de homepage

van Pythagoras (kijk bij het juninummer).
>>>
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Figuur 5. Het programma ITERATE.
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Figuur 4. De volgorde waarin Figuur 6. Het programma FRACTAL
de punten berekend worden.

*

Prijsvraag »

In het stukje hierboven hebben we maar Prijzen

naar één type sneeuwvlokfractal gekeken. Als je wilt meedingen naar een prijs, stuur
Wanneer je de vorm van de knik verandert, dan het TI-83 programma en toelichting
krijg je steeds een nieuw type fractal, met voor 15 juli naar het volgende e-mailadres:
soms verbazend mooie plaatjes. w.hoekstra@aps.nl. Vermeld hierbij je naam,
De opdracht is om het programma te her- school en klas. De hoofdprijs is een Tl - 83
schrijven voor een ander type sneeuwvlok- Plus Silver Edition™. Er zijn twee troostprij-
fractal. De inzendingen worden beoordeeld zen, elk bestaande uit een GraphLink™ teza-
op zowel de kwaliteit van het programma men met een boekenbon van 50 gulden. %
als op de schoonheid van de fractals die het ~ De prijzen worden ter beschikking gesteld
produceert. Om inspiratie op te doen kan door Texas Instruments. Over de uitslag kan
je gebruik maken van de volgende applet: niet worden gecorrespondeerd. ook

http://www.shodor.org/master/fractal/ e - T il s ke U TN s ke

software/Snowflake.html ¥ %k % ¥* % % % % % * *
e Ll et o e oMl ale tagly rele inles S e net W 0k

. ?th ?I‘h #rh ?ﬂ: ?ﬂn ';A‘M %v. #ﬂ» '\Sh f'.ﬂ' '5!‘ '1}13. #ﬂn $th '1}»!» $
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‘De kinde-
ren van
Ruud 3

door Rob Heynis

Ruud is vader van twee kinderen. Op een dag
kom ik hem tegen met een jongetje. Ruud
zegt: "Dit is mijn zoontje Tom." Hoe groot is
nu de kans dat Ruud vader is van twee zonen?
Over dit kansrekeningprobleem verscheen in
het augustusnummer van Pythagoras een arti-
kel van Ronald Meester. In het februarinummer
stond een vervolg, ook van Ronald Meester,
bedoeld om de discussie definitief af te ron-
den. Toch meent Rob Heynis nog een steentje
bij te kunnen dragen. In zijn opinie heeft het
probleem evenveel met taalkunde als met wis-
kunde te maken.

In de discussie in Pythagoras over de kinderen
van Ruud wordt de lezer op meesterlijke wijze
steeds weer op het verkeerde been gezet.

Het verhaal is wat mij betreft nog niet afgelopen.
In het laatste artikel bestrijdt professor Ronald
Meester de mening van een aantal lezers, die
volgens hem ongelijk hebben. Volgens mij heb-
ben deze lezers wél gelijk. Het leuke is dat je in
zo'n geval niet zozeer een nog betere redenering
verzint, maar dat je probeert denkfouten aan te
wijzen. Dat wil ik hieronder doen.

Vraagstelling
We moeten er voor zorgen dat de probleemstel-

ling zo wordt geformuleerd dat er geen ruimte
overblijft voor ongewild verkeerde invullingen.
"Van de twee kinderen is er minstens één een
jongen. Hoe groot is de kans dat het allebei jon-
gens zijn?" Dit is een andere vraag dan: "Een
vader neemt van zijn twee kinderen er één mee.
Het is een jongen. Hoe groot is, gegeven de situ-
atie, de kans dat de andere ook een jongen is?"
Het is dan ook geen wonder dat op de tweede
vraag een ander antwoord komt (1/2), dan op de
eerste (1/3). Zo zit je al gauw in een situatie waar-

in iedereen gelijk heeft. S

PYTHAGORAS JUNI 2001

1"




PYTHAGORAS

Als we begrijpen wat de oorspronkelijk bedoelde
vraag is, zijn we al dichter bij het juiste antwoord.
Het is duidelijk, dat deze vraag anders moet lui-
den dan de twee vragen hierboven. lk formuleer
het zo: "Een vader heeft twee kinderen, waarvan
je (eventueel) al weet dat er minstens één een
jongen is. Hij laat er aselect één van zien. Het
blijkt een jongen te zijn. Hoe groot is de kans dat
zijn beide kinderen jongens zijn?"

Volgens mij is het antwoord op deze vraag weer
1/3. En niet alleen vanwege het intuitieve (en
zeer steekhoudende) argument dat die ene jon-
gen ook bestaat als je hem niet ziet. Wanneer we
uitgaan van de laatste cursieve vraag (waarin het
woord aselect opzettelijk is gebruikt), dan be-
weer ik het volgende. Het gegeven dat van de
twee kinderen minstens één een jongen is, is een
zogenaamde premisse. De denkfout van Ronald
Meester is dat een waarneming (in dit geval die
van een jongen) eveneens een premisse is. Dat is
niet waar. Die waarneming (of functie van de
waarneming) is een statistische grootheid, die kan
worden gedefinieerd nadat de premisse losgela-
ten wordt op alle mogelijke tweetallen kinderen.

Bewijs
Als we uitgaan van twee willekeurig gekozen

kinderen is de kans op twee jongens 1/4, zoals
blijkt uit de mogelijkheden:

j jm mj mm.

Veronderstellen we dat er minstens één jongen
bij is, wordt de situatie

i jm mj,

doordat de mogelijkheid mm vervalt. Tot zover
geen probleem, de kans wordt nu 1/3. Vanaf het
moment echter dat de vader één van de twee
kinderen kiest en laat zien (of meeneemt uit wan-
delen) moeten we uitkijken. Als dit kind een jon-
gen is, valt daar inderdaad geen extra informatie
uit te halen (zoals al door de scholieren opge-
merkt). Maar als dit een aselect gebeuren is,

zal dit slechts in 2/3 van de mogelijke gevallen
geschieden. Dit volgt uit het laatste plaatje, waar-
in het aantal jongens twee keer zo groot is als het
aantal meisjes. Als de keus eenmaal is gemaakt,
is inderdaad in de helft van de onderhavige
gevallen het andere kind ook een jongen.

Dit wordt bedoeld met een kans van 1/2. De uit-
eindelijke kans is dan 2/3 x 1/2 = 1/3, precies
zoals we al dachten toen we nog géén zoontje
hadden gezien.




Kaarten

Ronald Meester noemt de analogie met een sta-
pel van twee kaarten, getrokken uit een grote
stapel van evenveel rode als zwarte kaarten.
Gegeven is dat er minstens één zwarte kaart in
het stapeltje van twee zit. Volgens Ronald
Meester verandert de situatie als je daadwerkelijk
een zwarte kaart blijkt te trekken, vergeet niet
dat de kans daarop maar 2/3 is. Misschien heb je
geluk bij het trekken, maar daarmee verander je
niets aan het juiste antwoord op de oorspronke-
lifke vraag. Geluk hebben is iets anders dan kan-
sen hebben, zou je hier kunnen zeggen. Die ene
zwarte kaart zegt niets over de aanvankelike
kans, maar kan je hooguit iets laten zeggen over
de mate van geluk of pech die je — tot dusver -
hebt gehad. Precies zoals je na het winnen van
de loterij niet mag beweren dat de kans daarop
kennelijk 100 % was.

Ook op het computerprogramma en de wedden-
schap die Ronald Meester noemt, is deze rede-
nering van toepassing.

Nog een analogie

Stel, je moet een getal van twee cijfers raden.
Jou wordt verteld dat er minstens één 2 bij is.
De verdeling waaruit gekozen wordt is uniform,
er zijn 100 getallen van 00 tot en met 99.

Zo telt 05 ook als getal van twee cijfers.

a) Hoe groot is de kans dat het getal 22 is ?
Nu wordt aselect één van de twee cijfers uit het
te raden getal getrokken en aan jou getoond.

Het blijkt een 2.

b) Hoe groot acht je nu de kans dat het getal 22
is?

Nu wordt er bij verteld, dat het getoonde cijfer
het éérste cijfer van het getal is.

c) Hoe groot acht je nu de kans dat het getal 22
is?

Twijfel je nu nog? Goed zo. Door veel te twijfelen
kom je al denkende verder.

Bedenk wel, op welke vraag je eigenlijk een ant-
woord zoekt. In bovenstaande analogie bijvoor-
beeld hangt het er van af of je die ene 2 bij vraag
b als premisse beschouwt of als een waarneming.
Beide mogelijkheden zijn toegestaan, maar ze
leveren wel verschillende vraagstellingen met ver-
schillende antwoorden op.
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14

door Dion Gijswijt

De post

Taalkundig tellen

Naar aanleiding van zijn taalkundig tel-
artikeltje in het decembernummer van
Pythagoras schrijft Hans Melissen ons.
De titel van het artikel was als een optel-
ling gestyleerd:

taalk
undig+
tellen

Je kunt je afvragen of je aan de 10 ver-
schillende letters 10 verschillende cijfers
kunt toekennen zodat deze optelling
klopt. Volgens Hans Melissen is dat niet
mogelijk. Hij heeft een bewijs gevonden,
maar dat is vrij omslachtig. Misschien is
er een slimmere truc. Wie heeft een
idee?

Bridge

Toevallig kreeg Jan Essers, wiskundedo-
cent en bridgeliefhebber, het oktober-
nummer 2000 van Pythagoras onder
ogen. Hij las in de post een vraag waar-
op hij wil reageren. Het gaat over kans-
berekening bij bridge. De vraag die
meneer Gerritsen daar stelt is vrij
onnauwkeurig. Bij bridge is er namelijk
een dummy die na de start van de
tegenpartij zijn kaarten open op tafel
legt. Op dat moment ziet iedereen 13
kaarten en veranderen alle kansvraag-
stukken. Het is verstandig om bij een
kansberekening van bridge alle informa-
tie (het biedverloop, de uitkomst) te ver-
tellen. Jan Essers heeft ooit een prakti-
sche opdracht over dat onderwerp
gemaakt waarin hij elementaire kansbe-
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rekeningen combineert met bridge.
Deze praktische opdracht kun je vinden
op de homepage (kijk bij het juni-
nummer).

Quarto

Van Harmen van der Ploeg en Guido
Terra uit Amsterdam ontving de redactie
de volgende Quarto-puzzel.

|

o(QO e

In deze spelsituatie wint de speler die
aan zet is direct, ongeacht het stuk dat
hij van z'n tegenspeler krijgt. Zie je hoe?
De vraag is nu: wat is het kleinst moge-
lijke aantal stukken op het bord, waarbij
de speler aan zet direct kan winnen?

Fibonacci-getallen

Jarik Bijlsma heeft een indrukwekkende
praktische opdracht geschreven over de
rij van Fibonacci, een onderwerp waar
heel veel over te zeggen valt. De rij

van Fibonacci begint met 1, 1, 2, 3, 5, 8,
13, ... Elk getal in de rij is de som van de
twee getallen ervoor (zie het oktober-
nummer voor meer informatie). Een van
de verrassende eigenschappen van de




Fibonacci-getallen die Jarik heeft ont-
dekt is dat als je de kwadraten van twee
opeenvolgende Fibonacci-getallen bij
elkaar optelt, het resultaat weer een
Fibonacci-getal is. Neem bijvoorbeeld
het derde en het vierde Fibonacci-getal:
Fy3=2enF,=3.Nuis F;+F{ =13 ,
precies het zevende Fibonacci-getal. Een
ander voorbeeld: F;; = 55 en Fy; = 89.

F2 + F2 = 3025 + 7921 = 10946 , het 21-
ste Fibonacci-getal! Zoals je ziet worden
de getallen uit de rij van Fibonacci heel
snel groot. Probeer maar eens (op je
rekenmachine) het 1000-ste Fibonacci-
getal Fyggp uit te rekenen, dat zal je niet
lukken. Toch beschikt Jarik over een
manier om uit te vinden of F;,, even of
oneven is. Weet jij hoe?

Logische labyrinten

Robbert Abbott is de bedenker van veel
logische labyrinten. Aan zijn website
heeft hij een serie nieuwe labyrinten toe-
gevoegd. De labyrinten zijn erg verma-
kelijk, dus probeer ze maar eens. Je kunt
ze vinden op:
http://www.logicmazes.com/alice.html

Van Amsterdam naar Groningen

Stel je boort een kaarsrechte tunnel van
de Dam in Amsterdam naar de
Martinitoren in Groningen (afstand 150
kilometer). Hoe diep die tunnel dan in
het midden onder de grond ligt? Dit was
het onderwerp van het artikel 'Van
Amsterdam naar Groningen’ uit het vori-
ge nummer. Wat Han Verhulst uit Gouda
zich afvroeg is: ‘"Hoeveel afstandwinst
boek ik als ik door de tunnel rijd in
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plaats van over het aardoppervlak?’.
Aangezien de tunnel in het midden bijna
een halve kilometer onder de grond ligt,
zal de winst wel behoorlijk zijn. Of niet?
Voor de winst neemt Han 2R(a —sina) .
De straal van de aarde is R = 6378,388
kilometer en a = 0,0115163 radialen.
Met een rekenmachine is de winst zo
uitgerekend: maar liefst ... 3,2 meter!

Bij grotere afstanden neemt de winst,
ook in verhouding, toe. Naar Parijs is de
afstand ongeveer 500 kilometer en de
winst ‘al’ 128 meter. Naar Zuid-Frankrijk
(1000 km) is de winst een hele kilometer
en naar Moskou (2000 km) win je maar
liefst 8 kilometer. Zo te zien resulteert
bij kleine afstanden een verdubbeling
van de afstand in een verachtvoudiging
van de winst. Blijkbaar is de winst even-

redig met de derde macht van d =2Ra .

Als we de straal R gelijk nemen aan 1,
dan geldt blijkbaar dat

sina — a ~ ca®

voor een zekere constante c. Kun je met
de bovenstaande gegevens narekenen
dat ¢ =1/6?
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Wist je dat je met wiskunde kunt gedach-
tenlezen? Met deze truc kun je als gooche-
laar veel indruk maken.

Een goochelaar vraagt uit het publiek een
toeschouwer een positief geheel getal klei-
ner dan 64 in gedachten te nemen. De goo-
chelaar vertelt dat hij in staat is dat getal te

achterhalen als de toeschouwer zich goed
concentreert en de juiste gedachtengolven
uitzendt. Hij/zij moet onafgebroken aan dat
getal denken. De goochelaar toont een aan-
tal getallenkaarten. De toeschouwer moet
telkens melden of het betreffende getal op
de getallenkaart voorkomt. De goochelaar
zelf hoeft de voorkant van de kaarten niet
te zien. Na de zesde getallenkaart meldt de
goochelaar dat het getal nu langzaan zicht-
baar wordt en roept het betreffende getal.
Succes verzekerd!
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De truc

De goochelaar laat de kaarten zien op volg-
orde van de getallen in de linkerbovenhoek.
Uit het hoofd telt hij de getallen op die in
de linkerbovenhoek staan van die kaarten,
waarop het getal staat dat de toeschouwer
in gedachten genomen heeft. Met de kaar-
ten waarop het getal niet staat, doet de
goochelaar niets. De som van die getallen is
het betreffende getal. Ra, ra, hoe kan dat!

Vragen
Welk systeem zit er achter de kaarten?

Hoezo? Waarin verschillen de kaarten?

Kan het ook met minder kaarten?

Hoeveel kaarten heb je nodig als je tot gro-
tere getallen wilt gaan, zoals 127 of 255.
Hoe zien die kaarten er dan uit?
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Het binaire talstelsel

Om de truc de doorgronden, helpt het als
je iets van de binaire notatie weet. Dat is
een ongebruikelijke manier getallen te
noteren. De gewone decimale notatie kent
iedereen. Daarin bedoelen we met 29 het
getal

29=2x10+9x 1.

De 2 op de tweede positie vanaf rechts telt
het aantal tientallen in 29. Dat is omdat het
grondtal van de decimale notatie 10 is.

In de binaire notatie worden alleen enen en
nullen gebruikt, en is het grondtal 2.

Het getal 29 is dan gelijk aan

11101 =1x16 +1x8+1x4+0x2+1x1.

De 0 in de tweede positie correspondeert
nu met nul keer het grondtal 2, de 1 in de
derde positie met 22 = 4, de 1 in positie
vier met 23 = 8. Zie ook 'Het getal 2', uit
het decembernummer van Pythagoras. Daar
wordt uitgelegd hoe je de binaire notatie
van een getal berekent.

Vragen
Neem een getal in gedachten en bepaal de

binaire notatie. Doe de rekentruc met dit
getal. Wat valt je op? Bepaal per kaart de
binaire notatie van alle getallen die erop
staan. Wat valt je op?

Bronnen

Job van de Groep, Gegoochel met getallen,
Wiskunde Dagen 1999
http://www.cartamundi.com
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EEN
PUZZEL
VAN

Het doel van het Hex-spel is het maken van

een keten van zeshoeken van de ene zijde naar
de andere zijde van het speelbord. Zo'n keten
is een voorbeeld van een polyhexagon: een
meetkundige figuur bestaande uit even grote
zeshoeken, die elkaar niet overlappen en pre-
cies langs de randen aansluiten. Met deze vor-
men kun je een leuke puzzel maken.

2-, 3- en 4-hexagons

Een 2-hexagon is een figuur die bestaat uit
twee even grote zeshoeken. Hiervoor is slechts
één mogelijkheid: @ Er zijn precies drie
verschillende 3-hexagons, zie figuur 1. Hierbij
tellen we rotaties en spiegelingen als een en
dezelfde figuur. In figuur 2 zie je de zeven ver-
schillende 4-hexagons. Dit zijn de stukken van
de Hexagon-puzzel, een puzzel van Zwitserse

makelij, ontworpen door Peer Clausen van de
firma Spiel Naef.

Figuur 1

L OO
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ZES
HOEK-

Zelf maken

De Hexagon-puzzel kun je zelf maken met zes-
kantige moeren die je in iedere metaalwinkel
of doehetzelfzaak kan kopen. Je hebt 28 moe-
ren nodig van dezelfde grootte en een tubetje
superlijm. Ontvet de moeren in een zeepsopje.
Schuur de te lijmen kanten licht op. Lijm met
een druppeltje superlijm de moeren aan elkaar
vast. Pas erop dat je je vingers niet aan elkaar
vastlijmt. Gebruik een derde, losse hulpmoer
om twee moeren die je aan elkaar wilt lijmen in
de juiste positie ten opzichte van elkaar te
brengen. Maak met de moeren de vormen uit
figuur 2 en klaar is je puzzel!

Aan de slag

Het enige dat je nu nog nodig hebt, is een
puzzelopdracht. Die zie je in figuur 3.

De opdracht is deze figuur te leggen met de
zeven 4-hexagons. Een parallellogram van 4 bij

Figuur 2

Figuur 1
De 3 verschillende
3-hexagons.

Figuur 2

De zeven verschil-
lende 4-hexagons van
de Hexagon-

puzzel.




7 zeshoeken is ook mogelijk (Figuur 4).

Zelf kun je ook proberen meer regelmatige
figuren te vinden die je met deze 4-hexagons
kunt leggen. Als je ze opstuurt naar de redac-
tie, zullen we ze op de homepage publiceren.

PRIJSVRAAG

De zeven 4-hexagons tellen samen 28 zeshoe-
ken. Het getal 28 is een driehoeksgetal. Met
andere woorden, de 28 zeshoeken passen in
een regelmatige driehoek met langs elke kant
precies zeven zeshoeken, zie figuur 5. Het is
bij de redactie echter onbekend of de zeven
4-hexagons in deze figuur passen. Vandaar dat
we een boekenbon uitloven voor degene die
laat zien hoe de zeven 4-hexagons in figuur 4
passen, of die bewijst dat dit niet kan. Stuur je
oplossing naar het redactieadres. Voor de eer-
ste correcte inzending ligt een boekenbon van
100 gulden gereed.

Figuur 3

Een Hexagon-puzzel-
opdracht: De opdracht
is deze figuur te leggen
met behulp van de
zeven verschillende

4-hexagons uit fig.2.

Figuur 4
Een parallellogram
van 4 bij 7 zeshoeken.
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Bronnen

Jerry Slocum en Jack Botermans,
Puzzels, klassiek en modern,

Zomer & Keuning Boeken B.V.,, 1992.

Figuur 5

Figuur 4
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Problemen

door Dion Gijswijt

Tijdmeting

Je hebt twee lonten. Een lont die aan
één kant wordt aangestoken brandt pre-
cies één uur. Hoe kun je met de twee
lonten 17 minuten afmeten? Een lont
brandt niet over de hele lengte met con-
stante snelheid.

met dank aan Fokko van de Bult

Pentomino magie

Met deze vijf pentominos kun je een
vierkant leggen. Om je te helpen staan
de getallen 1 tot en met 25 op de pento-
mino's geschreven, met de bedoeling
dat in de oplossing iedere rij, kolom en
diagonaal van het gevormde vierkant
dezelfde som heeft.

10

19

Met enen alleen
Als v en y getallen ongelijk aan 0 zijn,
dan definieren we:
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Zo is bijvoorbeeld

£1=2, 16(141)=3/2

(lae(lel)a(lal) =7/6.

Schrijf op soortgelijke manier 9/7 met
enkel enen, haakjes en <. Welke getal-
len zijn op deze manier te schrijven?

In balans
Hier zie je een balans in de vorm van een
gelijkzijdige driehoek, onderverdeeld in

kleine gelijkzijdige driehoekjes. De drie-

hoek hangt aan een dun touwtje dat in
het midden is bevestigd en is zo precies
in evenwicht. Kun jij de 9 bijbehorende
gewichten (1 t/m 9 ons) zo over de kruis-

punten verdelen dat de balans in even-
wicht blijft?




Oplossingen

nr. 4

door Dion Gijswijt

Hol getal

Het grootste holle getal met cijfers 0, 1
en 2is 2120212. In een hol getal met cij-
fers 0, 1, 2 en 3 worden de 3-en geschei-
den door cijfers 0, 1 en 2, die samen zelf

weer een hol getal vormen.

Het grootste holle getal met cijfers 0, 1,
2 en 3 is dus 323132303231323.

Het grootste holle getal met cijfers 0 tot
en met 4 heeft 2 x 15 + 1 = 31 cijfers.
Het grootste holle getal heeft

20— 1 =1023 cijfers.

Ontbrekend stukje

Stel dat de puzzel al opgelost is. Het
symbool ‘dubbele pijl’ komt dan voor in
paren, evenals het symbool ‘geen pijl’.
De enkele pijlen op de driehoeken kun-
nen ten opzichte van het middelpunt
linksom staan of rechtsom. De pijlen op
de rand van de puzzel staan rechtsom,
maar we zullen ze juist linksom noemen.
De reden hiervoor is dat in de opgeloste
puzzel dan het volgende geldt: van elk
paar naast elkaar gelegen enkele pijlen,
staat er één rechtsom en de ander links-
om.

We kunnen nu symbolen gaan tellen in
de acht bekende stukjes en de rand
samen. Dat levert op: 3 dubbele pijlen, 4
keer ‘geen pijl’, 13 'linksom’ en 11 ‘recht-
som’. Er moet dus minstens 1 dubbele
pijl en 2 keer ‘rechtsom’ op het ontbre-
kende stukje staan. Het missende stukje
is dus:

Quiz

Om de quiz op te lossen is het niet
nodig om het antwoord op vraag 3 over
het getal T te weten, maar wel dat ant-
woord ¢) fout is.

De oplossing is:

. a)
b)
)
)

o = S
0o

o

)
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door André de Boer

Het magische getal

Het getal 4 is het eerste samengestelde
getal, dat wil zeggen, een getal met
echte delers (groter dan 1, maar kleiner
dan het getal zelf). Immers 4 = 2 x 2.

2,4en 16

Omdat 2 x 2 = 22 is het getal 2 een
oplossing van de vergelijkingen 2a = a2
en 2a = 24, Beide zijn een speciaal geval
van de vergelijking

ab = pa,

Als je b = a neemt, is deze vergelijking
natuurlijk waar voor elke a. Maar wat zijn
de andere oplossingen? Euler wist al dat
deze vergelijking slechts één oplossing
heeft, als je aanneemt dat a en b geheel
zijn en 0 < a < b. Namelijk: 42 = 24 = 16.

Opgave. Bewijs dit.

Aanwijzing. Schrijff k=% . Danis b = ka.
Dit geeft aka = (ak)e. Laat dan zien dat
a < e (het getal van Euler). Oplossing in

het volgende nummer.

Vierkanten
Een vierkant heeft vier zijden. Wat is de
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lengte van de zijden als oppervlakte en
omtrek aan elkaar gelijk zijn? Noem de
lengte van de zijden a. Dan is de omtrek
4a en de oppervlakte a2. Willen deze aan
elkaar gelijk zijn, dan moet blijkbaar gel-
den dat a2 = 4a. Als we deze vergelijking
oplossen krijgen we: a (a - 4) = 0, zodat
a = 0 of a = 4. De eerste oplossing geeft
een vierkant zonder afmetingen. De twee-
de oplossing a = 4 geeft een vierkant met
zijde 4. Een vierkant waarvan de opper-
vlakte gelijk is aan de omtrek heeft dus
zijde 4!

Vier temperamenten

In de middeleeuwen geloofde men dat
alles opgebouwd was uit vier ‘elementen’:
aarde, water, lucht en vuur. Het karakter
van de mens werd ingedeeld volgens vier
bijbehorende temperamenten, zie tabel 1.

aarde 'melancholisch (zwaarmoedig)

water |flegmatisch (gelijkmoedig)

lucht |sanguinisch (warrﬁbiﬁedig)
vuur | cholerisch (opvliegend)

Tabel 1
De vier elementen en temperamenten
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Bij de vier elementen hoorden ook vier
'lichaamssappen': zwarte gal (aarde), slijm
(water), bloed (lucht), gele gal (vuur). Bij
iemand die melancholisch was, geloofde
men dat het lichaamsevenwicht verstoord
werd door een teveel aan zwarte gal (zwart-
gallig). In 1514 maakte de Duitse kunstenaar
Albrecht Diirer een kopergravure, genaamd
'‘Melancholie' (zie pagina 22). De gevleugel-
de figuur met de passer staart voor zich uit.
Zij kijkt somber en over haar gezicht valt een
zwarte schaduw. Haar gemoedstoestand is
de verbeelding van het melancholisch
temperament.

In de gravure zie je rechtsboven een zoge-
naamd 'magisch vierkant' of 'tovervierkant'
(zie ook figuur 2). In dit vierkant zijn de getal-
len van 1 tot en met 16 zodanig geplaatst,
dat de som van de getallen in elke rij, kolom
of diagonaal gelijk is. Dit vierkant verwijst
naar het intellect. De 15 en 14 die je midden
onderaan ziet, vormen precies het jaar waarin
de gravure gemaakt is.

Figuur 2

Het tovervierkant uit de Melancholia van Diirer. De
1514 in de onderste rij geeft het jaartal aan waarin
de gravure gemaakt is.

Magisch vierkant

De som van de getallen in elke rij, kolom of

diagonaal is steeds gelijk aan 34. Maar er is

meer bijzonders aan de hand:

¢ De vier hoekpunten hebben ook 34 als som.

* Ook de vier getallen in het centrum hebben
als som 34.

* De 3 en 2 in de bovenste rij en de 15 en 14
in de onderste rij hebben 34 als som.

* De 5 en 9 in de eerste kolom en de 8 en 12
in de laatste kolom hebben 34 als som.

e Als je kloksgewijs rond het centrum gaat en
je telt de getallen 3, 8, 14, 9 naast de hoek
punten op, dan krijg je ook 34.
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¢ Hetzelfde voor de getallen 5, 2, 12, 15, die
leveren samen ook 34.

* Ook de getallen naast de diagonaal tegen
overliggende hoekpunten tellen op tot 34:
3,5,12en 14, en 2, 8,9 en 15.

Andere toverkanten

Hoe bedenk je nu een magisch vierkant?
Eerst bereken je de magische som. Voor een
4 bij 4 vierkant tel je eerst alle getallen bij
elkaar op:

1
1+2+3+---+16:§-16-17:136.

De magische som krijg je door dit getal door

4 (het aantal rijen) te delen. Je krijgt:

1-%-16-17-= 34 . De magische som van een

tovervierkant met zijde » bereken je met de

formule:

n?-(nP+1) n’4+n
n 2

1h
&

Een vierkant met orde 1 is eenvoudig: een
vierkant van 1 bij 1 met het getal 1 er in,
maar daarna wordt het al snel moeilijk. Het is
bekend dat er 880 verschillende magische
vierkanten van orde 4 bestaan. Maar een
computer moest er aan te pas te komen het
aantal magische vierkanten van orde 5 te
berekenen. Het zijn er 275.305.224.

Hoeveel verschillende magische vierkanten
er zijn van willekeurige orde n, is nog steeds
een open vraag.

Opdracht. Bestaat er een magische vierkant
van orde 2?

Opdracht. Maak een magisch vierkant van
orde 3.

Opdracht. Hoeveel magische vierkanten zijn
er van orde 37

Bronnen

David Wells, Woordenboek van eigenaardige en merk-
waardige getallen, uitgeverij Bert Bakker, 1987.
http://peacock.pse.che.tohoku.ac.jp/~msuzuki/Magic
Square.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/
Mathematicians/Durer.html|




door Marte Koning en Annick Weyzig

1e nationale
Set-wedstrijd!

Het kaartspel Set begint langzamerhand
bekend te raken in Nederland. Daarom wordt
op zaterdag 15 september in de Irene
Congreszaal van de Jaarbeurs te Utrecht de
eerste nationale Set-wedstrijd gehouden
tijdens de Ducosim zomerconventie. Voor de
beste spelers zijn er prijzen, zoals een spellen-
pakket van Ravensburger en een heuse beker.
Tevens wordt na afloop een aantal spellen

verloot. Na afloop is er voor alle deelnemers

een leuke herinnering.

Set

Set is een kaartspel voor een of meer perso-
nen. Het spel bestaat uit 81 kaarten, met daar-
op verschillende figuren. Die figuren hebben
vier eigenschappen, waarbij er per eigenschap
drie mogelijkheden zijn. Een Set bestaat uit een
drietal kaarten waarvan elke eigenschap ofwel
gelijk is, ofwel op elk van de drie kaarten ver-
schillend is. De bedoeling van het spel is, om
zo snel mogelijk Sets te herkennen in de kaarten
die op tafel worden gelegd. Het spel is uitvoe-
rig behandeld in Pythagoras, december 1999.

Ducosim Zomerconventie

Ducosim is een landelijke vereniging die het
spelen van simulaties en andere bordspellen
bevordert, zoals bv. 'de Colonisten van Catan'.
Vier keer per jaar organiseert Ducosim spellen-
beurzen waar zowel leden als niet-leden terecht
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kunnen voor alles op spellengebied. Behalve de
Set-wedstrijd worden er nog verschillende ande-
re toernooien gehouden en zijn er demonstra-
ties van de nieuwste (participatie)spellen. Verder
kan je terecht bij de verkoopstands, waar een
compleet spellenassortiment wordt aangeboden.

Meedoen

Om mee te doen, stuur je een brief of e-mail
naar onderstaand adres. Deelname kost 5 gul-
den, te voldoen op de dag zelf. Dit is exclusief
het entreegeld voor de Ducosim-conferentie
(7,50 gulden). Schrijf je je voor 1 augustus in,
dan krijg je 2,50 gulden korting. Inschrijving is
ook mogelijk op de dag zelf, tot uiterlijk 12.30
uur in de zaal. Om 13.00 uur begint het pro-
gramma. De wedstrijd wordt voorafgegaan
door een uitgebreide uitleg van het spel en
gelegenheid tot oefenen. Ook als je het spel
nog nooit gezien hebt, kun je gewoon mee-
doen. Stuur je aanmelding naar:

Setwedstrijd

Heiligenbergerweg 94

3816 AM Amersfoort

e-mail: setwedstrijd@hotmail.com

Meer informatie

http://dit.is/set
http://www.euronet.nl/~ducosim/
http://www.ravensburger.de




°Pythagoras
Olympiade

Kun jij de onderstaande opgaven op-
lossen? Stuur dan je oplossing naar
het onderstaande adres en maak kans
op een boekenbon van 25 gulden.

Opgave 71

Gegeven zijn positieve en gehele getal-
len a, b en ¢ waarvoor geldt:

abc + ab + ac + bc + a + b + ¢ = 1000.

Watisa + b + c?

Opgave 72

Kan een macht van 2 in een andere
macht van 2 veranderd worden door de
volgorde van zijn cijfers (in de decimale
schrijfwijze) te veranderen?

Adres
Stuur je oplossing naar:

Pythagoras Olympiade
Mathematisch Instituut

Universiteit Leiden

Postbus 9512

2300 RA Leiden

email: pytholym@math.leidenuniv.nl

Vermeld bij de oplossing je naam, adres,
school en klas. Stuur bij de antwoorden
ook een toelichting, waarin uitgelegd
wordt hoe je aan het antwoord geko-
men bent (een berekening of een
bewijs). Insturen is mogelijk tot en met
15 juli 2001. Onder de inzenders van
goede oplossingen wordt per opgave
een boekenbon van vijffentwintig gulden
verloot. Let op: Het is de bedoeling dat
je de oplossing zelf vindt!

Hierna volgen de oplossingen van de
opgaven uit het februarinummer.

Veel succes! René Pannekoek, Jan
Tuitman en Allard Veldman.




Opgave 67

Kan een getal dat bestaat uit drie enen
en voor de rest alleen maar nullen,
deelbaar zijn door 11?7

Oplossing. We hebben nodig dat een
getal deelbaar door 11 is alleen dan en
slechts dan als de alternerende som (om
de beurt een + en een —) van de cijfers
van het getal deelbaar is door 11.
Bijvoorbeeld: 1727 is deelbaar door 11
omdat 7-2 + 7 -1 =11 door 11 deelbaar
is.

Om dit te bewijzen moet je (klok)rekenen
modulo 11. We schrijven x = y mod 11

('x equivalent y modulo 11’) als x en y
dezelfde rest hebben bij deling door 11.
Er geldt 10 = -1 mod 11, 100 = 10* =
(-1)?*=1,1000 = 10* = (-1)* = -1 mod 11,
enzovoort. Hier gebruiken we dat je met
resten mag rekenen als met gewone
getallen. De rest van 1727 bij deling door
11 reken je dan uit als volgt:

1727 =1000 + 7-100 + 2- 10 + 7
=-14+7-1+2-(-1)+7
=—1+7-2+7=11=0.

De rest van 1727 bij deling door 11 is 0,
en daarom is 1727 deelbaar door 11.

Dit werkt voor elk getal. Nu is makkelijk
in te zien dat een getal met alleen 3 enen
niet deelbaar kan zijn door 11, want met

alleen drie enen, plussen en minnen kun
je nooit een getal maken dat deelbaar is
door 11.

Deze opgave werd opgelost door:

Bram Kuijvenhoven, Atlas College te Rijswijk,
Dion Boesten, Bernardinuscollege te Heerlen,
Tim Wouters, VKO Opwijk (Belgié), H. Verdonk te
Den Haag, Peter Deleu te Hulste (Belgi€),

Elias C. Buissant des Amorie, Jaap Bak te
Amstelveen.

De boekenbon gaat naar Tim Wouters.

Opgave 68

We beschouwen functies van de vorm
f:x 1 ax® + bx + ¢. Voor welke waarden
van a, b en ¢ geldt f(f(1)) = f(f(2)) =
f(f3))?

Oplossing. Merk op dat uit f(x) = f(y)
volgt: x =y of x + y =-b/a (dan is y de
gespiegelde van x in de symmetrie-as
van de parabool). Nu zijn er vier moge-

lijkheden:

L f()=f(2)=f(3),

2. f(1)=f(2), f(3) gespiegeld,
3. f(D=f(3), f(2) gespiegeld,
4. f(2)=f(3), f(1) gespiegeld.

Het eerste geval levert a = b = 0. Immers,
een parabool snijdt een horizontale lijn
nooit meer dan twee keer, en idem dito
voor een niet-constante lineaire functie.
Hier vinden we als oplossing dus f = ¢
voor alle ¢ € R.

We werken nu het tweede geval uit.

Uit de voorwaarden volgt:

a+b+c=4a+2b+c,
(@a+b+c)+(9a+3b+c)= _r_z

Uit de eerste vergelijking volgt b = -3a.
Substitueer je dit in de tweede vergelij-
king, dan krijgjec=a+ 3.
Terugsubstitueren levert voor allea € R
een geldige oplossing. Geval 3 en 4 gaan
precies hetzelfde als geval 2. In totaal
vinden we vier soorten oplossingen:

1.a=0, b=0, ¢ € R,
2.a € R b="3a,¢c=:
.acR b=-4a,c=
4dacRb==5ac=;

Deze opgave werd opgelost door:

Dion Boesten, Bernardinus College te Heerlen,
H. Verdonk te Den Haag, Jaap Bak te Amstelveen.
De boekenbon gaat naar Dion Boesten.
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door Klaas Pieter Hart

In een weiland staat een geit. De geit wordt 's
avonds met een stuk elastiek van 10 meter
lang vastgebonden aan een boom. Op de
halsband van de geit zit een slak, die over het
elastiek naar de boom toe wil kruipen. De slak
kruipt alleen 's nachts: elke nacht kruipt de
slak 10 ¢m in de richting van de boom. Maar
elke dag loopt de geit al grazend 10 meter bij
de boom vandaan. Het elastiek rekt gelijkma-
tig mee op. Vraag: bereikt de slak ooit de

boom?

Onmogelijk?

Op het eerste gezicht lijkt het onmogelijk dat
de slak ooit de andere zijde van het elastiek
bereikt. Maar bedenk dat de afgelegde
afstand mee oprekt: de 10 cm die de slak de
eerste nacht heeft afgelegd, is na de eerste
dag opgerekt tot 20 cm. Na twee nachten
heeft de slak 20 + 10 = 30 cm afgelegd, en in
de loop de tweede dag rekt het elastiek op
van 20 naar 30 meter. De door de slak afge-
legde afstand wordt zodoende 3/2 groter.
Daarom heeft de slak na twee nachten en
twee dagen al 45 cm afgelegd. Enzovoort.
Wat denk je, is dit genoeg om ooit de over-

kant van het elastiek te bereiken?

Relatieve afstandswinst

We berekenen welk gedeelte van het elastiek
de slak overbrugt. De 10 centimeter van de
eerste nacht is 1% van het elastiek. Hoe ver
het elastiek ook oprekt, de op de eerste dag
afgelegde afstand blijft 1% van het elastiek uit-
maken; het elastiek rekt immers overal even-

veel uit. In de tweede nacht is het elastiek 20

PYTHAGORAS JUN| 2001

. DE S[A
o

=

meter lang, en legt de slak weer 10 centimeter
af. Dit geeft een blijvende afstandswinst van
1% . De derde nacht is het elastiek 30 meter
lang en kruipt de slak weer 10 centimeter, een
afstandswinst van % . Na 10 nachten en
dagen heeft de slak dus 1+ 3 + 1+ + L%
van het elastiek overbrugd, en in het alge-
meen, na n nachten en dagen:
l+3+4+- 4+ 1%
Na 10 nachten en dagen heeft de slak 2.9%
afgelegd, na 100 nachten en dagen 5.2% en
na 1000 nachten en dagen 7,5%. Wat denk je,
zal de slak ooit de overkant bereiken of niet?

Nicole Oresmes berekening

Voor het probleem van de slak willen we dus

weten of 1+ 3 +---+ 1 % ooit het hele elas-

tiek wordt, dat wil zeggen, of 1+ +---+1
ooit 100 wordt. Eigenlijk willen we dus weten
hoe groot de getallen 1+ § +---+ L kunnen
worden. In de veertiende eeuw ontdekte

Nicole Oresme dat deze getallen willekeurig

groot kunnen worden.

Dat deed hij via een omweg. Als n een macht

van 2 was, kon hij de optelling op een handige

manier in groepjes verdelen. Voor n = 2° kreeg
hij bijvoorbeeld:

I+ +G+H+GE+E+2+3)
>l4g+G++E+g+s+35)
=1+31+31+1%
=1+3-1.

In het algemeen kon Oresme zo inzien dat

1+ +3+-+ % >1+4k-1.




00 Harmonische reeks

De oneindige som

l+3+5+5+5+--

staat bekend als de harmonische reeks.

Deze reeks heeft geen eindige uitkomst, want
uit Nicole Oresmes berekening volgt dat we,
als we n maar groot genoeg nemen, de som
1+ 14+ 1 netzo groot kunnen krijgen als
we maar willen. In het bijzonder krijgen we op
een gegeven moment: 1+ 3 +---+1>100.

De slak bereikt dus uiteindelijk de boom!

Hoe lang?

Uit de berekening van Nicole Oresme volgt
dat 1+1+4- -+ 5k > 100. Na 2" nachten en
dagen is de slak dus zeker bij de boom.

Hij is er eigenlijk al veel eerder, omdat

1+ 3+ + 5 echtgroterisdan 1+ 1k.

Met integraalrekening kunnen we een veel
betere schatting van 1+ 4 +---+ 1 geven en
zodoende veel nauwkeuriger bepalen wanneer
de slak bij de boom aangekomen zal zijn.

In figuur 1 vergelijkenwe 1+ 4 +---+1 met
de oppervlakte onder de grafiek van y = 1/x.
We lezen af dat 1+ % +---+ 1 groter is dan de
oppervlakte onder de grafiek van y = 1/x tus-
senx=lenx=n+1.

Anderzijds is 1 +---+ L kleiner dan de opper-

vlakte van y =1 tussen x=1 en x = n. Deze

oppervlakte kunnen we als volgt uitrekenen:

rn 1
/ —dz = [Inz]] =Inn.
1

x

Ye=lix

B i ooy A

1 n n+l

Figuur 1. Vergelijking van 1+ 3 +---+ 1 met
de oppervlakte onder de grafiek vany = 1/x.

We vinden dus In(n+1) <1+ +---+1 en s

L4+ 1 <Inn. Omdat Inn < In(n + 1) krijgen
we:

Inn < 1+%+-~-+% <1+Inn.
De getallen1+ 1 +---+ 1 stijgen dus net zo
snel als de natuurlijke logaritme Inn.
Hiermee kunnen we uitrekenen wanneer de
slak bij de boom is. Dat is het geval voor

Inn < 100 < 1 + Inn, dus voor 99 < Inn < 100.

Hieruit volgt dat n tussen ¢” en ' ligt.

Opgave. Na ongeveer ¢'” dagen heeft de slak
de boom bereikt. Hoeveel decimalen heeft dit

getal. En hoeveel jaar is dit?

Gamma

breuk is of juist niet.

Leonhard Euler onderzocht het verschil tussen 1+ £ +---+ L en Inn. Hij ontdekte dat
1+ % +---+< —Inn naar een vaste waarde convergeert. Die waarde wordt genoteerd met 7

en is ongeveer 0.5772156649. Je kunt wereldberoemd worden door vast te stellen of 7 een
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Oplossingen nr.

Kleine nootjes | ‘Helderzienden
v -3 ontmaskerd’

(p. 18 -19)

Even slikken Als x de maand is waarin de proefpersoon
Eén uur. geboren is en y haar leeftijd, dan vind je
na de berekening 100 x + y. De laatste
Moeder en tweeling twee cijfers zijn dus haar leeftijd, de ande-
De tweeling kan samen nooit twee- re cijfers duiden de maand aan waarin zij
maal zo oud worden, want dat zou geboren is. Het geboortejaar bepalen is
betekenen dat ze elk minstens zou dan kinderspel.
oud moeten zijn als de moeder.

Wie een kuil graaft...
Eén dag.

Groeten
Pausen groeten elkaar niet, want er is
er maar één.

Koper en goud
Verdeel de ringen in drie groepjes van

3: A, B en C. Weeg A tegen B. Is de
balans in evenwicht blijft, zit de ring in
C. Als de balans naar links of rechts
valt, weet je dat de ring in A respec-
tievelijk B zit (goud is zwaarder dan
koper). Je hebt nu drie ringen en je
weet dat een van die drie ringen van
goud is. Je hebt nog 1 weging over.
Weeg twee van de ringen tegen
elkaar. Als de balans in evenwicht
blijft, is de derde ring de gouden,
anders is het de zwaarste van de twee
in de weging.
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(advertentie)

Pythagoras, wiskundetijdschrift
voor jongeren, zoekt:

EINDREDACTEUR (m/v)

Per september 2001 zoekt Pythagoras:
een creatieve duizendpoot
met affiniteit voor wiskunde,
die zijn/haar steentje wil bijdragen
aan de totstandkoming van
een enthousiasmerend tijdschrift

Functie-omschrijving:

* samenstellen van de nummers i.o.m. de hoofdredactie

¢ opmaakklaar maken van de door de redactie aangeleverde kopij:
* standariseren van tekstbestanden en illustraties
e redigeren van teksten en plaatjes

* materiaal aanleveren aan de vormgevers

* drukproeven nakijken

Geboden:
¢ een betaalde functie (1 dag per week), zo mogelijk
via detachering

Gevraagd:

* affiniteit met de doelstelling van Pythagoras: jongeren kennis
laten maken met de leuke en uitdagende kanten van wiskunde

* goede beheersing van de Nederlandse taal

¢ redactionele vaardigheden, met name wat betreft de presentatie
van wiskundig materiaal

® kunnen omgaan met deadlines

* goede communicatieve vaardigheden

* kunnen omgaan met computers (tekstverwerking, plaatjes maken
en bewerken, bestanden down- en uploaden van internet)

Standplaats:

Leiden (UL) of Amsterdam (UvA).

Thuiswerken behoort tot de mogelijkheden, maar een regelmatige
aanwezigheid op de bureauredactie (Leiden of Amsterdam) is
gewenst.

Meer informatie:

Chris Zaal (071-5277121, zaal@math.leidenuniv.nl)
Frits Beukers (030-2531419, beukers@math.uu.nl)
Jan van de Craats (076-5273816, jcr@euronet.nl)




Data voor deze activiteiten-kalender aanmelden bij pythagoras@science.uva.nl

Activiteiten

woensdag 6 juni Voorlichtingsdag voor 6 vwo-ers

Rijksuniversiteit Groningen
tel: 050 363 80 25

vrijdag 8 juni Voorlichtingsdag op locatie, alle opleidingen

Universiteit van Amsterdam
http://www.uva.nl/aankomende.studenten

ma 6 t/m vr 10 augustus Vierkant voor wiskunde zomerkamp A

voor kinderen die nu (schooljaar 2000/2001) in groep 6-8
van het basisonderwijs zitten of in de brugklas. Lunteren
http://www.vierkantvoorwiskunde.nl

ma 13 t/m vr 17 augustus Vierkant voor wiskunde zomerkamp B
voor kinderen die nu (schooljaar 2000/2001)
op de middelbare school zitten. Lunteren
http://www.vierkantvoorwiskunde.nl

zaterdag 15 september 1e nationale Set-wedstrijd

Irene congreszaal, Jaarbeurs Utrecht

Zie ook de aankondiging op pagina 25.
Aanmelden via: setwedstrijJd@hotmail.com
http://dit.is/set/

woensdag 19 september Nascholingscursus Kansrekening
Vrije Universiteit Amsterdam

http://www.econ.vu.nl/ectrie (klik op scholen)

zondag 7 oktober Wetenschapsdag 2000
Veel wetenschappelijke instellingen openen deze dag hun

deuren voor het publiek. Zie ook de programmakrant die
verspreid wordt op scholen en bibliotheken.
http://www.weten.nl

PYTHAGORAS JUNI 2001







S0ees?
cogege
9%
O

10

11




