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Kleine nootjes zijn
eenvoudige opgaven

die iedereen zonder enige
wiskundige voorkennis kan

door Chris Zaal

oplossen.

De antwoorden vind je in
het volgende nummer
van Pythagoras.

Kleine .
neetjes

Twee zusjes
Als Sanne twee jaar van haar leef-
tijd aan Yanthe geeft, zijn beide
zussen even oud. Als Yanthe twee
jaar aan Sanne geeft, is Sanne
twee keer zo oud als Yanthe. Hoe
oud zijn Sanne en Yanthe?

Ronderijders
Twee wielrenners rijden op een
rond wielercircuit. Joop legt een
ronde af in 6 minuten, Eddy in 4
minuten. Hoeveel minuten duurt
het voordat Eddy Joop heeft inge-
haald? Ze starten tegelijkertijd
vanaf hetzelfde punt.
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Glazenpuzzel
Zet zes identieke glazen op een
rij. Vul de eerste drie met water.
Als je één glas mag verplaatsen,
kun je dan de volgorde van de
glazen zo veranderen, dat het eer-
ste, derde en vijfde glas gevuld
zijn met water?

De graanmolen
Volgens goed gebruik mag de
molenaar eentiende van het meel
behouden dat hij maalt, als belo-
ning voor zijn diensten. Hoeveel
graan maalde hij voor de boer die 3
terugkwam met een baal meel
van 100 kilo?

Opa
In een gulle bui schonk opa 1000
euro aan zijn vijf kleinkinderen. Te
beginnen bij de jongste, kreeg
ieder kleinkind 20 euro meer dan
het volgende, jongere kleinkind.
De jongste kreeg dus een zeker
bedrag, de volgende 20 euro
meer, de volgende weer 20 euro
meer, enzovoort. Hoeveel kreeg
het jongste kleinkind?
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door Bruno Ernst

Een bewijs
van
Einstein?

Bewijzen van de stelling van Pythagoras,
deel VI

Voor de stelling van Pythagoras bestaan
vele bewijzen, wel meer dan honderd. Het
volgende bewijs zal bijna iedereen aanspre-
ken door zijn eenvoud en beknoptheid. Er
schuilt echter een addertje onder het gras.
Er wordt namelijk gebruik gemaakt van de
volgende stelling.

De oppervlakten van twee gelijkvormige
driehoeken verhouden zich als de kwadra-
ten van overeenkomstige zijden.

Het bewijs hiervan is niet moeilijk, maar zal
toch gegeven moeten worden... en dan
wordt het bewijs van de stelling van Pytha-
goras toch wel wat langer. We geven dit
bewijs achteraf.

Van de andere kant is het mogelijk deze
stelling aan de hand van enige voorbeelden
plausibel te maken zonder een bewijs te
geven. En dan is het hier volgende bewijs
inderdaad wonderlijk simpel.

Driehoek ABC is een rechthoekige drie-
hoek, zie figuur 1. De hoogtelijn uit C ver-
deelt de hele driehoek (III) in de driehoe-
ken I en II die gelijkvormig zijn met de hele
driehoek (III), omdat I, II en III gelijke
hoeken hebben. Volgens bovenstaande
stelling verhouden zich de oppervlakten van

deze driehoeken als a? : b2 : ¢2. Die opper-
vlakten kunnen we dus schrijven als:

opp. I = mb2,
opp. I = ma?,
opp. III = mc2.

Omdat
opp. I + opp. Il = opp. 111,

is mb2 + ma? = mc2, waaruit onmiddellijk
volgt dat a2 + b2 = ¢2,

e
Figuur 1

Euclides

Euclides geeft dit bewijs in meer algemene
vorm in het zesde boek van de Elementen
als stelling 31. Hij vermeldt er niet bij dat
zijn stelling ook een bewijs is voor de stel-
ling van Pythagoras. Ongetwijfeld wist hij

PYTHAGORAS AUGUSTUS 2002




dat, maar... de stelling van Pythagoras was
al bewezen in het eerste boek. Waarom zou
hij er in zijn strakke opbouw van de elemen-
taire meetkunde nog eens op terugkomen?
Andere varianten vinden we onder andere
bij Bézout in zijn Eléments de Géométrie
(Parijs 1768) en bij H.A. Naber (1908).

Einstein

Met de nodige bewondering schrijft Peter
Baptist in zijn Pythagoras und kein Ende
(Leipzig 1997) het bewijs toe aan de jonge
Einstein, die het bewijs van Euclides node-
loos ingewikkeld vond vanwege de vele
hulplijnen. Het is natuurlijk wel prettig het
bewijs te kunnen koppelen aan een van de
grootste geleerden van de twintigste eeuw,
maar helaas was Einstein hiermee niet erg
origineel. Peter Baptist suggereert dat
Einstein dit bewijs als elfjarige bedacht en
dat zou natuurlijk wel vermeldenswaardig
zijn. Maar deze suggestie wordt niet onder-
steund door enige uitspraak van Einstein zelf.
Ik heb dit bewijs (maar niet op jeugdige
leeftijd!) ook bedacht, met het idee dat het
een nieuw bewijs was.

Laten we het maar het bewijs van Einstein
noemen, met de wetenschap dat het - iet-
wat verborgen - al bij Euclides te vinden is.

Het bewijs van de stelling

Hier volgt het bewijs dat de oppervlakten
van twee gelijkvormige driehoeken zich ver-
houden als de kwadraten van overeenkom-
stige zijden. In de gelijkvormige driechoeken
I en II trekken we de hoogtelijnen &, en Ay,
zie figuur 2. Nu is:

opp. I e

opp. 1T~ hor

en wegens de gelijkvormigheid:

’L1 C

he 1

Dus:

opp. 1
opp. Il

¢ ¢
ror )

Voor de andere zijden is het bewijs het-
zelfde.

Figuur 2
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Figuur 1.
Een opengezaagd
siroopblik
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Figuur 4.

We hebben in de super-
markt bij een ander merk
een betere constructie gevon-
den: een buisje met inkepingen;
als je dit blik ondersteboven
houdt, blijft er bijna geen siroop
in het blik achter en met één
keer spoelen blijft er nog
maar een beetje limona-
de achter.




door René Swarttouw

De post

Schaakbord

Jan de Gier en Ruben Koster maakten ons
attent op het feit dat in het vorige nummer
een verkeerde oplossing staat van het
schaakbordprobleem van Bob de Jongste.
De velden A1 en H8 staan op dezelfde dia-
gonaal en hebben dus dezelfde kleur.
Hierdoor gaat de gegeven redenering niet
op. Welke lezer kan aantonen dat het
wel/niet mogelijk is om in 63 sprongen van
A1 - via alle velden - naar H8 te komen?
Laat het ons weten!

Dodecaéder & Icosaéder

Naar aanleiding van de Gulden-snede-afle-
vering van het vorige nummer kreeg de
redactie een e-mail van Jos Groot. Hij wijst
op een interessant boekje van A.K. van der
Vegt, dat onder meer over de dodecaéder
en de icosaéder handelt. Het boekje is voor
niets in PDF-formaat te krijgen via
www.vssd.nl/hlf/a017.htm.

Website over programmeren

Naar aanleiding van de prijsvragen over de
T1-83 heeft Thomas Beuman een website
gemaakt over programmeren op de TI-83.
Middelbare scholieren kunnen hier terecht
om de eerste stappen te leren, maar er zijn
ook lessen die veel dieper op de diverse
mogelijkheden ingaan. Je kunt deze lessen
vinden op www.tbeuman.myweb.nl.
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13 als geluksgetal?

Als je met twee (normale) dobbelstenen
gooit, dan is de som van de uitkomsten
maximaal 12. Frank Roos merkt op dat je
het getal 13 dus met recht een ongeluksge-
tal kunt noemen als kleinste getal boven de
12 dat je niet als som kunt krijgen. Hij stelt
daarom voor één dobbelsteen aan te pas-
sen: zet op die zijvlakken de getallen 7 tot
en met 12. Als je nu beide dobbelstenen
gooit, dan is de kans dat de som gelijk is
aan 13 juist het grootst, namelijk 1/6. Er is
ook nog een andere manier om 13 als
geluksgetal te krijgen: gooi in plaats van
kubus-(zesvlak)dobbelstenen met twee
dodecaéders (regelmatige twaalfvlakken),
met op de vlakken de getallen 1 t/m 12.
Ook dan blijkt de som 13 het vaakst voor te
komen en wel 12 keer op 144 mogelijke uit-
komsten. Kan iemand nog een andere con-
structie vinden waarbij 13 als geluksgetal
optreedt?

Foutje in Islamitische Jali

Van José van Haastrecht en Kees Jol kregen
we een reactie op het artikel van Jan van
de Craats in het aprilnummer over een
Islamitische jali. Ze merken op dat die ene
onregelmatigheid in het molentjespatroon
waarschijnlijk opzettelijk door de steenhak-
ker is gemaakt. Immers, volgens bepaalde
Islamitische opvattingen betekent het stre-
ven naar volmaaktheid concurreren met
Allah. Kunstenaars zullen daarom uit
bescheidenheid een kleine onvolkomenheid
in hun werkstuk aanbrengen.
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door Jan van de Craats

Gu

Iden

ruitenve elvlakken

De Gulden Snede,

Het gulden ruitendertigvlak van Johannes
Kepler (zie figuur 1) is al in de vorige afle-
vering van onze gulden-snedeserie ten
tonele verschenen, maar we hebben er
toen nog lang niet alles over verteld. Wel
hebben we opgemerkt dat de dertig zij-
vlakken gulden ruiten zijn, dat wil zeggen
ruiten waarvan de diagonalen zich verhou-
den als T : 1, waarbij T = (V5+1)/2~ 1,618
het gulden-snedegetal is, de positieve
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deel VI

wortel van de vergelijking 12 = v + 1.

In figuur 2 is zo’'n gulden ruit samen met een
gulden rechthoek getekend. De diagonalen
van de rechthoek zijn evenwijdig aan de zij-
den van de ruit, en omgekeerd. De scherpe
hoek « tussen de diagonalen van de recht-
hoek is dus ook de scherpe hoek van de ruit.
Omdat tano/2 = 1/t kun je a gemakkelijk
berekenen: a = 63,4349... graden.
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Icosaéder en dodecaéder

Keplers dertigvlak, dat we in het vervolg
vaak kortweg Kj zullen noemen, heeft
twee soorten hoekpunten: twaalf punten
waar vijf scherpe hoeken a bij elkaar ko-
men, en twintig punten waar drie stompe
hoeken van 180° — a bij elkaar komen. De
eerstgenoemde zijn de hoekpunten van een
icosaéder (regelmatig twintigvlak), de twee-
de zijn de hoekpunten van een dodecaéder
(regelmatig twaalfvlak).

In feite hebben we K3 in de vorige afleve-
ring ook op zo’n manier geconstrueerd: via
de hoekpunten van een icosaéder en een

dodecaéder waarvan de ribben elkaar lood-
recht middendoor delen.
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Andere gulden ruitenveelvlakken

Naast K3 zijn er nog meer gulden ruiten-
veelvlakken: een twintigvlak Fy; genoemd
naar de Russische kristallograaf E.S.
Fedorow, een twaalfvlak B, dat in 1960
ontdekt is door de wiskundige S. Bilinski,
en twee zesvlakken genaamd A4 en Og.
Allemaal hangen ze met elkaar samen, en
allemaal hebben ze fraaie, onverwachte
eigenschappen.

De zesvlakken Ag en Og

Op twee manieren kun je zes gulden ruiten
tot een veelvlak, een soort scheefgeslagen
kubus, samenvoegen. Bij de ene manier zijn
er twee hoekpunten waar drie ruiten met
hun scherpe hoeken samenkomen, en bij de
andere manier gebeurt dat met drie stom-
pe hoeken. Alle andere hoekpunten zijn
gemengd scherp-stomp.

Omdat de woorden scherp en stomp met
dezelfde letter beginnen, handhaven we de
Engelse namen Ag (‘acute-angled’) en Ogq
(‘obtuse-angled’). In figuur 3 zijn ze afge-
beeld, met in figuur 4 voor elk veelvlak een
uitslag, zodat je ze ook zelf van karton kunt
maken.

Deze twee veelvlakken spelen in de ruimte
een rol die vergelijkbaar is met de dikke en
de dunne ruiten in de Penrose-betegelingen
van het vlak die we in aflevering 3 van onze
serie zijn tegengekomen. Je kunt er name-
lijk aperiodieke ruimtevullingen mee maken.
Een nadere uitleg daarvan is echter lang
niet eenvoudig, en die zullen we hier dan
ook niet geven.




Een band verwijderen

In plaats daarvan keren we terug naar
Keplers dertigvlak Ky. In figuur 5 zie je
hem als draadfiguur getekend, en ook als
een veelvlak waarop een aantal zijvlakken
wit is gekleurd. Ze vormen een band van
ruiten die allemaal via verticale ribben aan
elkaar zitten. Het zijn er in totaal tien (de
band loopt ook aan de achterzijde door).
Als je die tien witte ruiten weghaalt, houd
je twee helften over die precies op elkaar
passen. Het veelvlak dat je krijgt als je ze
samenvoegt, is Fedorows ruitentwintigvlak
Fy. Zie figuur 6.
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Bovenaanzicht

Fedorows ruitentwintigvlak ziet er van opzij
bekeken niet erg symmetrisch uit, maar een
bovenaanzicht ervan vertoont nog steeds
een vijffvoudige symmetrie. Dat bovenaan-
zicht is trouwens gelijk aan dat van Kjy,
want Fy is uit K5, ontstaan door een band
van tien verticale ruiten te verwijderen.
Misschien heb je al opgemerkt dat de rib-
ben van Kj in slechts zes verschillende
richtingen voorkomen (namelijk de richtin-
gen van de zes lichaamsdiagonalen van de
ingeschreven icosaéder). Door het wegsnij-
den van de witte band zijn alle ribben in de
verticale richting verdwenen, en houden we
nog maar ribben in vijf richtingen over.

In figuur 7 (links) hebben we die richtingen
genummerd. De verticale richting zou je
met het cijfer 0 kunnen aanduiden. De weg-
gesneden witte band bevat alle ruiten waar-
van één zijde richting 0 heeft.
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Het twaalfvlak van Bilinski
De band van acht ruiten van Fy, waarvan
een van de zijden richting 1 heeft, is in

figuur 8 wit gemaakt. Wegsnijden van die
band verdeelt het veelvlak weer in twee
helften (kijk ook naar figuur 6, rechts!).
Samenvoegen van die twee delen levert
een twaalfvlak op: het ruitentwaalfvlak B
van Bilinski (figuur 8, rechts). De ribben

van B, hebben nog maar vier richtingen:
2,3,4enb.

We kunnen de truc nu nog één keer uitvoe-
ren. Er zijn daarvoor dan in wezen twee ver-
schillende mogelijkheden. Bij allebei wordt
een band van zes witte ruiten verwijderd
waardoor er een zesvlak overblijft.
Verwijderen van richting 2 of 5 levert een
zesvlak Og, en verwijderen van 3 of 4 levert
een zesvlak Ag. Ga maar na aan de hand
van figuur 9.
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Blokkendoos

Nu komt het mooiste: met een blokken-
doos die ‘scheve blokken’ bevat in twee
soorten (scherpe zesvlakken Ag en stompe
zesvlakken Og, allemaal met ribben van een
vaste lengte), kun je al die veelvlakken B,
Fy en K3o samenstellen.

Omdat alle blokken dezelfde gulden ruiten
als zijvlakken hebben, passen die precies
tegen elkaar. Met wat puzzelen zul je zien
dat twee blokken A4 en twee blokken Og
tot een B, kunnen worden samengesteld,
dat vijf blokken Ag en vijf blokken Og
samen een Fy, maken, en dat tien blokken
Ag en tien blokken Og een K3, kunnen vor-
men (zie figuur 10).

Maar met de blokken uit deze blokkendoos
kun je nog veel meer fraaie vormen samen-
stellen. De kunstenaar Gerard Caris heeft
er prachtige kunstwerken mee gemaakt, zie
bijvoorbeeld de afbeelding op pagina 10.
En ook wiskundig is er nog veel interes-
sants over te vertellen: zoals gezegd, kun je
er — door ze op de juiste manier te combi-
neren — aperiodieke ruimtevullingen mee
maken, analoog aan de Penrose betegelin-
gen van het vlak.




Vragen en opdrachten

1. Onderzoek of er naast Ag en Og nog
meer gulden ruitenzesvlakken mogelijk zijn.
2. Laat zien dat de zijvlakken van Ag hoeken
van 72 en 108 graden met elkaar maken, en
dat de zijvlakken van Og hoeken van 36 en
144 graden met elkaar maken.

3. Laat zien dat de inhouden van Ag en Og
zich verhouden als de gulden snede.

4. Als je uit Fg een band van acht ruiten
wegsnijdt, krijg je een B, (zie figuur 8).
Hoeveel van die banden zijn er, en maakt
het uit welke band je wegsnijdt?

5. Maak voldoende exemplaren van Ag en
Og en stel daarmee zelf de veelvlakken
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By, Fy en Kgi samen. Experimenteer ver-
volgens met het maken van eigen vormen.
6. Als je genoeg exemplaren Ag en Og hebt
gemaakt, kun je controleren wat de
Japanse architect Koji Miyazaki in 1977 ont-
dekte: als je twee exemplaren van Fy, langs
hun symmetrieas met de punten tegen
elkaar plaatst, kun je de ruimte ertussen en
eromheen opvullen met nog dertig exem-
plaren Ag en dertig exemplaren Og tot een
Fyy met ribben die twee maal zo lang zijn.
Door dit proces te herhalen kun je een vol-
ledige ruimtevulling krijgen met vijfvoudige
symmetrie.
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Stuur je oplossing naar:

Pythagoras Olympiade
Mathematisch Instituut

Universiteit Leiden

Postbus 9512

2300 RA Leiden

e-mail: pytholym@math.leidenuniv.nl

Vermeld bij de oplossing je naam,
adres, school en klas. Stuur bij de ant-
woorden ook een toelichting, waarin
uitgelegd wordt hoe je aan het ant-
woord gekomen bent (een berekening
of een bewijs). Insturen is mogelijk tot
en met 15 september 2002. Onder de
inzenders van goede oplossingen
wordt per opgave een boekenbon van
20 euro verloot. Let op: het is de
bedoeling dat je de oplossing zelf vindt!

Hierna volgen de oplossingen van de
opgaven uit het aprilnummer.

Veel succes!

René Pannekoek, Jan Tuitman en
Allard Veldman.
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Problemen

door Dion Gijswijt

Een klas vol leugenaars

In een klas van 20 leerlingen spreekt elke
leerling &f altijd de waarheid, of liegt altijd.
De nieuwe leraar is hiervan op de hoogte
en wil graag weten waar hij aan toe is.
Daarom vraagt hij aan iedere leerling hoe-
veel leugenaars er in de klas zitten.

De antwoorden lopen nogal uiteen:

14, 14, 17, 12, 16, 12, 14, 17, 16, 15,

14, 18, 16, 13, 13, 16, 15, 11, 15, 14.

Toch kan de leraar uit deze antwoorden
afleiden wie de leugenaars zijn en wie de
waarheid spreekt. Hoe?

Wat is de omtrek?

Het vlak is door vier cirkels in twaalf gebie-
den verdeeld. Van elf gebieden is de
omtrek gegeven, zie de figuur. Bepaal de
omtrek van de buitenste rand, dat wil zeg-
gen: de rand van het buitengebied.

Y

3/

Zeven colleges

Arie, Bart, Carmen, Daniel, Esther, Francien,
Gerben en Hendrik volgen samen zeven
wiskundecolleges. Bij ieder college werken
ze in groepjes van twee aan het huiswerk.
Geef aan hoe ze dit op zo’'n manier kunnen
doen, dat ieder tweetal bij precies één col-
lege samenwerkt.

Wat is de oppervilakte?

In de figuur zijn de oppervlaktes van de
twee gearceerde vierkanten gegeven. Wat
is de oppervlakte van het grote vierkant?
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Minuscule Mobiusbandjes

Een Mobiusband is een band
met een slag erin. Door de
slag heeft de Mobiusband een
ongewone topologie. Zo heeft
een gewone band (zonder sla-
gen) twee kanten (binnen- en
buitenkant) en twee randen;
de Mobiusband heeft daaren-
tegen maar één kant en één
rand.

Een groep natuurkundigen
van de universiteit van
Hokkaido (Japan) is erin
geslaagd minuscule Mobius-
bandjes te maken van één
enkel Niobium-Seleen-kris-
tal. De bandjes zelf zijn onge-
veer 1 micrometer dik, terwijl
de diameter van de ring onge-
veer 50 micrometer is. Zij

maakten de bandjes door een
mengsel van Niobium en
Seleen te laten kristalliseren
langs de evenaar van heel
kleine  Seleen-druppeltjes.
Door plotselinge tempera-
tuurveranderingen boog het
bandje voor het zich sloot
zodat er een slag in kwam.
Met dezelfde techniek is het
de onderzoekers gelukt om
ook andere kristallen met een
afwijkende topologie te
maken. Behalve dat het een
technisch hoogstandje be-
treft, bieden deze kristallen
mogelijk een nieuwe weg om
topologische effecten in quan-

tummechanica te bestuderen.
Bl'On: www.nature.com
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In oktober 2001 werden de
Verenigde Staten opgeschrikt
door brieven met miltvuur-
sporen. In totaal raakten 22
mensen besmet met miltvuur,
waarvan er vijf overleden
zijn. Onder de slachtoffers
waren journalisten en ambte-
naren die de brieven hadden
ontvangen, en postbeambten
die de brieven verwerkt had-
den. Maar ook waren er
slachtoffers die niet met de
brieven in aanraking waren
gekomen. Om te achterhalen

Wiskunde tegen
miltvuurbrieven

hoe de besmetting verlopen
kan zijn, heeft de wiskundige
G.F. Webb samen met epide-
mologen een model opgesteld.
Het model laat zien dat de fei-
telijke gebeurtenissen het
best overeenkomen met een
scenario waarin slechts zes
miltvuurbrieven (met daarin
enkele biljarden aan sporen)
gepost zijn. Uit de zes enve-
loppen zijn dan in de diverse
postdistributiepunten sporen
op tenminste 5000 andere
poststukken gelekt, waarmee

uiteindelijk vele duizenden
mensen in aanraking zijn
gekomen. Bij zulke lage doses
speelt de ontvankelijkheid
van de personen een grote rol,
zodat slechts enkelen daad-
werkelijk worden besmet.
Met het model zal het bij een
onverhoopte volgende aan-
slag met miltvuurbrieven
mogelijk zijn sneller de
kwetsbare plaatsen te trace-
ren en daar maatregelen te

nemen.

Bron: www.sciencedaily.com/releases
/2002/05/020514075301.htm
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Moeilijke keuze

Soms is het niet zo belangrijk
of je A danwel B kiest, als er
maar niet teveel mensen zijn
die tegelijkertijd met jou voor
hetzelfde kiezen. Bijvoorbeeld
een beurshandelaar die moet
beslissen tussen aandelen ver-
kopen danwel meer aandelen
bijkopen. Besluit hij tot verko-
pen, maar besluit de meerder-
heid tot inkopen, dan heeft hij
voordeel. Maar besluit de
meerderheid samen met hem
tot inkopen, dan heeft hij
nadeel. Zulke situaties worden
speltheoretisch aangeduid als
minderheidspellen. Bij een
minderheidspel moet een
groep spelers steeds kiezen
tussen A en B. De speler die
samen met de minderheid
heeft gekozen, wint een punt,
die met de meerderheid heeft
gekozen, verliest een punt.
Dergelijke spellen worden
gesimuleerd op de computer,
waarbij gevarieerd wordt in
het aantal spelers en de stra-
tegieén die de spelers hante-
ren. Er wordt niet alleen gelet
op optimale strategieén voor

de spelers afzonderlijk, maar
ook op het succes van het hele
systeem, uitgedrukt in het
totaal aantal punten dat de
spelers tezamen behalen.

In veel gevallen blijkt een
minderheidspel erop uit te
draaien dat de spelers na ver-
loop van tijd gegroepeerd
raken in verstokte A-kiezers
en B-kiezers, die hun keuze
niet meer veranderen, met een
kleine groep daartussen die
hun keuze wel variéren.
Shahar Rod en Ehud Nakar in
Israél hebben een nieuwe vari-
ant bedacht waarbij een goede
keuze een beetje voordeel ople-
vert, maar waarbij je bij een
verkeerde keuze heel veel ver-
liest. Het systeem blijkt zich
dan anders te gaan gedragen:
de spelers blijven hun keuze
wisselen. Opvallend is verder
dat het systeem veel minder
opbrengt dan wanneer alle
spelers geen enkele strategie
zouden gebruiken en hun
keuze gewoon met een worp
van een munt zouden bepalen.

Bron: www.nature.com

Atletiekrecords
en toeval

Op bijna elk WK atletiek
sneuvelt wel een wereldre-
cord. Zo krijg je de indruk
dat atleten alsmaar beter
worden. Volgens Daniel
Gembris en zijn onderzoeks-
team in Duitsland is dat gro-
tendeels schijn. Met een sta-
tistisch model hebben ze
laten zien dat ook als de atle-
ten zelf helemaal niet beter
worden, records toch heel
regelmatig gebroken zullen
worden, alleen door de
schommeling in omstandig-
heden tijdens de wedstrij-
den, zoals temperatuur,
luchtdruk, windkracht, en
doordat er steeds meer pres-
taties geregistreerd worden.

Bron: www.nature.com

Pythagorasbewijzen

De serie ‘Bewijzen van de
stelling van Pythagoras’ van
Bruno Ernst die deze jaar-
gang in dit tijdschrift heeft
gestaan, is uitgegeven in een
boekje. In deze Epsilon-uitga-
ve, die als titel De interes-
santste bewijzen voor de stel-
ling van Pythagoras heeft,
staan verder onder meer het
bekende ‘Chinese bewijs’, een
bewijs dat gebruik maakt
van de ingeschreven cirkel
van een rechthoekige drie-
hoek en een door de auteur
zelf bedacht bewijs dat
gebruik maakt van de omge-
schreven cirkel van een
rechthoekige driehoek. Voor
zover bekend is dit bewijs
niet eerder gepubliceerd.

TE
s1133

Deze zomer is het 50 jaar gele-
den dat de eerste Nederlandse
computer in gebruik werd
genomen. Het was de ARRA,
Automatische Relais Reken-

machine Amsterdam, in het
toenmalige = Mathematisch
Centrum, nu Centrum voor
Wiskunde en Informatica
(CWI) in Amsterdam.
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OPLOSSINGEN NR 5

Een miljoen uur
Er gaan (gemiddeld)
365,2524 dagen in een jaar,

Vierkanten
Er zijn zestien vierkanten

van 1 bij 1, negen van 2 bij 2,

vier van 3 bij 3 en één van 4
bij 4. In totaal zijn dat
16 +9+4+1=30
vierkanten.

De trein
De trein doet vier minu-
ten over een kilometer. Na

Meerpaal
Eenzesde deel meet
anderhalve meter. De paal is
dus negen meter lang.

Waar of niet waar?
Ben kan niet zeggen dat

dus er gaan 365,2524 x 24 =
8766,0576 uren in een jaar. Eén
miljoen gedeeld door dit getal

vier minuten is de neus van de
trein uit de tunnel. Na nog eens
vier minuten de staart. In totaal

Johan zegt dat hij Johan is.
Dus is het Johan die zegt:
‘Ben zegt dat hij Johan is.’

geeft 114,076 jaar. Heel wei-
nig mensen zullen dus een
miljoen uur leven.

duurt het dus acht minuten
voordat de trein helemaal
de tunnel uit is.

Door een onzorgvuldigheid bij het drukpro-
ces van het vorige nummer is de afdruk van
de afbeelding op pagina 10 (een kunstwerk
van Gerard Caris) van slechte kwaliteit.
Hiernaast is het kunstwerk (Reliefstructure
1R - 1 uit 1993) nogmaals afgebeeld.

Ook in de afbeelding van het 3n+1-pro-
bleem (pagina 28/29) is een onzorgvuldig-
heid geslopen. Van 19 gaat er een pijltje

naar 29, maar dit moet 58 zijn. Van 13 gaat
er een pijltje naar 20, terwijl dit 40 moet zijn.
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Pythagoras wordt gesponsord door de wiskunde-
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Nederlandse Onderwijs-commissie voor Wiskunde en richt
zich tot alle leerlingen van VWO en HAVO. Pythagoras stelt
zich ten doel jongeren kennis te laten maken met de leuke en
uitdagende kanten van wiskunde.

Abonnementen

Een abonnement op Pythagoras begint in september en
eindigt in augustus van het volgende jaar. Aanmelden kan
op één van de volgende manieren:

telefonisch: 0522 855175,

per fax: 0522 855176,

via Internet: www.science.uva.nl/misc/pythagoras/
schriftelijk (een postzegel is niet nodig):

Pythagoras, Antwoordnummer 17,

NL- 7940 VB Meppel.
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Een jaarabonnement op Pythagoras (6 nummers) kost
€ 17,92. Losse nummers kosten € 3,86.

Overige prijzen per jaar:

Pythagoras Belgié € 21,07

Pythagoras buitenland € 24,73

Pythagoras én Archimedes € 31,54

Pythagoras én Archimedes Belgié € 36,44

Pythagoras én Archimedes buitenland € 37,89

Betaling

Wacht met betalen tot u een acceptgirokaart krijgt thuisge-
stuurd. Bij tussentijdse abonnering ontvangt en betaalt u
alleen de nog te verschijnen nummers van de lopende jaar-
gang. Alle abonnementen zijn doorlopend, tenzij voor 1 juli
schriftelijk is opgezegd bij de abonnee-administratie:
Pythagoras, Postbus 41, 7940 AA Meppel.

Bulkabonnementen

Voor scholen zijn er bulkabonnementen.

Bulkabonnement Nederland: € 12,48 per jaar.
Bulkabonnement Belgie: € 16,11 per jaar.

Minimum afname: vijf stuks, altijd 1 exemplaar gratis.

De nummers en de rekening worden naar één (school)adres
gestuurd. Dit schoolabonnement loopt aan het eind van
het jaar af. Telefonisch aanmelden bij de abonnee-
administratie: 0522 855175.

Leerlingabonnementen

Voor individuele leerlingen in het middelbaar onderwijs (tot
18 jaar) zijn er leerlingabonnementen.

Leerlingabonnement Nederland: € 14,75 per jaar.
Leerlingabonnement Belgie: € 18,59 per jaar. Nummers en
rekening worden naar het huisadres gestuurd. Het leerling-
abonnement is een doorlopend abonnement. Leerlingen
dienen bij aanmelding hun geboortedatum en school te
vermelden. Telefonisch aanmelden: 0522 855175.

Bestelservice

Bij de abonnee-administratie in Meppel zijn te bestellen de
jaargangen 36 t/m 39 (€ 11,34 excl. verzendkosten)
jaargang 40 (€ 17,92 excl. verzendkosten) en de posters
'zeef van Eratosthenes’ en ‘Onmogelijke driehoek’ (€ 3,40
excl. verzendkosten).







