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Een nieuwe jaargang van Pythago-
ras en dus ook een nieuw thema: in 
deze 42-ste jaargang staan veel-
vlai<ken centraal. In elk nummer 
vind je hier minstens twee artikelen 
over. Maar er is meer: ook de prijs-
vraag staat in het teken van het 
jaarthema. Een prijsvraag waarvoor 
de redactie een flinke opslagruimte 
voor de inzendingen nodig zal heb-
ben, hopen we. Je kunt grote geld-
prijzen winnen. Op pagina 16 lees je 
er meer over. 
In dit eerste nummer bieden we 
onze abonnees een cd-rom aan, 
waarop een demoversie staat van 
Ceocadabra. Lees er alles over op 
pagina 26. Het extra dikke februari-

nummer zal een prachtig kleurenka-
tern bevatten. Om deze redenen 
verschijnt Pythagoras deze jaar-
gang vijf keer. 
De succesvolle rubrieken Kleine 
nootjes en Problemen - Oplossin-
gen blijven zoals ze waren. De Py-
thagoras Olympiade is in een nieuw 
jasje gestoken. Ook inhoudelijk is 
hier iets veranderd: behalve de 
vertrouwde individuele laddercom-
petitie, houden we vanaf nu ook 
een klassenladdercompetitie bij. 
De winnende klas ontvangt enkele 
mooie boeken voor in de school-
bibliotheek. 
We wensen je veel plezier met de 
nieuwe jaargang van Pythagoras. 

INHOUD 
2 - 3 Kleine nootjes 

4 - 9 De regelmaat van 
veelvlakken 

10-11 Pythagoras Olympiade 

12-15 Irrationale getallen 

16-17 Veelvlakkenprijsvraag 

18 -19 Journaal 

20 - 23 Zelf veelvlakken maken (1) 

24 - 25 Problemen - Oplossingen 

26 - 30 Kijken naar Platonische 
veelvlakken 

31 Oplossingen nr. 6 
De post 

32 Activiteiten 
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door Chris Zaal Kleine nootjes zijn 
eenvoudige opgaven 
d ie iedereen zonder enige 
wiskundige voorkennis kan 
oplossen. 
De antwoorden vind je in 
het volgende nummer 
van Pythagoras. 

Kleine . 
n««tjes 
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Bron: 
Dick Deetman, Hersenkrakers, 
Kosmos-Z&K Uitgevers, 1994. 
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door A.K. van der Vegt 
en Marco Swaen 

wam 

Pythagoras, Plato, Archimedes en Kepler 
verwonderden zich er al over: hoe prach-
tig regelmatig veelvlakken in elkaar kun-
nen zitten. Ongeslagen aan de top staan 
wat dat betreft de Platonische lichamen, 
in dit artikel bekijken we waarom. 
Vervolgens zullen we een kijkje nemen in 
de subtop waar regelmaat ook uitbundig 
voorhanden is. 

Veelvlakken 
Veelvlakken zijn ruimtelijke objecten die 
alleen platte zijvlakken hebben. Cilinders en 
bollen zijn dus geen veelvlakken, balken en 
piramides zijn het wel. Waar de zijvlakken 
aan elkaar grenzen, zitten de ribben van het 
veelvlak, en waar de ribben elkaar tegenko-
men, zitten de hoekpunten. 
Een belangrijk begrip bij veelvlakken is con-
vexiteit. Simpelweg zou je kunnen zeggen 
dat een veelvlak convex is als er geen deu-
ken in zitten. Iets nauwkeuriger gezegd: als 
je tussen twee punten van een convex veel-
vlak een touwtje strak spant, dan zit dat 

Links Figuur 1. 
Een kubus in 48 verschillende standen, toch ziet de 
kubus zelf er steeds hetzelfde uit. (foto's: lolanda Swaen) 

touwtje overal tegen het veelvlak geklemd. 
Het veelvlak in figuur 10 op pagina 9 is een 
voorbeeld van een niet-convex veelvlak. 

... en regelmaat 
Bij het woord regelmaat denk je waarschijn-
lijk eerder aan dingen als een hartslag of een 
uitbetaling, dus aan zaken die zich herhalen. 
Als we van een figuur of een vorm zeggen 
dat hij regelmatig is, dan heeft dat door-
gaans met symmetrie te maken. 
Bijvoorbeeld: 'die persoon heeft een mooi 
regelmatig gezicht' wil zeggen dat diens 
gezicht symmetrisch is, oftewel dat het 
gezicht er gespiegeld net zo uitziet als in het 
echt. Op dezelfde manier kun je zeggen dat 
een vierkant een behoorlijk regelmatige 
figuur is, je kunt hem namelijk spiegelen in 
vier verschillende assen, en draaien over 
hoeken van 90, 180 en 270 graden, waarbij 
hij er elke keer weer precies hetzelfde uit-
ziet. En zo is de bol het summum van regel-
maat met zijn eindeloze aantal draaiassen, 
spiegelassen en spiegelvlakken. 
Het bekendste veelvlak is ongetwijfeld de 
kubus. De kubus is bijzonder regelmatig: 
hij ziet er maar liefst op 48 manieren pre-
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cies hetzelfde uit als zichzelf. Je kunt hem 
namelijk spiegelen in zes verschillende 
vlakken, in drie assen en in het middel-
punt; je kunt hem draaien om drie assen 
en om zijn vier lichaamsdiagonalen. Steeds 
ziet hij er weer hetzelfde uit, zie figuur 1. 

Regelmaat en congruentie 
Het is in de wiskunde betrekkelijk modern 
om symmetrie te bekijken vanuit spiegelin-
gen en draaiingen van het hele object. 
Deze benadering is geïntroduceerd in 
1872 door Felix Klein en legt een duidelijk 
verband tussen meetkunde en algebra. De 
interesse voor regelmatige veelvlakken 
stamt echter uit een ti jd dat de symmetrie 
bekeken werd als de gelijkheid van afzon-
derlijke onderdelen van het object. Zo zou 
je de symmetrie van een gezicht ook kun-
nen onderzoeken door linker en rechter 
ogen, oren, wangen, neusvleugels, enzo-
voort met elkaar te vergelijken. 

Laten we op die 'ouderwetse' manier de 
regelmaat van de kubus eens bekijken. 
Welke onderdelen van de kubus zijn gelijk 
aan elkaar? Om te beginnen kijken we naar 
de zijvlakken afzonderlijk. In elk zijvlak zijn 
de zijden gelijk aan elkaar, en ook de hoe-
ken. Dit kunnen we formuleren als: 
1. De zijvlakken zijn regelmatige veel-
hoeken. 
Vergelijken we de zijvlakken met elkaar, 
dan stellen we vast dat die allemaal gelijk 
zijn van vorm en afmeting, ofwel: 
2. De zijvlakken zijn congruent. 
Alle ribben van de kubus zijn gelijk aan 
elkaar, ze zijn immers allemaal even lang. 
Dit hoeven we niet apart te vermelden, 
het volgt namelijk al uit 1 en 2. 
Tenslotte de hoekpunten. Wanneer zijn 
twee hoekpunten eigenlijk gelijk? In het 
platte vlak kun je hoeken opmeten om te 
zien of ze aan elkaar gelijk zijn, terwijl dat 
in de ruimte veel gecompliceerder is. Maar 
om te zien of twee hoeken in het platte 
vlak gelijk zijn, kun je ze ook gewoon op 
elkaar leggen; bedekken ze elkaar precies, 
dan zijn ze gelijk. Precies zo doe je het in 
de ruimte. Twee ruimtelijke hoeken zijn 
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gelijk als ze precies in elkaar passen, 
ofwel: als ze congruent zijn. Bij de hoek-
punten van de kubus is dit duidelijk het 
geval: 
3. De hoekpunten zijn congruent. 
Het voordeel van deze 'ouderwetse' bena-
dering is dat hij eenvoudige criteria ople-
vert die je bij andere veelvlakken gemak-
kelijk kunt nagaan. De gebruikelijke defini-
tie van regelmatig veelvlak is hierop geba-
seerd. Voor het vervolg leggen wij hem 
hier vast: 

Definitie. Een regelmatig veelvlak is een 
veelvlak waarvoor geldt: 
1. de zijvlakken zijn regelmatig; 
2. de zijvlakken zijn congruent; 
3. de hoekpunten zijn congruent; 
4. het veelvlak is convex. 

Regelmatige veelvlakken 
De kubus is niet het enige regelmatige 
veelvlak. Neem maar vier gelijkzijdige drie-
hoeken en maak daarvan een driehoekige 
piramide. Het resultaat is een regelmatig 
veelvlak met vier hoekpunten, dat bekend 
staat als het regelmatig viervlak of de te-
traëder. De naam tetraëder stamt uit het 
Grieks; ' tetra' betekent 'vier' en 'hedron' 
is een 'vlak'. Die Griekse naam is niet toe-
vallig, de Grieken gingen ons namelijk 
voor in de studie van veelvlakken. 
Latere schrijvers beweren dat Pythagoras 
(rond 550 voor Christus) drie regelmatige 
veelvlakken kende. Dat waren de kubus, 
de tetraëder en het regelmatige twaalfvlak 
of dodecaëder ('dodeka' is 'twaalf'). De 
dodecaëder is opgebouwd uit twaalf regel-
matige vijfhoeken; in elk hoekpunt komen 
er drie bij elkaar. Waarschijnlijk had men 
de dodecaëder leren kennen van de 
pyrietkristallen die in Zuid-ltalië veel voor-
komen, zie figuur 2. 



Plato 
Zo'n 150 jaar later heeft Plato (427-347 
voor Christus) het over vi/f regelmatige 
veelvlakken. Behalve de drie van Pytha-
goras waren dat het regelmatige achtvlak 
en twintigvlak, respectievelijk de octaëder 
en de icosaëder ('okto' is 'acht', 'eikosi' is 
'twintig'). Op bladzijde 26 zie je ze alle vijf 
afgebeeld. 
Voor Plato lag in deze vijf regelmatige veel-
vlakken de essentie van de gehele natuur 
besloten. Hij bracht ze in verband met de 
vier elementen: vuur, lucht, water en aarde. 
De tetraëder stond voor vuur vanwege de 
scherpe punten. De icosaëder stond voor 
water vanwege de stompe (= gladde) hoe-
ken. Lucht zit tussen water en vuur, daarom 
is lucht de octaëder die immers tussen de 
tetraëder (drie driehoeken in een hoekpunt) 
en de icosaëder (vijf driehoeken in een 
hoekpunt) in zit. Tenslotte stond de kubus 
voor aarde, omdat hij stevig als een berg is. 
De overblijvende dodecaëder stond voor 
het hemelgewelf, omdat hij er het meest 
bolvormig uitziet. Sindsdien worden deze 
vijf veelvlakken de Platonische lichamen of 
Platonische veelvlakken genoemd, zie 
figuur 3. 

De vijf Platonische lichamen 
Terwijl er in het platte vlak een eindeloze rij 
van regelmatige veelhoeken is (gelijkzijdige 
driehoek, vierkant, regelmatige vijfhoek, 
zeshoek, enzovoort), zijn er in de ruimte 
maar vijf regelmatige veelvlakken. Dat er 
niet meer zijn, blijkt door de mogelijkheden 
systematisch af te zoeken. 
In een hoekpunt moeten minstens drie zij-
vlakken bij elkaar komen. Volgens eis 3 
moet elk hoekpunt hetzelfde zijn, dus we 
moeten in een keer vastleggen hoeveel zij-
vlakken er per hoekpunt zullen zijn. 
Stel je neemt drie zijvlakken in een hoek-
punt, zie figuur 4. 

Figuur 4. 

Neem je driehoeken, dan krijg je de tetraë-
der, neem je vierkanten, dan krijg je de 
kubus en neem je vijfhoeken, dan krijg je de 
dodecaëder. Neem je zeshoeken, dan blij-
ven alle zijvlakken in het platte vlak liggen. 
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Je kunt ook vier zijvlakken per hoekpunt 
nemen, zie figuur 5. Doe je dat met drie-
hoeken, dan krijg je de octaëder, doe je dat 
met vierkanten, dan kom je niet meer uit 
het platte vlak. 
De laatste mogelijkheid is vijf zijvlakken per 
hoekpunt, zie figuur 6. Dat kan alleen met 
driehoeken en dat levert de icosaëder. 

t _ _ V\ J t _ _ 

VVV 
Figuur 6. 

Bijna regelmatig 
De vijf Platonische lichamen zijn niet de 
enige veelvlakken waar interessante sym-
metrie in zit. Veel veelvlakken voldoen wel 
aan de meeste eisen uit onze definitie, 
maar niet aan alle tegelijk. Afhankelijk van 
de eisen waar ze wel aan voldoen, zijn ze 
ingedeeld in families met illustere namen, 
zoals de Archimedische lichamen, de Delta-
vlakken, de Catalan-veelvlakken en de 
Kepler-Poinsot-sterren. Om je een indruk te 
geven van de vele mogelijkheden, laten we 
uit elk van deze families een voorbeeld zien. 

Zijvlakken niet regelmatig 
In figuur 7 zie je de deltoïdicositetraëder, 
opgebouwd uit congruente vliegers waar-
van er soms drie en soms vier in een hoek-
punt samenkomen. Het is een van de der-
tien zogenaamde Catalan-veelvlakken, ge-
noemd naar Eugene Charles Catalan, die ze 
in de negentiende eeuw als eerste beschreef. 
De Catalan-veelvlakken zijn convexe veel-
vlakken, met congruente zijvlakken die niet 
regelmatig hoeven te zijn. De hoekpunten 
zijn niet congruent, maar wel zijn ze regel-
matig in de volgende zin: de ribben die er 
samenkomen maken onderling steeds 
dezelfde hoek. De Catalan-veelvlakken vol-
doen aan de eisen 2 en 4. 

Zijvlakken niet congruent 
De familie van de Archimedische lichamen 
bestaat uit dertien convexe veelvlakken, die 
zijn opgebouwd uit regelmatige veelhoe-
ken. Elk hoekpunt is op dezelfde manier 
samengesteld. Uit deze familie zie je in 
figuur 8 de zogenaamde afgeknotte icosaë-
der, bekend van het patroon van de voet-
bal. Hij is opgebouwd uit vijfhoeken en zes-
hoeken, in elk hoekpunt komen twee zes-
hoeken en een vijfhoek bij elkaar. De 
Archimedische lichamen voldoen aan de 
eisen 1, 3 en 4. 

Hoekpunten niet congruent 
Welke convexe veelvlakken kun je maken 
met congruente regelmatige zijvlakken? 
Dat blijken er meer dan honderd te zijn. 
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Beperk je je tot gelijkzijdige driehoeken, 
dan zijn het er nog maar minder dan tien, 
de deltavlakken geheten. Drie heb je er in 
het voorafgaande leren kennen: de tetraë-
der, de octaëder en de icosaëder. In figuur 
9 zie je een deltavlak met zes zijvlakken: de 
driehoekige dipiramide. Het is leuk de 
andere zelf te vinden. De deltavlakken vol-
doen aan de eisen 1, 2 en 4. 

Niet convex 
In figuur 10 zie je de kleine sterdodecaëder. 
Je kunt het zien als een veelvlak dat is 
opgebouwd uit zestig gelijkbenige (gulden) 
driehoekjes. Op die manier voldoet het 
alleen aan eis 2 (congruente zijvlakken) en is 
dus verre van 'regelmatig'. Maar je kunt op 
een interessantere manier naar dit veelvlak 
kijken, en dan is het net zo regelmatig als 
een dodecaëder, alleen is het niet convex. 

Daartoe moet je wel het begrip 'regelmati-
ge veelhoek' wat oprekken, waarbij een 
pentagram een regelmatige vijfhoek is, 
maar dan van orde 2 omdat hij twee keer in 
plaats van één keer rond gaat. De kleine 
sterdodecaëder is dan opgebouwd uit 
twaalf van die tweede orde vijfhoeken (zie 
figuur 11), waarvan er in elk hoekpunt vijf 
aan elkaar zitten. Dit 'hogere orde'-veelvlak 
behoort tot de vier Kepler-Poinsot sterren, 
de regelmatige niet-convexe veelvlakken. 

Figuur 11. 
Het pentagram, de regelmatige 
vijfhoek van de tweede orde 

Meer informatie is te vinden in Regelmaat 
in de ruimte van A.K. van der Vegt, ISBN 
90-407-1274-3 Delft Univerity Press. 
Op 15 april 2002 overleed A.K. van der Vegt. 
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Pythagoras 
Olympiade 
door René Pannekoek, Jan Tuitman 
en Allard Veldman OPGAVE 
In elk nummer van Pythagoras tref Je 
de Pythagoras Olympiade aan: t w e e 
uitdagende opgaven die Je doorgaans 
niet in de schoolboeken tegenkomt. 
Ga de uitdaging aan en stuur ons Je 
oplossing! Onder de goede leerling-
inzenders wordt per opgave een boe-
kenbon van 20 euro verloot. Ook wor-
den er prijzen aan het eind van het sei-
zoen weggegeven: voor de drie leer-
lingen die over de hele Jaargang het 
beste hebben gescoord zijn er boeken-
bonnen van 120, 100 en 80 euro. 
Verder kun Je Je met Je hele klas op de 
opgaven storten. De klas die aan het 
eind van het seizoen bovenaan staat, 
wint drie prachtige boeken voor de 
schoolbibliotheek. De stand van de 
laddercompetities wordt bijgehouden 
op de homepage van Pythagoras. 

Hoe in te zenden 
Insturen kan per e-mail: 

pytholym@math.leidenuniv.nl, 
of op papier naar het vo lgende adres: 

Pythagoras Olympiade 
Mathematisch Instituut 
Universiteit Leiden 
Postbus 9512 
2300 RA Leiden. 

Voorzie het antwoord van een duideli jke 

toel icht ing (dat wil zeggen: een bereke-

ning of een bewijs). Vermeld bij een indi-

viduele inzending je naam, adres, school 

en klas. Bij een klasseninzending vermeld 

je je klas, de naam van de wiskundedo-

cent en van de school en het adres van 

de school. Je inzending moet bij ons bin-

nen zijn vóór 15 november 2002. 

V ind alle getal len x waarvoor er een 

dr iehoek bestaat met z i jden 1, x en x^. 

OPGAVE 

Laat a, b ene gehele ge ta l len onge-

lijk aan nul zijn met aTé:c, zó dat 

a _ a^ + 6̂  
c ~ é + b''' 

Bewijs da t 0"+ ö^+ ĉ  g e e n pr iem-

geta l is. 



OPLOSSING 

OPLOSSING 

Laat A een verzameling van N verschil-
lende getallen uit {1 , 2,..., 100} zijn 
zodat de som van twee verschillende 
elementen van A nooit deelbaar door 
10 is. Wat is de grootste waarde die N 
kan hebben? 
Oplossing. We kijken naar restklassen 
modulo 10. Omdat de som van twee 
getallen uit A niet deelbaar mag zijn 
door 10, kan A niet zowel een tienvoud 
plus 4 als een tienvoud plus 6 bevat-
ten. Ook kan A niet twee tienvouden 
of twee tienvouden plus 5 bevatten. 
De grootst mogelijke verzameling 
bevat dus vier gehele restklassen (bij-
voorbeeld alle getallen die een tien-
voud plus 1, 4, 7 of 8 zijn), één tien-
voud en één tienvoud plus 5. Dit zijn 
4 • 10 -I- 2 = 42 getallen, dus A'̂  is maxi-
maal 42. 
Deze opgave werd opgelost door: Jaap Bak te 
Amstelveen, Thomas Beuman van het R.K. 
Gymnasium Juvenaat H.H. te Bergen op Zoom, 
Elias C. Buissant des Amorie te Castricum, Birgit 
van Dalen van de Vtaardingse Openbare 
Scholengemeenschap te Vlaardingen, P. Dekker 
van het Erasmus College te Rotterdam, Bram 
Kuijvenhoven van het Atlas College te Rijswijk, 
Taco Vader van het Gertrudis College te 
Roosendaal en H. Verdonk te Den Haag. 
De boekenbon gaat naar Thomas Beuman. 

Beschouw een 10 bij 10 schaakbord 
waarvan alle 100 vakjes wit zijn. 
Nummer de vakjes op het bord van 1 
tot en met 100, door linksboven te 
beginnen met 1 en eerst de eerste rij 
af te lopen van links naar rechts, dan 
de tweede van links naar rechts, enzo-
voort. Kleur nu een aantal vakjes zwart, 
en wel zo dat de helft van de vakjes in 
elke kolom zwart is en de helft van de 
vakjes in elke rij ook. Bewijs dat de 
som van de getallen op de zwarte vak-
jes gelijk is aan de som van de getallen 
op de witte vakjes. 
Oplossing. We kijken bij elk getal naar 
het aantal tientallen en het aantal een-
heden (bijvoorbeeld 43 heeft 4 tiental-
len en 3 eenheden, waarbij we een 
getal als 50 zien als 4 tientallen en 10 
eenheden). In elke kolom hebben alle 
getallen hetzelfde aantal eenheden en 
in elke rij hebben alle getallen hetzelf-
de aantal tientallen. Omdat in elke rij 
en kolom evenveel zwarte als witte 
vakjes liggen, is het totale aantal zwar-
te tientallen dus gelijk aan het totale 
aantal witte tientallen; hetzelfde geldt 
voor de eenheden. De som van de 
zwarte getallen is dus gelijk aan de 
som van de witte getallen. 
Deze opgave werd opgelost door: Thomas Beuman 
van het R.K. Gymnasium Juvenaat H.H. te Bergen 
op Zoom, Elias C. Buissant des Amorie te 
Castricum, Birgit van Dalen van de Vlaardingse 
Openbare Scholengemeenschap te Vlaardingen, 
Bram Kuijvenhoven van het Atlas College te 
Rijswijk en Taco Vader van het Gertrudis College 
te Bergen op Zoom. 
De boekenbon gaat naar Taco Vader. 
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zijn. Maar nu hebben we een tegenspraak 
bereikt, want als t en n allebei even zijn, 
hebben ze de gemeenschappelijke deler 2, 
wat in tegenspraak is met het feit dat we 
hadden aangenomen dat t en n geen 
gemeenschappelijke delers groter dan 1 
hebben. 

Het gulden-snedegetal is irrationaal 
Bij het gulden-snedegetal x vertalen we de 
meetkundige definitie eerst in algebraïsche 
termen. In figuur 2 zie je een regelmatige 
vijfhoek ABCDE met diagonalen AC, AD, 
BD, BE en CE. Als de zijden van de vijf-
hoek lengte 1 hebben, hebben de diagona-
len dus lengte T. 
Elke diagonaal is evenwijdig met de zijde 
die er tegenover ligt, en dus is vierhoek 
BCDR een parallellogram (zelfs een ruiti), 
zodat ook DR = 1 is. Verder zijn om dezelf-
de reden de driehoeken EAR en DBC 
gelijkvormig, zodat RA : EA = CB -.DB = 
1 : T en dus is RA = 1/x. 
\}\Xx = DA = DR+RA = \ + 1/x volgt dan 
dat T een oplossing is van de vergelijking 
X = 1 + 1/x, die ook geschreven kan worden 
als x2 - X - 1 = 0. Deze vergelijking heeft 
een positieve en een negatieve oplossing. 
De positieve is (1 -I- V5)/2 , en dat moet dus 
de waarde van x zijn. Omdat s/b irrationaal 
is (dat bewijs je net zo als de irrationaliteit 
van v'2 I, volgt hieruit dat T irrationaal is. 

c 

7^ N 

D 
y / 

V ̂ \ 7' 
D i \ 

\ 
^ X y 

; \^' / 

E 
l y -IN \ V 

E A 

F guur 2 Vijfhoek en 9^ Iden snede 

Een meetkundig bewijs 
De irrationaliteit van r kun je ook meetkun-
dig bewijzen. Natuurlijk ook weer uit het 
ongerijmde. Neem aan dat de onvereen-
voudigbare breuk t/n gelijk is aan x. 
Uiteraard is de noemer n dan minimaal: 
elke andere breuk die x voorstelt, heeft 
een grotere noemer. Uit figuur 2 is duidelijk 
dat X < 2, want x = BD < BC + CD = 2. 
Verder islix = RA = DA-DR = x-l = 
(t /n) - 1 = (t-n)/n, dus x = n/{t~n) is ook 
een schrijfwijze van x als breuk. Maar uit 
X < 2 volgt t < 2n, dus t-n < n, en dus 
heeft de nieuwe schrijfwijze x = n/(t-n) een 
noemer die kleiner is dan re, een tegen-
spraak! 

51 miljard decimalen 
Het geven van bewijzen dat JT en e irra-
tionaal zijn, is moeilijker. Je hebt daarvoor 
wiskundige technieken nodig die in het 
eerste jaar van een universitaire wiskunde-
studie worden behandeld. Ook het vinden 
en uitvoeren van algoritmen om de decima-
le ontwikkeling van zulke irrationale getal-
len te bepalen, is vaak veel moeilijker dan 
het vinden van de decimale ontwikkeling 
van een breuk. Dat laatste gaat gewoon 
met een staartdeling. Het is een sport 
geworden om zoveel mogelijk decimalen 
in de ontwikkeling van ji te bepalen: op dit 
moment zijn er al meer dan 51 miljard 
decimalen bekend! Wat men in feite altijd 
doet bij het bepalen van de decimale ont-
wikkeling van een irrationaal getal, is het 
berekenen van een rij breuken die het 
desbetreffende irrationale getal steeds 
nauwkeuriger benaderen. Elk van die breu-
ken zet men daarbij om in een decimale 
ontwikkeling die men na een voldoende 
aantal stappen afbreekt. 
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De decimalen van het getal e 
Voor het getal e, het grondtal van de 
natuurlijke logaritme, geldt de reeks-
ontwikkeling 

1 1 1 1 1 
^ + Ï! + 2! + 3! + i! + 5!+-

Hierbij betekent è! (uitgesproken als 
'^-faculteit') het product 1 x 2 x 3 x ••• x fe. 
Als je die reeks voor het getal e na « ter-
men afbreekt, de som onder één noemer 
brengt en de breuk zoveel mogelijk vereen-
voudigt, krijg je een benadering van e. In 
figuur 3 staan deze benaderende breuken 
met hun decimale ontwikkeling voor n = 2, 
3,..., 11 . Merk op hoe snel de reeks conver-
geert! Om de 50 correcte decimalen uit 
figuur 1 te vinden, hoef je niet verder te 
gaan dan n = 42. Ter vergelijking: een 
ander bekend benaderingsrecept van e 
door een rij breuken wordt gegeven door 
de formule a„ = {(n+l)/n)'K Men kan bewij-
zen dat lim,i_>oon„ = e, maar bij de duizend-
ste term zijn er nog maar twee decimalen 
goed: oiooo = {1001/1000)iooo = 2,7169... 
Dat schiet niet op! 

Opgaven 
1. Bewijs dat de getallen i^log 7, -Jz, s/ï, 
v^en v/2 + y3 irrationaal zijn. 
2. Toon aan dat de wortel uit een positief 
irrationaal getal zelf ook een irrationaal 
getal is. Is het omgekeerde ook waar? 
3. Probeer een bewijs te geven van de vol-
gende stelling: als het positieve gehele 
getal n geen kwadraat van een geheel getal 
is, dan is ,/n irrationaal. 

aP irrationaal? 
We hebben het getal n'^ gegeven als een 
voorbeeld van een getal waarvan we nog niet 
weten of het irrationaal is of niet. Dat getal is 
van de vorm o'', met a en ö allebei irratio-
naal. Misschien denk je dat zo'n getal a* 
vanzelf al irrationaal moet zijn als a en b ook 
irrationaal zijn, maar die vlieger gaat niet op. 
Dat er irrationale getallen a en ft moeten 
bestaan met a* rationaal, kun je vrij eenvou-
dig inzien. 

Neem het getal w = \f2 ~ . Als w rationaal 
zou zijn, zou je al gelijk een voorbeeld heb-
ben, namelijk n = \fï en h= \pi. Als w 
daarentegen irrationaal zou zijn, heb je óók 
een voorbeeld, neem dan namelijk a = ui en 
b = s/ï, want 

N / 2 ^ sfl' = \/2' = 2 

en 2 is een natuurlijk, en dus ook een ratio-
naal getal. 

Op deze manier heb je dus een recept 
waarmee je een voorbeeld kunt geven: als 
w rationaal is, neem dan a = 6 = ^2 ; als u» 
irrationaal is, neem dan a = \f2 en ft = ^2 . 
Maar welk van de twee voorbeelden is nu 
het goede? Om dat uit te maken, heb je 
heel wat geavanceerdere wiskunde nodig. 
Uit een algemene stelling die in 1934 bewe-
zen is door Gel'fond en Schneider volgt dat 
w irrationaal is. 

15 

5 
2 
8 
3 

65 
2-1 

I6:i 
60 

1957 
720 

2,5000000000. 
2,6666666666. 
2,7083333333. 
2,7166666666. 
2,7180555555. 

685 
2.52 

109601 
40320 
986 11 
36288 

9861101 
3628800 
13563139 
4989600 

2,7182539682. 
2,7182787698. 
2,7182815255. 
2,7182818011. 
2,7182818262. 

Figuur 3. Benaderende breuken uit de reeksontwikkeling voor het getal e 
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Veelvlakken zijn er in een eindeloze varia-
tie, van de vertrouwde kubus tot het gul-
den ruitendertigvlak, van de driehoekige 
piramide tot de kleine sterdodecaëder en 
de grote romben-icosadodecaëder. Elk 
veelvlak laat iets zien van de samenhang 
en symmetrie die in de ruimte mogelijk 
zijn. 

Opdracht 
Kies of bedenk een veelvlak en maak er 
een model van waarin je laat uitkomen hoe 
bijzonder dat veelvlak is: hoe verrassend 
zit het veelvlak in elkaar, hoe kan het wor-
den opgesplitst, welke prachtige symme-
trie heeft het, hoe kun je een route over 
de ribben maken, welke bijzondere kleu-
ring van de zijvlakken is er mogelijk, enzo-
voort, enzovoort. 
Maak het model van hout, papier, plastic, 
steen, kurk, ijzerdraad, gips, of welk duur-
zaam materiaal dan ook. Het model mag 
beweegbaar zijn zodat het in verschillende 
standen nog meer zichtbaar maakt van het 
veelvlak. In plaats van één veelvlak mag je 
ook een aantal veelvlakken kiezen als 
onderwerp; in dat geval bestaat je inzen-
ding uit een serie modellen. Ook mag je 
een virtueel model maken: een animatie 
van (het) veelvlak(ken) op de computer. 

3. Klasseninzending: een klassenwerkstuk, 
waaraan door een gehele klas is gewerkt. 
De inzending bestaat uit de opdracht en 
een gezamenlijk werkstuk, of, als er meer-
dere werkstukken zijn gemaakt, drie werk-
stukken, plus een documentatie van de 
overige. 
4. Animatie: bewegende beelden op de 
computer, speelduur van hoogstens 2 
minuten. 
In elke categorie wordt een hoofdprijs van 
500 euro uitgereikt. De allerbeste inzen-
ding wordt beloond met een extra prijs 
van nogmaals 500 euro. Daarnaast zijn er 
nog vele extra prijzen beschikbaar, waar-
onder grafische rekenmachines TI-83 Silver 
Plus Edition en het software-pakket 
Mathematica. Hoe creatiever je bent, hoe 
meer de jury dat zal waarderen! De jury zal 
bestaan uit Rijkje Dekker, Thijs 
Notenboom, Govert Schilling, Piet van 
Mook, onder leiding van prof. F. van der 
Blij. De winnaars worden bekend gemaakt 
in het eerste Pythagorasnummer van het 
seizoen 2003-2004. 

Meedoen 
Informatie over veelvlakken vind je uiter-
aard in Pythagoras en via de website 
http://www.science.uva.nl/misc/pythagoras  
waarop literatuurverwijzingen en links te 
vinden zijn. Op de website vind je ook het 
wedstrijdformulier dat je ingevuld samen 
met het veelvlak moet insturen. Maar 
wacht nog even met insturen, want: instu-
ren kan alléén tussen 15 april en 15 juni 
2003. In het februarinummer wordt 
bekend gemaakt waar de inzendingen 
naartoe gestuurd moeten worden. 

Prijzen 
De inzendingen worden in vier catego-
rieën beoordeeld: 
1. Model-jong: model (of serie modellen) 
bedacht en gemaakt door iemand niet 
ouder dan 15 jaar. 
2. Model-oud: model (of serie modellen) 
van inzender ouder dan 15 jaar. 



Nadere bepalingen 
1, De inzendtermijn duurt van 15 april tot en met 15 juni 2003. Inzendingen 
ingestuurd vóór 15 april dan wel na 15 juni dingen niet mee in de wedstrijd. 
2, Elke inzending dient voorzien te zijn van een geheel ingevuld wedstrijdformu-
lier. Het formulier is te verkrijgen op de website van Pythagoras: 
www.science.uva.nl/misc/pythagoras. Op het formulier moet een naam voor de 
inzending zijn vermeld, 

3. De inzending mag voorzien ti\r\ van een beknopte schriftelijke toelichting in 
tweevoud. Op de toelichting moet de naam van de inzending zijn vermeld. Op 
de website is een voorbeeld van eer» toelichting te vinden. 
4. Het werkstuk moet worden ingestuurd in een pakket met een formaat van 
maximaal 25 x 25 x 25 cm. 
5. De modellen moeten stevig zijn, en goed verpakt worden. Het gebruikte 
materiaal moet minstens 15 maanden goed blijven. 
6, Inzenders zijn hun inzending minstens 15 maanden kwijt. Modellen kunnen 
aan het eind van de prijsvraagcyclus desgewenst geretourneerd worden. 
Inzenders ontvangen daartoe bericht rond juni 2004, De kosten van terugzen-
ding zijn voor rekening van de inzender. 
7. Computeranimaties mogen geschreven zijn in Rhinoceros, waarvan een share-
wareversie te downloaden is via www.rhino3d.nl. Andere toegestane formaten 
zijn dxf, sti, 3ds, dwg. (animated) gif, avi of java. Ook bestanden verkregen met 
de pakketten Mathematica, Derive, Maple of Cabri zijn toegestaan. Overige for-
maten in overleg (rinusroelofs®hetnet.nl). De animatie mag niet langer duren 
dan 2 minuten en het betreffende bestand mag niet groter zijn dan 5 Mb. 

8. De deelnemer geeft Pythagoras door in te sturen automatisch toestemming 
de inzendingen tentoon te stellen en/of afbeeldingen daarvan te publiceren met 
een publicitair oogmerk. 
9, Winnaars in categorie 1 (model-jong) rroeten aantonen dat zij op 15 april 
2003 niet ouder waren dan 15 jaar. 
10, De jury behoudt zich het recht voor om de extra prijs van 500 euro niet uit 
te reiken of te verdelen onder meerdere inzenders. 

De veelvlakkenprijsvraag wordt mogelijk gemaakt door de Nederlandse Onder-
wijscommissie voor Wiskur>de, CANdiensten en Texas Instruments Nederland. 



-p door Alex van den Brandhof en Marco Swaen 
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Nederlandse winnaar bij 
Internationale Wiskunde 
Olympiade! 
In juli jl. vond in Glasgow de Internationale Wiskunde 
Olympiade plaats. Dit jaar deden er 479 leerlingen uit 84 
landen mee. Ze kregen individueel tijdens de wedstrijd 
zes lastige wiskundeproblemen op te lossen. Daarvoor 
hadden ze tweemaal 4,5 uur de tijd. 
De Nederlandse delegatie be-
stond uit zes leerlingen: Tho-
mas Beuman uit Bergen op 
Zoom, Esther Bod uit Malden, 
Birgit van Dalen uit Maas-
sluis, Erik van Ommeren uit 
Nieuwegein, Misha Stassen uit 
Den Haag en Taco Vader uit 
Roosendaal. Zij waren uit 

meer dan 2000 leerlingen ge-
selecteerd via de Nederlandse 
Wiskunde Olympiade. Erik 
van Ommeren won een bron-
zen medaille. Birgit van Dalen 
kreeg een eervolle vermel-
ding, omdat zij één van de zes 
vraagstukken geheel correct 
oploste. 

Behalve de wiskundewed-
strijd, was er in Glasgow een 
uitgebreid programma met 
excursies en was er veel gele-
genheid tot het leggen van in-
ternationale contacten. Die 
contacten blijven vaak gedu-
rende verdere studie en loop-
baan van de leerlingen be-
staan. 

Op vrijdag 13 september vond 
de tweede ronde van de Neder-
landse Wiskunde Olympiade 
2002 plaats. Uit de winnaars 
van deze ronde gaat een team 
van zes leerlingen in 2003 
naar Japan, waar de Inter-
nationale Olympiade zal wor-
den gehouden, om ons land te 
vertegenwoordigen. 

Meetkunde van de visuele ruimte 
Uit ervaring weetje dat het moeilijk is op het oog 
afstanden te schatten: die bergtop is altijd toch 
veel verder weg dan je dacht. En bij hoeken gaat 
het ons al niet veel beter af: 
van een afstand lijkt een 
rechtopstaande muur naar 
achteren te hellen. In onze 
visuele waarneming zit de 
meetkunde van lengten en 
hoeken blijkbaar niet inge-
bakken. Hiernaar is onder-
zoek gedaan door professor 
Jan Koenderink van de 
Universiteit Utrecht in 
samenwerking met wiskun-
digen van de Ohio State 
University, De afgelopen jaren deden zij experi-
menten om vast te stellen wat voor meetkunde 
wél bij onze visuele waarneming past. Zo bleken 
de schattingen van proefpersonen wel te kloppen 

Proefpersonen positioneren een paal op een radiografisch-
bestuurbare kar op het oog zo goed mogelijk tussen twee 
andere palen. Ze maken fouten, maar zijn daarin consistent, 
zodat de stelling van Varignon toch uitkomt. 

met de stelling van Varignon: de verbindingslij-
nen van overstaande middens in een willekeurige 
vierhoek hebben hetzelfde midden. Immers, hoe-

wel de proefpersonen de mid-
dens van de zijden verkeerd 
aangaven, kwamen ze met 
hun geschatte middens van 
de verbindingslijnen steeds 
in vrijwel hetzelfde punt uit. 
Het resultaat is ook gevon-
den voor de (projectieve) stel-
ling van Pappus, Deze gaat 
uit van twee willekeurige lij-
nen met op beide lijnen drie 
willekeurige punten. Als de 
punten kruislings met elkaar 

worden verbonden, ontstaan er zes lijnen. De snij-
punten van die lijnen liggen ook weer op één lijn, 

Bronnen: Natuur & Techniek, juli/augustus 2002, 
Onderzoeks- en adviesbureau KccentricVision 
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Medicijnen uit 
buckyball-
moleculen 
Het C60-molecuul (ook wel 
buckyball-molecuul geheten) 
is opgebouwd uit 60 koolstof-
atomen gegroepeerd volgens 
het patroon van een voetbal. 
De eerste C60-moleculen zyn 
gesyntetiseerd in 1985. 

De afgelopen tijd blijken de buc-
kyball-moleculen goed toepas-
baar bij het ontwikkelen van 
nieuwe medicijnen. De buiten-
kant van het C60-molecuul laat 
zich namelijk goed gebruiken 
als een soort basisstation waar-
aan dan diverse werkzame groe-
pen atomen gehangen kunnen 
worden. Zo ontwikkelde S,H, 
Friedman een molecuul dat 
enzymen van het HlV-virus 
aanvalt, gebaseerd op één ac-
tieve groep aan een buckyball 
(zie illustratie). De C60-groep 
zorgt ervoor dat het geheel in 
water oplosbaar is en dat het 
molecuul het enzym op de juis-
te plaats aangrijpt, 
Bij andere toepassingen wordt 
het C60-molecuul als een soort 
netje gebruikt. Zo zijn er nieuwe 
contrastvloeistoffen in de maak, 
waarbij metaalatomen in het 
buckyball-netje opgesloten zit-
ten. Eenmaal in het bloed van 
de patiënt zorgt het metaal voor 
contrast bij de foto's en voor-
komt het netje dat de metaal-
atomen vrij in het bloed rond 
gaan zweven, en het netje zorgt 
ervoor dat de metaalatomen 
weer snel uit het bloed afge-
voerd kunnen worden, 
Bron: Science news online 

Blinde vlek in litho 
Escher gevuld 
De Leidse getaltheoreticus en Spinozaprijs-winnaar 
Hendrik Lenstra en zijn collega Bart de Smit heb-
ben de wiskundige structuur achter Eschers litho 
Prentententoonstelling ontrafeld. 

Op deze prent 
staat een jon-
geman in een 
galerij naar 
een prent te 
kijken waarop 
die galerij zelf 
staat afge-
beeld, Het 
midden van de 
litho liet Es-
cher noodge-
dwongen blan-
co (uiteindelijk 
s i g n e e r d e 
hij daar het 
werk), omdat 
hij het inzicht 
van de wis-
kundige structuur die de kleiningsfactor is 256, Ech-
weg wijst naar de opvulling ter, de website escherdros-
van het midden, miste. De 
ets is dankzij wiskundige 
technieken nu helemaal af 

De aanvulling is met de 
computer gemaakt. Met 
vakkundig teken- en pro-
grammeerwerk is uitge-
dokterd waar in de prent 
het raam zich bevindt 
waarachter de prent zicht-
baar zou moeten zijn als 
Escher eindeloos in details 
had kunnen dooretsen, 

Het 'Droste-effect' (hiermee 
wordt gedoeld op het repe-
terend visueel effect dat 
ontstaat wanneer op een 
afbeelding een kopie voor-
komt van die afbeelding, 
waarop weer diezelfde af-
beelding staat, enzovoort) is 
met het blote oog nauwe-
lijks te zien, want de ver-

Ëschers Prentententoonstelling met het ingevulde 
centrale gat 

te,math,leidenuniv,nl toont 
computeranimaties waarin 
dit effect duidelijk zicht-
baar wordt gemaakt. 
De schitterende animaties 
geven de kijker geleidelijk 
een blik in het raam op de 
prent, waar vervolgens de 
hele prent opnieuw zicht-
baar wordt, 

De wiskundige structuur 
achter Eschers prent 
blijkt die van een elliptische 
kromme te zijn. Deze 
krommen spelen een essen-
tiële rol bij het vinden 
van priemfactoren van 
grote getallen, cryptografie 
en Wiles' bewijs van de 
Laatste stelling van Fer-
mat. Deze onderwerpen 
behoren bij het onderzoeks-
gebied van Lenstra, 
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Veelvlakken: driedimensionale geometrische figuren die wis-

kundigen, filosofen en kunstenaars al eeuwenlang fascineren. 

Vervaardig ze zelf! 

Zelf 
veelvZa^^en 
maken 
door Thijs Notenboom 

20 

1 
Om te beginnen heb je 
stevig karton nodig, 
Het karton moet niet 
zo dik zijn dat het 
breekt. Verder teken-
gerei, een scherp 
mesje, een liniaal (liefst 
metaal) om langs 
te snijden, spelden, 
Gebruik lijm die ook 
voor bouwplaten aan-
bevolen wordt, zoals 
tubes hobbylijm van 
Velpon, Collal, Bison, 
Uhu, Geen plakstiften: 
die zijn goed om brief-
jes plat op andere 
briefjes te plakken, 
maar niet voor bouw-

platen. Gebruik je dun 
karton, neem dan zuur-
vrije lijm, In de loop 
der jaren verkleurt de 
lijm anders en maakt 
bruine vlekken op het 
karton. 
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w^ Voor het veelvlak dat je wilt gaan 
maken, moet je eerst een bouw-
plaat tekenen. Je wilt bijvoor-

beeld een dodecaëder maken. Bedenk 
zelf hoe de bouwplaat eruit ziet, of zoek 
ergens de bouwplaat op, 

Met deze vijfhoek ga je nu een 
mal maken. Voor de mal is door-
zichtig plastic het handigst. Leg 

het plastic op de vijfhoek die je getekend 
hebt en prik gaatjes door het plastic op de 
vijf hoekpunten. Heb je geen doorzichtig 
plastic, dan kun je ook de vijfhoek precies 
uitsnijden. 

i Leg de mal op het karton en prik 
de vijf hoekpunten in het karton. 
Nu heb je het eerste zijvlak. 

Om nu het volgende zijvlak te maken, 
speld je twee hoekpunten van de mal 
aan het eerste zijvlak op de goede 
plaats vast, en prik je de drie andere 
hoekpunten door de mal in het karton. 

21 
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i Als je de gaatjes op de hoekpun-
I ten van de vijfhoeken op de uit- _ 
l slag hebt geprikt, dan kun je m e S 

e botte kant van een mesje de lijntjes 
overtrekken, zodat de uitslag gemakkelijk 
te vouwen is. 

Ter controle kun je even natellen 
hoeveel plakrandjes je hebt. Als 
het goed is, is dat aantal 1 min-

der dan het aantal hoekpunten van het 
veelvlak dat je wilt gaan maken, 
De dodecaëder heeft 20 hoekpunten, 
dus moet de bouwplaat 19 plakrandjes 

22 

Bij de dodecaëder kun je t r o u w e n s 
nog sneller werken: je trekt dan ^ 
gewoon de zijden en de diagonalen 
van de vijfhoek die je hebt door. 

A Zorg voor plakrandjes en let 
erop dat je aan het zijvlak 
waarmee je de dodecaëder 

tenslotte dichtplakt, geen plakrandjes 
hebt zitten. 
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Het sluiten van de bouw-
plaat kan soms lastig zijn, 
Met spelden kun je de plak-
randen aanduwen. 

Op Internet kun je bouw-
platen van honderden veel-
vlakken vinden. Kijk bij-
voorbeeld op de site van 

Gijs Korthals Altes. Adres: 
http://www.korthalsaltes,com/index.html 
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KB Wil je verschillende kleuren 
gebruiken voor de zijvlakken 
dan kun je eerst een effen veel 
vlak maken, en dan zijvlakken 

11^ 
in gekleurd karton erop plakken. 

^ 
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Voor het maken van ster-
ren is het niet handig om 
één uitslag voor de ster 
te maken. Het simpelst is 

het om eerst de convexe binnenvorm 
te maken en de punten daar als pira-
mides op te zetten. Maar dit kan niet 
bij alle sterren. 



Problemen 
door Dion Gijswijt 

Raar veelvlak 
Bestaat er een veelvlak met als zijvlakken 1 
zeshoek, 2 vijfhoeken, 3 vierhoeken en 5 
driehoeken? 

Cijferslot 
De deur van je kamer heeft een cijferslot, 
Als je de juiste viercijferige code intoetst, 
dan gaat de deur direct open. Toets je een 
verkeerde viercijferige code in, dan gebeurt 
er niets en kun je opnieuw proberen. Op 
een dag toets je de juiste code in: 1234, 
maar er gebeurt niets. Wat moet je doen 
om de deur te openen? (Met het slot is 
overigens niets mis!) 

3ra + 1-probleem voor breuken 
Het rekenrecept van het 3n + 1-probleem 
(zie Pythagoras juni 2002) kan ook worden 
toegepast op breuken waarvan de noemer 
oneven is. Gegeven een breuk x, schrijf x 
als een vereenvoudigde breuk 'j; . Als a 
even is, deel x dan door 2 en als a oneven 
is, bereken dan {3x + l ) /2. Wat gebeurt er 
als je dit rekenrecept herhaald toepast? 
Voorbeeld: 

1 5 11 2n 10 
—V —y — > — > -— V V 7 1 V 

Zoals je ziet, is ^ het begingetal van een lus 
van lengte 4, Kun jij een begingetal vinden 
voor een lus van lengte 6? 

Regelmatige negenhoek 
Vanuit een punt binnen een regelmatige 
negenhoek worden lijnen naar de hoekpun-
ten getrokken. De negen ontstane driehoe-
ken worden met drie kleuren gekleurd, 
zoals in de figuur is aangegeven. Bewijs dat 
de drie verschillende kleuren gelijke opper-
vlakten bestrijken, 

Dobbelen 
Hoe vaak moet je gemiddeld gooien met 
een zuivere dobbelsteen voordat je ieder 
aantal ogen minstens eenmaal hebt 
gegooid? 

^^8 l b' } i^ 

/-} ^L rj 
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Oplossingen 
nr.6 

3oor Dion Gijswijt 

Een klas vol leugenaars 
Als er k leugenaars zijn, zal het getal k pre-
cies 20-^ maal genoemd worden (door de 
oprechte leerlingen). De enige k waarvoor 
dit gebeurt, is ^ = 16. Er zijn dus 16 leuge-
naars, namelijk degenen die een getal 
ongelijk aan 16 hebben genoemd. 

Wat is de omtrek? 
Als je de omtrekken met de in de figuur 
aangegeven tekens optelt, dan krijg je pre-
cies de omtrek van de buitenrand. Deze 
omtrek is dus 12 -t- 11 -i- 10 -i- 9 - 8 -i- 7 - 6 
- 5 - 1 - 4 - 3 - 2 = 29. 

Zeven colleges 
Een mogelijke oplossing is: 
Vak 1: AB, CG, DF, EH, 
Vak 2: BC, AD, EG, FH, 
Vak 3: CD, BE, AF, GH, 
Vak 4: DE, CF, BG, AH, 
Vak 5: EF, DG, AC, BH, 
Vak 6: FG, AE, BD, CH, 
Vak 7: AG, BF, CE, DH, 

Wat is de oppervlakte? 
Tweemaal de oppervlakte van de aange-
geven driehoek is ab. Ook is deze opper-
vlakte gelijk aan 12(a - 12) -l- 12(6 - 12) -I-
288 = 12(a -I- 6), De gevraagde oppervlakte 
is (o + b)2 = 1225 + 2ab = 1225 -i- 24(a -I- b). 
Als we deze kwadratische vergelijking in 
(a -I- b) oplossen, dan vinden we a + b = 49. 
De oppervlakte van het grote vierkant is 
dus 2401, 
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Figuur 1. De vijf Platonische lichamen 

PYTHAGORAS OKTOBER 2002 



door Ton Lecluse en Marco Swaen 

NAAR 
PLATONISCH 
VEELVLAKKEN 
In het artikel De regelmaat van veelvlakken (pagina 4) worden de 
vijf regelmatige veelvlakken beschreven. Omdat in de t i jd van 
Plato (427-347 voor Christus) werd ontdekt dat er slechts vijf 
regelmatige veelvlakken bestaan, worden ze ook wel Platonische 
veelvlakken of Platonische lichamen genoemd. In figuur 1 staan 
ze afgebeeld. 

Je leert de Platonische lichamen pas echt kennen als je ze van 
alle kanten kunt bekijken. Dat kun je doen met modelletjes, die 
je gemakkelijk zelf in elkaar zet. Maar zeker zo goed gaat het 
met een computerprogramma dat 3D-animatie biedt. 
Ton Lecluse heeft zo'n programma geschreven: Geocadabra. 
Hiervan staat een demoversie op de cd-rom die bij deze afleve-
ring van Pythagoras is gevoegd. Geocadabra stelt je in staat 
Platonische lichamen - en ook heel veel andere ruimtelijke vor-
men - te tekenen en te bestuderen. 

De vraag die wij je in dit artikel voorleggen is: welke vorm kan 
de schaduw van een Platonisch lichaam hebben? Met schaduw 
bedoelen we het beeld van het veelvlak op een plat vlak, bij 
evenwijdige lichtstralen. 
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De kijkvector kun je aangeven met coördi-
naten; in dit voorbeeld is de kijkrichting ten 
opzichte van het assenstelsel (-15, - 6 , 5 1 , 
-3,76). Vaak is het sneller zonder coördina-
ten te werken, en gewoon de kijkrichting 
aan te geven met twee punten. Dat doe je 
als volgt: klik op door 2 pun ten aan t e 
w i j z e n en klik vervolgens op w i j z i g . Het 
venster verdwijnt en onder de tekening, op 
de statusbalk, staat wat je moet doen: wijs 
de twee punten op de gewenste kijklijn 
aan. Je kiest dan twee punten zodat de 
kijkrichting precies de richting is van het 
ene punt naar het andere. Wil je bijvoor-
beeld het tweede aanzicht van figuur 4 krij-
gen, dan moet je de kijkvector instellen op 
AG. 
Je kunt de kijkrichting in detail aansturen 
door op het knopje H te klikken. Het ven-
ster hieronder verschijnt, 

Ki jk vanuit de oorsprong naar | 

|0.1 |0.1 

1-1 
löT 

richtpunt 
Vastleggen 

(i2 
vues-

|0.1 

1-1 |.i ) = richtpunt 
Vastleggen 

Door op de handjes te klikken, verander je 
de coördinaten van het richtpunt in kleine 
stapjes. Probeer zo de andere vier tekenin-
gen van figuur 4 op je scherm te krijgen. 

De tetraëder 
In figuur 5 (bIz, 29) zie je vijf aanzichten van 
de tetraëder. Je ziet dat het silhouet een 
driehoek of een vierhoek is. Als bijzondere 
vierhoeken zie je rechts een vierkant en 
links iets dat bijna een trapezium is. Als bij-
zondere driehoeken zie je een gelijkzijdige 
driehoek en een gelijkbenige driehoek. 
Maar kun je bijvoorbeeld ook vliegers, rui-
ten, rechthoeken, parallellogrammen krij-
gen? En kun je elke mogelijke driehoek krij-
gen? Zo ja, hoe dan? Zo nee, welke niet en 
waarom niet? Vragen genoeg om al teke-
nend met Geocadabra te onderzoeken, en 
om na verloop van tijd eens goed over na 
te denken, 

Enkele handigheidjes 
We geven nog drie handigheidjes bij het 
gebruik van Geocadabra, 
• Wanneer je een ribbe als kijkvector wilt 
gebruiken, klik dan met de rechter muis-
knop op de ribbe. Er verschijnt een popup-
menu. In het voorbeeld hieronder is op 
ribbe A B geklikt, 
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OPLOSSINGEN NR 6 

Oplossingen 
Kleine nootjes 

Twee zusjes 
Stel dat Sanne x jaar oud 

is en Yanthe y jaar oud. Uit de 
gegevens volgt dat y + 2 = x - 2 
er\2{y -2) = x + 2. Als je dit stel-
sel vergelijkingen oplost, vind je 
^ A: = 14 en 3" = 10, Dus Sanne is ^ 

veertien jaar en Yanthe 
tien jaar, 

Ronderijders 
In 12 minuten heeft 

Eddy Joop ingehaald, 

Glazenpuzzel 
Pak het tweede glas, 

giet het water in het vijfde 
glas en zet het glas weer 

terug op zijn plaats, 

De graanmolen 
De boer heeft 100 kilo 

meel gekregen. Dat is yfj 
deel van de totale hoeveelheid 
gemalen meel. De totale hoe-
veelheid is dus 100 = 111 
kilo meel (en geen 110 kilo, 

zoals veel mensen 
denken), 

Opa 
Het middelste kleinkind 

kreeg het gemiddelde: 200 
euro. Het jongste kleinkind 

kreeg 40 euro minder, 
dus 160 euro, 

door René Swar t touw 

De post 

Cirkel = Lijn? 
Tim Wouters stuurde ons een bewijs dat 
een cirkel een rechte lijn is. Het hele bewijs 
is t e vinden op de homepage van 
Pythagoras. Hier volgt een korte schets: 
Het bewijs is gebaseerd op het idee dat 
een cirkel gezien kan worden als een veel-
hoek met oneindig veel hoekpunten. Dit 
onderbouwt Tim Wouters door uit te gaan 
van de rij van regelmatige veelhoeken met 

toenemend aantal hoekpunten. Hij bewijst 
dat de limiet van die rij een cirkel Is. 
Vervolgens bekijkt hij de hoek die twee 
aaneensluitende zijden met elkaar maken 
en stelt vast dat die hoek 180 graden moet 
zijn. Hieruit trekken we dan de conclusie 
dat alle zijden in eikaars verlengde liggen, 
dus dat de figuur een rechte lijn is. 
Onze vraag aan de lezer: zie je waar de fout 
zit in het bewijs? 
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