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neetjes

Verjaardag
Over vijf jaar ben ik precies drie keer
zo oud als ik drie jaar geleden was.
Hoe oud ben ik?

Snelweg
‘s Maandags vertrek ik om 13.00
uur uit Groningen om drie uur later
in Eindhoven aan te komen. De don-
derdag daarop vertrek ik om 11.00 uur
uit Eindhoven, om precies vijf uur later
in Groningen aan te komen. Is er langs
de weg Groningen - Eindhoven er-
gens een plek waar ik op precies
hetzelfde tijdstip was?
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Kabelbaan
Op vakantie in Brazilié blijven
een vrouw en twee mannen tijdens
een hittegolf steken in de cabine van
een kabelbaan. Een van de mannen heeft
drie flessen mineraalwater bij zich, de andere
vijf. De inhoud van de acht flessen water
wordt gelijkelijk gedeeld. Nadat ze bevrijd
zijn, overhandigt de vrouw de twee mannen
acht munten als betaling. Wat is de
meest rechtvaardige manier om
deze munten te verdelen?

Eikarton
Op tafel staat een eikarton met
zes eieren. Zes personen pakken elk

één ei. Hoe kan er toch één ei in het
karton achterblijven?
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Partygirl
Na een bijzonder onstuimig feest
is Katja midden op de treinrails in slaap
gevallen. Een locomotief is in aantocht.
De schijnwerpers van de locomotief zijn
uitgeschakeld, de maan schijnt niet en er
is ook geen andere verlichting.
Toch bemerkt de machinist haar nog
op tijd. Hoe kan dat?

Bron: Rétsel zum Querdenken, Lagoon Books, 1994




Figuur 1. Afrikanen spelen Wari
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Ergens in het zuidoosten van Ghana in een klein dorp

komen twee jongens bij elkaar op de hoek van een straat.

W

In het zand naast de weg maken ze twee rijen ondiepe

V

&

kuiltjes: zes stuks per rij en allemaal even groot. Terwijl

W.

Aiki en Kashka bezig zijn, blijven voorbijgangers nieuwsgie-

w7

rig staan. De jongens verzamelen kleine steentjes en verde-
len ze over de kuiltjes. De jongens zitten op de grond,
ieder aan één kant van de kuiltjes. In ieder kuiltje liggen

vier steentjes. Dan begint het spel.

AN

Aiki neemt alle steentjes uit het derde
kuiltje van rechts uit zijn rij en zaait ze

N4
A

meteen, één voor één, in de kuiltjes terug.
Hij begint bij het kuiltje rechts naast het
nu lege kuiltje, dan het kuiltje rechts daar-
van en dan gaat hij door met het eerste

N\
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en tweede kuiltje van Kashka. Nu is
Kashka aan de beurt. lemand van de

hij heeft zich verrekend. Aiki kiest zijn
derde kuiltje van rechts waarin nu zeven
steentjes liggen. Hij zaait de inhoud uit en
het laatste steentje komt uit in een kuiltje
met één steentje. Nu liggen er dus twee
steentjes in dat kuiltje. Maar ook in het
kuiltje daarvoor blijken twee steentjes te
liggen en in het kuiltje weer daarvoor
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F omstanders roept: ‘Het vierde kuiltje, joh.”  liggen er drie. Aiki mag ze allemaal v

‘>§ . ‘Sst, niets zeggen,’ sist een oude vrouw. slaan! % A

” Kashka neemt het tweede kuiltje van ‘Goed zo,’ klinkt het van verschillende <

g.) q rechts en zaait de steentjes, net zoals Aiki, kanten. Kashka moet nu goed nadenken & /

& één voor één in de kuiltjes tegen de wij- en tellen. Het eerste kuiltje kan hij niet > g
# zers van de klok in. ’

Dan is Aiki weer aan de beurt. Hij kiest
een kuiltje en zaait. Zo gaat het even

R door. Opeens gniffelt Kashka. ‘Beet!" zegt
hij. Als hij de steentjes uit zijn vijfde kuiltje
haalt en zaait, komt het laatste steentje in
een kuiltje van Aiki terecht waarin al twee
steentjes liggen. ‘Ja,’ zegt Aiki, ‘je mag
slaan.” Kashka haalt de drie steentjes uit
het kuiltje en legt ze naast zich neer.

Een man in de kring begint zachtjes te
lachen. Meteen ziet Kashka zijn blunder -
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spelen, dan kan Aiki weer slaan in het
tweede en derde kuiltje, maar het vijfde
kuiltje loopt nu gevaar. ‘Speel vijf,” zegt
een meisje achter hem. Kashka luistert
niet en speelt toch het eerste kuiltje. Aiki
roept: ‘Dommerik, jij kunt helemaal geen
Wari spelen!’ en alweer slaat Aiki vier
steentjes. Na een paar beurten moet
Kashka bekennen dat Aiki wel heel snel 25
steentjes heeft bemachtigd. Hij kan niet
meer winnen en geeft op. ‘Zullen we maar
gaan voetballen?’ vraagt hij.
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houtsnijwerk uit Afrika. Op Internet kun je
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(PN Het spel dat Aiki en Kashka spelen, kun op allerlei plaatsten Wari of ‘Awele’ spe-
" _ je overal in Afrika tegenkomen, maar ook  len.
/&\ in het Midden-Qosten, India, Zuidoost- Het spel Wari is opgelost met de compu-
A Azié, Zuid-Amerika en gelukkig ook ter. Dat is in mei 2002 gebeurd aan de
“/\. steeds meer in de westerse landen. Je Vrije Universiteit in Amsterdam. Het
\v kunt het in het zand spelen, maar het oplossen is gebeurd met achteruit rede-
@ ¢ wordt ook veel op houten borden neren (‘back tracking’). De onderzoekers
gespeeld. Wari is een van de meest hebben een supercomputer met 72
= < gespeelde varianten van een grote en Pentium-Ill processoren gebruikt om de
Z heel oude familie van spelen die we offi- oplossing te vinden. Daarmee hebben ze
cieel mancala-spelen noemen. Bij alle een gigantisch computerbestand
z/\/ mancala-spelen heb je een aantal rijen gebouwd met daarin voor alle verdelin-
&K kuiltjes of vakjes waarin steentjes, zaden gen van de stenen aangegeven hoe die
of schelpjes worden gelegd. De aantallen  kan worden gewonnen. Op hun website
rijen en vakjes variéren daarbij sterk. (het ‘Awari-orakel’) kun je de oplossing
%/ Wari met twee rijen van zes vakjes is bekijken. Overigens, als beide spelers
LY ongeveer de kleinste variant. perfect spelen, is Wari altijd gelijkspel.
7 Er zijn varianten met zeven of acht vakjes  Eigenlijk is het spel dat is opgelost niet
7ZZ0 per rij of met vier rijen. Het spel Owela helemaal gelijk aan het Wari dat Aiki en
;J\\, uit Namibié wordt bijvoorbeeld op vier Kashka, en miljoenen andere mensen,
AN rijen met tien, twaalf of zelfs meer dan spelen. Dat komt doordat in computer-
@ < twintig kuiltjes in het zand gespeeld. Je land al heel vroeg de verkeerde spelre-
N kunt mancala met zijn tweeén spelen, gels zijn gebruikt. In de computerversie
6 = maar er zijn ook varianten voor drie of (die Awari wordt genoemd) worden bij
gf vier spelers. Speciaal voor de eenzame de derde keer dat een bordverdeling
é uurtjes is er een variant die je als een wordt herhaald, de stenen die aan het
Z C puzzel alleen kunt spelen. Niet alleen de eind over zijn, verdeeld over de spelers,
bordgrootte verschilt, ook de spelregels ook als het een oneven aantal is. In Wari
lopen nogal uiteen. Zo zijn er verschillen kent men deze regel niet.

in hoe je moet zaaien, wanneer en hoe je

O
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mag slaan, en wanneer een spel is afge-

lopen. Alle mancala-spelen hebben Een andere bekende versie van mancala
o gemeen dat je goed moet kunnen tellen: is Kalah. Dit spel werd rond 1950 in

je moet overzien wat er gebeurt als je de Amerika uitgevonden door ene mijnheer
,» steentjes uit een vakje uitzaait. Zo moet Champion. Hij baseerde het spel op tra-
’ 4 je steeds in de gaten houden of je kunt ditionele mancala-versies uit Azié en
y slaan en of je zelf geslagen kunt worden. Afrika. Bij Kalah heb je een bord met
“ Hoe moeilijk dit is, hangt sterk af van de twee rijen van zes vakjes en aan de zij-

‘ spelregels. kant twee grotere verzamelbakjes die

kalah heten, één per speler. Aan het

begin liggen er in alle vakjes behalve de
Het verhaal van Aiki en Kashka geeft je een  kalah's vier steentjes. Het zaaien gaat net
idee hoe Wari gespeeld wordt. De comple-  als bij Wari: tegen de klok in en je stopt

B\

. . te spelregels staan beschreven op pagina bij het laatste steentje. Er is één verschil:
8. Het doel van het spel is de meeste ste- je neemt je eigen kalah (rechts) mee in
Q nen te slaan. Wari wordt door heel weste- het zaaien, maar slaat die van je tegen-
’ lijk Afrika en ook in het Caribische gebied stander over. Wat in je kalah zit, heb je
' gespeeld. Je kunt het spel ook in Europa veroverd en doet niet meer mee. De
/\- < tegenkomen in de typische stalletjes met manier om te slaan is heel anders dan in
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Wari: als de laatste steen die je zaait, uit-
komt in een leeg vakje aan je eigen kant,
dan mag je die steen plus de stenen
recht daartegenover slaan en in je eigen
kalah leggen. Als je geen stenen meer
hebt, is het spel uit en krijgt de ander
alle stenen die nog op het bord zijn.
Diegene die de meeste stenen in de
kalah heeft verzameld, wint. Kalah is heel
populair en er zijn op Internet veel pro-
gramma'’s te vinden waartegen je Kalah
kunt spelen. Zelfs met je mobiele tele-
foon kun je Kalah spelen, al heet het
daarop Bantumi.
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Figuur 2.
Het Kalah-bord met de beginstand

Ook een spel voor twee personen als
Kalah kun je oplossen. Hiermee bedoelen
we dat je voor elke verdeling van de ste-
nen weet wie er kan winnen en welk
vakje iemand moet kiezen om er zeker
van te zijn dat die wint. Het oplossen van
een spel als Kalah kun je weer doen met
vooruit of achteruit redeneren. Bij het
achteruit redeneren ga je eerst kijken
naar alle verdelingen met één steen op
het bord: wie heeft er dan gewonnen?
Dat is niet zo moeilijk te zien. Het hangt
af van de inhoud van de kalah’s en van
de positie van die ene steen. Als je het
voor alle verdelingen met één steen
weet, dan kun je daarna alle posities met
twee stenen bekijken. Je probeert alle
mogelijkheden en als je één steen over-
houdt, weet je meteen de oplossing. Nu
zijn er al veel meer verdelingen met twee
stenen dan met één steen (12 x 12/2 =
72). Met drie stenen op het bord wordt
het nog meer. Uiteindelijk zijn er wel

1,3 x 1013 verdelingen met alle stenen op
het bord mogelijk. Dit houden we dus
niet vol.

asensnsies
.

Figuur 3.
Kalah, een Afrikaans spel

Met vooruit redeneren lopen we op een
zelfde soort dilemma uit: we kunnen niet
alle mogelijkheden nalopen. In 2000 is
het Geoffrey Irving uit Amerika gelukt
om met behulp van een snelle PC een
oplossing voor Kalah te vinden. Hierbij
werd een combinatie van vooruit en ach-
teruit redeneren gebruikt. Bij het vooruit
redeneren werden niet alle mogelijkhe-
den bekeken, maar werd slim gezocht
naar de beste zet om te doen. Het ach-
teruit redeneren werd gedaan door de
oplossingen voor verdelingen met 20 ste-
nen of minder in een groot computerbe-
stand op te slaan. Kalah is gewonnen
voor de speler die begint.

Gelukkig is er, ondanks de oplossingen
voor Kalah en Awari en Dakon, nog meer
dan genoeg plezier te beleven aan de
mancala-spelen. Niet alleen het spelen
zelf is erg leuk, ook wiskundig is er nog
van alles te onderzoeken. Behalve Wari
en Kalah zijn er nog vele andere mancala-
varianten. In een later nummer van
Pythagoras komen Tchuka ruma, Dakon
en Bao aan bod.

De spelregels van Wari
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De spelregels
van Wari
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Het Wari-bord, zie figuur 4, bestaat uit dit huis bij het zaaien overgeslagen, zie
twee rijen van zes kuiltjes, ‘huizen’ figuur 6.

genaamd (‘wari’ is een Afrikaans woord
voor huis). Er zijn twee spelers. Elke speler

X%

start vanuit een van zijn zes huizen, en

)
2
N

1

slaat enkel in de huizen van zijn tegenstan-
der. Een speler doet één zet per beurt.

Het spel wordt gespeeld tegen de klok in.
Het spel begint met vier stenen in elk huis,

(o]
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en eindigt wanneer een speler meer dan

24 stenen geslagen heeft. Remise is moge- ~ Figuur 5.
7 9 9 9 Deze toestand wordt vanuit de beginpositie bereikt na
I']k- het zaaien vanuit het tweede vakje van rechtsonder.
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Figuur 4.
Het Wari-bord met de beginpositie van de 24 stenen.

7

Zaaien
Een speler doet een zet vanuit een van zijn

A\

huizen, met uitzondering van de lege. Hij

\/

pakt alle stenen uit het huis en zaait ze

. een voor een in de opvolgende huizen, zie Figuur 6. _ :
Bij het zaaien vanuit een vakje met 12 of meer stenen,

figuur 5. Als een speler start vanuit een wordt het originele vakje overgeslagen. In de figuur
huis met twaalf of meer stenen, dan wordt wordt gezaaid vanuit het vakje linksboven.
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Slaan
Een speler mag slaan wanneer de laatste

steen een totaal oplevert van twee of drie
in een huis van de tegenstander, zie figuur
7. Een huis dat drie of meer stenen bevat,
kan dus niet veroverd worden. Als het
onmiddellijk voorafgaande huis ook twee
of drie stenen bevat, mag dat huis ook
veroverd worden. Zo kun je doorgaan met
slaan, tot het eerste voorgaande huis dat
geen twee of drie stenen bevat. Een huis
met meer dan twaalf stenen kan dus eerst
een steen zaaien in een leeg huis en het
daarna veroveren.
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Figuur 7.

Bij het zaaien vanuit het derde vakje vanaf rechtsonder,
worden de drie stenen in het tweede huis van rechts-
boven geslagen.
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Figuur 8.
Bij het zaaien vanuit het derde vakje vanaf rechtsonder,
worden in totaal 7 stenen uit drie achtereenvolgende

vakjes van de bovenste rij geslagen.
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Einde van het spel

Wanneer alle huizen van een speler leeg
raken, is zijn tegenstander verplicht,
indien mogelijk, een zet te doen die hem
een steen oplevert. Als een speler alle hui-
zen van zijn tegenstander verovert, is hij
verplicht, indien mogelijk, een zet te
doen, die zijn tegenstander één of meer
stenen oplevert. Als een speler niet in
staat is zijn tegenstander van stenen te
voorzien nadat die al zijn stenen kwijtge-
raakt is, dan heeft hij alle resterende ste-
nen ‘veroverd’. Wanneer geen van beide
spelers kunnen slaan of de ander van al
zijn stenen kan beroven, pakt elke speler
de stenen van zijn kant.

Larry Russ (2000), The complete mancala
games book. Marlowe & Company, New
York. ISBN 1-56924-683-1.

H.J.R. Murray (1952), A history of board

games other than chess. London: Oxford at

the Clarendon Press.

A.J. de Voogt (1995), Limits of the Mind:
towards a characterisation of Bao master-
ship. Leiden: CNWS Publications

http://www.ahs.uwaterloo.ca/~museum/countcap/pages

http://www.tradgames.org.uk/games/Mancala.htm
http://members.aol.com/hyadessoft/mancala/museum
http://www.cs.uu.nl/~hansb/d.gam/mancala.html
http://www.myriad-online.com/awalink.htm

http://www.cs.unimaas.nl/~donkers/games/ruma (speel

Tchuka Ruma)

http://www.freearcade.com/Snail.flash/Snail.html (‘man-

cala snails’: Kalah)
http://www.cs.unimaas.nl/~donkers/games/kalah (over
het oplossen van Kalah)
http://www.myriad-online.com/awale.htm (shareware
Awari/Awale programma)

http://awari.cs.vu.nl/ (Awari-orakel)
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door Dion Gijswijt

Aardappels

Jan heeft een zak met daarin 11 aardappels
die samen precies 2 kilo wegen. Laat zien
dat Jan een aantal aardappels uit de zak
kan halen en deze in twee hoopjes kan ver-
delen met, op de gram nauwkeurig, hetzelf-
de gewicht.

Getallen kleuren

Geef elk van de getallen 1 tot en met 31
een van de kleuren rood, groen, blauw, geel
en paars, en wel op zo’n manier dat als een
getal een veelvoud is van een ander getal,
deze twee getallen verschillende kleur krij-
gen. Dus 2 en 10 moeten bijvoorbeeld ver-
schillende kleur krijgen en ook 6 en 18 en
ook 1 en 5.

Is dit ook mogelijk met maar vier kleuren?

PYTHAGORAS FEBRUARI 2003

Kabouters in lijn

Zoals welbekend is, worden kabouters
regelmatig aan logische tests onderworpen.
Dit is om ze scherp van geest te houden.
De kabouters hebben elk blauwe of bruine
ogen, al weten ze van zichzelf niet welke
kleur. De opdracht is om een rij te vormen
waarbij de blauwogen allemaal rechts staan
en de bruinogen links. Een voor een moe-
ten ze in de rij erbij gaan staan. Natuurlijk
mogen ze niet met elkaar communiceren
over elkaars oogkleur. Kun jij ze helpen?

Spoorzoeken

Op deze pagina zie je zes veelvlakken met
gelijkzijdige driehoeken en vierkanten als zij-
vlakken: een kubus met piramides erop (1),
een driehoekig prisma (2), een vierzijdig
antiprisma (3), een kuboctaéder (4), een
rombenkuboctaéder (5) en een gyro-
bifastigium (6). Elk van de zes veelvlakken
heeft een spoor (a t/m f) achtergelaten.
Welk veelvlak hoort bij welk spoor?




door Dion Gijswijt

Kaartspel

Gedurende het spel zijn de tien kaarten elk
open of dicht. We kunnen de spelsituatie
aangeven met een woord van 10 letters, elk
een ‘O’ (open) of een ‘D’ (dicht). Bij iedere
zet wordt dit woord alfabetisch kleiner, dus
na een eindig aantal stappen eindigt het
spel in de situatie DDDDDDDDDD’. De
meest rechtse kaart is in het begin open en
wordt bij iedere zet omgedraaid. Deze
kaart ligt daarom altijd open als de eerste
speler aan zet is. De eerste speler kan dus
altijd een zet doen en kan daarom niet win-
nen. De tweede speler is dus de winnaar,
ongeacht de zetten die door hem of z'n
tegenstander worden gedaan!

De sokken van Harmen

Als er nog k paar sokken in de la over zijn,
dan is de kans dat hij een paar pakt 515,
want bij de ene sok past precies 1 van de
2k — 1 andere sokken. De verwachting van
het aantal keer dat hij een tweetal sokken
moet trekken om een paar te vinden, is
daarom 2k — 1, waarna er nog k — 1 paar
sokken in de la over zijn.

De ‘totale’ verwachting is daarom

19+ 17+ 15+ ---+ 3 + 1 = 100.

Grillige rij

Stel dat er een negatief getal in de rij zit.
Laat @, het eerste negatieve getal uit de rij
zijn. Als n even is, zeg n = 2m, dan geldt
a, =2a, +121, want a, is het eerste
negatieve getal in de rijen m < n. Dus n
moet oneven zijn, dus n = 4m + 1 of

n = 4m + 3. In het eerste geval geldt:
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a, =09y, + 09y —1=2a, +ag,,1=20en
in het tweede geval geldt:
Up = Agpa1 + Aoyl — 1= Aoy + 20,7 2 0.
Een tegenspraak. Er kan dus geen negatief
getal in de rij voorkomen.

Het feestje van Mr. Bean

Alleen Mr. Bean zelf was aanwezig op zijn
feestje. Stel dat er in totaal £ = 2 aanwezi-
gen zijn. Het aantal vrienden dat iemand
onder de gasten kan hebben, is een getal
tussen 1 en k£ — 1. Nul vrienden kan niet,
want iedereen is een vriend van Mr. Bean.
Maar k& > k — 1, dus er zijn twee aanwezigen
met eenzelfde aantal vrienden, in tegen-
spraak met de aanname.

Veelvlak

Noem het aantal hoekpunten, ribben, vier-
hoeken, zeshoeken en tienhoeken respec-
tievelijk h, r, v, z en t. Om deze vijf onbe-
kenden te berekenen, zoeken we vijf verge-
lijkingen. Omdat in ieder hoekpunt 1 vier-
hoek zit, en elke vierhoek 4 hoekpunten
heeft, geldt 4v = h. In elk hoekpunt komen
3 ribben samen, dus 3k = 2r. ledere vier-
hoek grenst aan 2 zeshoeken en elke zes-
hoek grenst aan 3 vierhoeken, dus 2v = 3z.
Elke vierhoek grenst aan 2 tienhoeken en
elke tienhoek grenst aan 5 vierhoeken. Dus
2v = 5t. Tenslotte geldt de formule van
Euler:h +v+z+t=r+2.

Als we dit stelsel oplossen, vinden we dat
h=120.7=180.0=380,z2=20ent= 12,
Het ‘grote rhombicosidodecaéder’ is een
voorbeeld van zo'n veelvlak.
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Figuur 1. De regelmatige vijfhoek {5} en het pentagram {3 }.

door Jan van de Craats
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Naast de vijf regelmatige veelvlakken — tetraéder, kubus, octaé-
der, dodecaéder en icosaéder - zijn er nog vier sterveelvlakken
die, als je het op een bepaalde manier bekijkt, ook aanspraak

kunnen maken op de titel ‘regelmatig veelvlak’. In dit stuk leg-

gen we uit hoe ze in elkaar, zitten en waarom ze regelmatig zijn.




Figuur 2. De regelmatige sterzevenhoeken {;

Regelmatige sterveelhoeken

Voordat we beginnen met de bespreking
van sterveelvlakken, gaan we een dimensie
omlaag om het begrip ‘regelmatige veel-
hoek’ wat op te rekken. In figuur 1 zie je
een regelmatige vijfhoek en een penta-
gram, een regelmatige vijfpuntige ster. Als
je bij het pentagram alleen maar naar de vijf
hoekpunten A, C, E, B en D en de vijf zij-
den AC, CE, EB, BD en DA kijkt, en dus de
snijpunten van AC met EB, CE met BD
enzovoort, niet meetelt, zie je dat je zo'n
ster ook best een regelmatige vijfhoek zou
kunnen noemen: er zijn vijf zijden die even
lang zijn, en vijf hoeken die even groot zijn
- in dit geval 36 graden. Het verschil met
een gewone regelmatige vijfhoek is alleen
maar dat de zijden elkaar nu snijden. Bij de
zevenhoek heb je twee stervarianten: één
waarbij je telkens één hoekpunt overslaat,
en één waarbij je telkens twee hoekpunten
overslaat. Het is wel handig om voor regel-
matige veelhoeken en sterveelhoeken een
passende notatie te bedenken. De gewone
regelmatige vijfhoek geven we aan met {5},
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Figuur 3. Keplers kleine sterdodecaéder {3, 5.
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het pentagram met {2}, waarbij de 2 in de
noemer slaat op het feit dat je bij een volle-

dige rondgang twee maal om het middel-
punt heen loopt. Evenzo geven we de twee
sterzevenhoeken, zie figuur 2, aan met {5}
en {1}, omdat je daar bij een volledige
rondgang respectievelijk twee maal en drie
maal om het middelpunt heenloopt.

Symbolen voor veelvlakken

Een veelvlak heeft hoekpunten, ribben en
zijvlakken. Langs elke ribbe komen twee zij-
vlakken bij elkaar, en elke ribbe verbindt
twee hoekpunten. Bij de gewone regelmati-
ge veelvlakken zijn alle zijvlakken onderling
congruente regelmatige veelhoeken, en in
elk hoekpunt komen er evenveel samen. Zo
telt de kubus zes vierkanten als zijvlakken,
en in elk hoekpunt komen er drie samen.
We geven de kubus daarom symbolisch
weer met de notatie (4,3}, waarbij de 4
slaat op de vorm van de zijvlakken (elk zij-
vlak is een vierkant), en de 3 op de hoek-
puntsconfiguratie, dat wil zeggen het feit
dat er in elk hoekpunt 3 vierkanten samen-




Figuur 4. Een pentagram geplakt op het bovenvlak
van een gewone dodecaéder. Door op elk van de

twaalf zijvlakken zo'n pentagramvormig zijvlak te
plakken, ontstaat Keplers kleine sterdodecaéder

{3, 5}. Daarbij zullen de twaalf pentagrammen elkaar
doorsnijden.

komen. In het lijstje hieronder zie je bij elk
regelmatig veelvlak het symbool, de naam,
het aantal hoekpunten H, het aantal ribben
R en het aantal zijvlakken Z.

{p,q}| naam

tetraéder
kubus
octaéder

{3, 3}
(4,3
(3,4}
(5,3)
{3,5]

dodecaéder
icosaéder

Keplers sterveelvlakken

De grote astronoom Johannes Kepler
(1571-1630) was de eerste die zich reali-
seerde dat je ook regelmatige veelvlakken
kunt krijgen als je toelaat dat de zijvlakken
onderling congruente regelmatige sterveel-
hoeken zijn. Hij vond er twee, allebei met
pentagrammen (regelmatige stervijfhoeken)
als zijvlakken: de kleine sterdodecaéder,

zie figuur 3, waarbij er in elk hoekpunt vijf
pentagrammen samenkomen, en de grote
sterdodecaéder, zie figuur 6, waarbij er in
elk hoekpunt drie samenkomen. De notatie
voor die sterveelvlakken moet dus {3.5} en
(8.8} zijn.

Net zoals de zijden van een pentagram
elkaar doorsnijden, zie figuur 1, zo doorsnij-
den ook de pentagram-vormige zijvlakken
van Keplers sterveelvlakken elkaar.
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Figuur 5. Een pentagram met zijn centrale vijfhoek
binnen een draadmodel van een icosaéder. Door
bij elk van de 12 vijfhoeken zo'n pentagram aan te
brengen, ontstaat Keplers grote sterdodecaéder
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Het woord ‘zijvlak’ is in dit verband mis-
schien een beetje verwarrend, omdat zo'n
vlak ook gedeeltelijk binnen het sterveel-
vlak loopt.

Toch zullen we de term ‘zijvlak’ ook voor
sterveelvlakken blijven gebruiken. Bij Keplers
sterveelvlakken zijn de zijvlakken dus penta-
grammen, maar de centrale vijfhoek van zo'n
pentagram bevindt zich binnen het veelvlak,
en is dus onzichtbaar.

Bij de kleine sterdodecaéder vormen die
centrale vijfhoeken samen een gewone
dodecaéder. Je kunt dat sterveelvlak daarom
opvatten als een dodecaéder waarbij op elk
zijvlak een pentagram is geplakt, zie figuur 4.
Daarbij doorsnijden die twaalf pentagram-
men elkaar, en bij elk hoekpunt van zo'n
ster komen de punten met vijf tegelijk
samen. Ze vormen boven elk zijvlak van de
dodecaéder een vijfzijdige piramide.
Keplers kleine sterdodecaéder heeft dus
ook 12 hoekpunten, namelijk één voor elk
zijvlak van de dodecaéder. En het aantal
ribben is 30, net zoals bij de dodecaéder.




*®
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De grote sterdodecaéder

Bij de grote sterdodecaéder {3.3}, zie
figuur 6, zijn de centrale vijffhoeken van de
pentagrammen iets dichter naar het cen-
trum van het veelvlak geplaatst. De 'kern’
van het veelvlak, dat wat overblijft als je de
punten van de ster ervan afsnijdt, is nu
geen dodecaéder, maar een icosaéder, een
regelmatig twintigvlak. Met elk hoekpunt
van de icosaéder zijn vijf andere hoekpun-
ten verbonden, en die vormen samen een
regelmatige vijfhoek. Zo'n vijfhoek is pre-
cies de centrale vijfhoek van het pentagram
dat het bijbehorende zijvlak is van de grote
sterdodecaéder, zie figuur 6.

Het aantal hoekpunten van Keplers grote
sterdodecaéder {2.3} is 20, het aantal zij-
vlakken is 12 en het aantal ribben is 30.

Figuur 7. Poinsots grote dodecaéder {5, 3 }.
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De sterveelvlakken van Poinsot

Kepler tekende en beschreef de twee door
hem ontdekte sterveelvlakken in zijn boek
Harmonices Mundi uit 1619. Bijna 200 jaar
later, in 1810, vond L. Poinsot nog twee
andere regelmatige sterveelvlakken, de
grote dodecaéder, zie figuur 7, en de grote
icosaéder, zie figuur 9 (links). Allebei heb-
ben ze gewone regelmatige veelhoeken als
zijvlakken, namelijk vijfhoeken en driehoe-
ken, maar in allebei de gevallen doorsnijden
die veelhoeken elkaar.

De grote dodecaéder heeft net als de
gewone icosaéder 12 hoekpunten. De zij-
vlakken ervan zijn nu echter de regelmatige
vijfhoeken die we ook al bij de constructie
van Keplers grote sterdodecaéder zijn
tegengekomen. Alleen worden ze nu niet
tot pentagrammen uitgebreid.

In zo'n hoekpunt komen de zijvlakken met
vijf tegelijk bij elkaar. De vijf vlakken die bij-
voorbeeld door het hoekpunt rechtsboven
gaan, snijden de grijs gemaakte vijfhoek in
figuur 8 precies in de vorm van een penta-
gram. Zulke pentagrammen kun je ook in
figuur 7 zien. Elke hoekpuntsconfiguratie
van Poinsots grote dodecaéder is dus een
pentagram {2}. Omdat elk zijvlak ervan een
regelmatige vijfhoek {5} is, is de symbolische

code voor dit sterveelvlak {5.2}. Het aantal
zijvlakken is 12, het aantal hoekpunten is
eveneens 12 en het aantal ribben is 30.

Figuur 8. De zijvlakken van Poinsots grote dode-
caéder zijn de regelmatige vijfhoeken die binnen
een icosaéder te vinden zijn. Hier is er één gete-
kend in een draadmodel van de icosaéder.




De grote icosaéder

Ook Poinsots grote icosaéder, zie figuur 9
(links), heeft dezelfde hoekpunten als een
gewone icosaéder. Maar nu worden daarvan
telkens drie hoekpunten gekozen die samen
een gelijkzijdige driehoek vormen. In de
rechterhelft van figuur 9 is in een draadmo-
del van de gewone icosaéder één zo'n drie-
hoek grijs gemaakt. Zoals in de linkerhelft
goed te zien is, vormen de vijf driehoekige
zijvlakken van Poinsots grote icosaéder die
door één hoekpunt gaan, een hoekpunts-
configuratie die weer een pentagram is.

Het symbool voor dit sterveelvlak is daarom
{3.3}. De grote icosaéder heeft 20 zijvlak-
ken, 12 hoekpunten en 30 ribben.

Zijn er nog meer?

Wat nog helemaal niet vanzelf spreekt, is
het feit dat we met dit lijstje van negen, te
weten de vijf gewone regelmatige veelvlak-
ken, de twee Kepler-sterren en de twee
Poinsot-sterren, alle mogelijkheden gevon-
den hebben. A.L. Cauchy heeft in 1813
bewezen dat er geen andere veelvlakken
zijn die aan de volgende twee eisen vol-
doen:

1. alle zijvlakken zijn onderling congruente

regelmatige gewone veelhoeken of ster-
veelhoeken;
2. alle hoekpuntsconfiguraties zijn gelijk.

Je kunt eens proberen of je zelf zo'n bewijs
kunt vinden.

naam

ontdekt door

kleine sterdodecaéder

Kepler
grote sterdodecaéder Kepler
Poinsot

Poinsot

grote dodecaéder
grote icosaéder

Figuur 9. Poinsots grote icosaéder {3. _ } (links) met

daarnaast een draadmodel van de gewone icosaé-
der {3, 5) met dezelfde hoekpunten. In het draad-
model is één van de driehoeken getekend die de

zijvlakken vormen van Poinsots grote icosaéder.
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door Dion Gijswijt

Veel
v akken

kloure

Stel, je wilt de zijvlakken van een
veelvlak kleuren, en wel zo dat aan-
grenzende veelvlakken verschillende
kleur krijgen. Hoeveel kleuren heb je
dan minimaal nodig?

De zijvlakken van een octaéder kun je elk hoeken maar rood en de vierkanten blauw.
rood of blauw maken, op zo'n manier dat Met de zijvlakken van een kubus zal je dit
twee aangrenzende zijvlakken steeds ver- niet lukken. Om de zijvlakken van een
schillende kleur hebben. Zijvlakken die kubus te kleuren zonder dat twee aangren-
alleen een hoekpunt gemeen hebben, zende zijvlakken dezelfde kleur hebben, zijn
mogen wel dezelfde kleur krijgen. Ook de minstens drie kleuren nodig. Voor een te-
zijvlakken van een kuboctaéder laten zich traéder heb je zelfs vier kleuren nodig.

met twee kleuren kleuren: maak de drie-
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Opgave 1. Hoeveel kleuren zijn er nodig
om een dodecaéder te kleuren? En hoe zit
dat met een icosaéder?

Een voor de hand liggende vraag is de vol-
gende: Kun je aan een gegeven veelvlak het
aantal benodigde kleuren op een eenvoudi-
ge manier ‘aflezen’?

Om deze vraag te kunnen beantwoorden,
maken we eerst een vereenvoudiging. We
kijken alleen naar sferische veelvlakken. Net
als in het artikel De formule van Euler uit
het decembernummer, vervormen we deze
veelvlakken tot landkaarten, waarbij de zij-
vlakken, ribben en hoekpunten voorgesteld
worden door de landen, grenzen en meer-
landenpunten van de landkaart. In figuur 1
zie je hoe een kleuring van een dodecaéder,
kubus en octaéder er als landkaart uitzien.

Figuur 1a. Kleuring van een dodecaéder

Figuur 1b. Kleuring van een kubus
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Figuur 1c. Kleuring van een octaéder

Twee kleuren

Als een landkaart met twee kleuren kan wor-
den gekleurd, moet in elk meerlandenpunt
een even aantal grenzen samenkomen, want
de landen rond dat punt krijgen afwisselend
de ene en de andere kleur. Maar geldt ook
het omgekeerde: is het waar dat een land-
kaart waarbij in ieder meerlandenpunt een
even aantal grenzen samenkomt, ook altijd
met twee kleuren te kleuren is? Het verras-
sende antwoord is ja! Door in ieder meerlan-
denpunt het aantal grenzen te tellen, kun je
dus beslissen of de kaart twee-kleurbaar is
of niet. Het bewijs gaat als volgt.

Voor je ligt een landkaart met in ieder
meerlandenpunt een even aantal grenzen.
We willen de landen geel en blauw kleuren,
op zo'n manier dat voor iedere grens de
twee landen aan weerszijden verschillende
kleur krijgen. Eerst kleuren we de landen
willekeurig geel en blauw. Waarschijnlijk
geeft dit geen juiste kleuring: sommige
grenzen scheiden landen met gelijke kleur.
Deze grenzen noemen we lek.

Opgave 2. Waarom is het aantal lekke gren-
zen in ieder meerlandenpunt een even getal?

Stel nu dat onze kleuring nog niet correct is.
Kies dan een lekke grens en loop langs deze
grens naar een meerlandenpunt. Uit dit
meerlandenpunt gaat minstens één andere
lekke grens. Volg zo'n grens tot een vol-

gend meerlandenpunt. Zo lopen we verder

over lekke grenzen, totdat we in een meer-
landenpunt aankomen waar we al eerder
zijn geweest. Er is nu een gebied door




lekke grenzen ingesloten, zie figuur 2a.

In het omsloten gebied wisselen we de kleu-
ren geel en blauw om, met als resultaat dat
er geen lekke grenzen bijkomen en dat de
grenzen in de rand van het omsloten gebied
nu niet meer lek zijn. Het aantal lekke gren-
zen is dus afgenomen. Door dit proces een
aantal keer te herhalen, kunnen we het aan-
tal lekke grenzen tot nul reduceren, zodat
we een correcte kleuring vinden. In figuur 2

zie je een voorbeeld van dit proces.

Figuur 2a.
In het gearceerde gebied verwisselen we blauw en geel.

Figuur 2b.
Ditmaal lopen we tegen de klok in, zodat het gearceerde
gebied aan de buitenkant ligt.

Figuur 2c.
Na twee herkleuringen is een correcte kleuring ontstaan.
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Opgave 3. Welke van de Archimedische
veelvlakken (zie pagina 26) zijn twee-kleur-
baar?

Drie kleuren

Er bestaat geen algemene regel die zegt
wanneer een landkaart drie-kleurbaar is.
Wel zijn er twee mooie klassen van land-
kaarten waarbij zo'n regel wel bestaat:
kaarten waarbij elk meerlandenpunt een
drielandenpunt is en kaarten waarbij elk
land aan drie andere landen grenst.

Bekijk eerst landkaarten waarbij elk meer-
landenpunt een drielandenpunt is. Stel dat
zo'n landkaart met drie kleuren is gekleurd,
zeg rood, blauw en geel. Kijk dan eens naar
een rood land. De buurlanden moeten wel
afwisselend geel en blauw zijn, dus het rode
land heeft een even aantal buurlanden.
Eenzelfde argument geldt voor ieder land.
leder land moet daarom een even aantal
buurlanden hebben. Omgekeerd is het ook
waar dat als ieder land een even aantal
buurlanden heeft, de landkaart met drie
kleuren te kleuren is. Het bewijs vergt wat
werk en zullen we hier niet geven.

Bekijk nu landkaarten waarbij elk land drie
buurlanden heeft. Als ieder tweetal landen
aan elkaar grenst, zoals bij een tetraéder,
dan zijn er natuurlijk vier kleuren nodig.
Maar als dat niet het geval is, kan de kaart
altijd met drie kleuren worden gekleurd.
Dat gaat als volgt.

Kies een land L met twee buurlanden die
niet aan elkaar grenzen en kleur deze twee
buurlanden met dezelfde kleur, bijvoor-
beeld rood, zoals in figuur 3. De ongekleur-
de landen gaan we nummeren. Land L
krijgt nummer 1. Het (ongekleurde) land dat
aan L grenst, krijgt nummer 2, een land dat
daaraan grenst, krijgt nummer 3, enzo-
voorts. Telkens nummeren we een land dat
grenst aan een reeds genummerd land, net
zo lang tot alle ongekleurde landen een
nummer hebben.

Nu gaan we de genummerde landen kleuren,
en wel in omgekeerde volgorde: van hoog
naar laag. Zeg dat een gegeven land M aan
de beurt is om gekleurd te worden en dat M




niet gelijk is aan L. Land M heeft een buur-
land dat een lager nummer heeft en dus nog
niet gekleurd is. Daarom heeft M hoogstens
twee buren die al zijn gekleurd, zodat er nog
minstens een kleur vrij is om M mee te kleu-
ren. Als laatste wordt land L met nummer 1
gekleurd. Omdat L twee buren heeft met ge-
lijke kleur, gebruiken de drie buren van L sa-
men hoogstens twee kleuren. Daarmee is er
minstens nog een kleur vrij om L mee te
kleuren.

Figuur 3.
De genummerde landen worden in aflopende volgorde
gekleurd, land L als laatste.

Opgave 4. De kleine sterdodecaéder (zie
pagina 13) kun je opvatten als een veelvlak
met 60 driehoekige zijvlakken. Kleur dit
veelvlak met drie kleuren.

Opgave 5. Welke Archimedische lichamen
(zie pagina 26) zijn drie-kleurbaar?

Opgave 6. Bepaal van alle deltaveelvlakken
(zie pagina 30) het vereiste aantal kleuren.

Vier kleuren

Welke landkaarten kun je met vier kleuren
kleuren? Het antwoord op deze vraag blijkt
heel makkelijk te zijn: iedere landkaart! Het
bewijs hiervan is echter juist heel erg moei-
lijk en we zullen deze vierkleurenstelling
hier dan ook niet bewijzen. Wel zullen we
laten zien dat elke kaart met ten hoogste
vijf kleuren kan worden gekleurd.
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Vijf kleuren volstaat

Noem het aantal landen [, het aantal gren-
zen g en het aantal meerlandenpunten p.
Omdat in ieder meerlandenpunt tenminste
drie grenzen samenkomen en iedere grens

tussen twee meerlandenpunten loopt, geldt

2g = 3p. Stel nu dat ieder land tenminste
zes buurlanden heeft, dan geldt 2g > 61.

Als we deze twee ongelijkheden invullen in
de formule van Euler, dan zien we dat
g+2=p+£<2g+39=g.Maar dat kan
natuurlijk niet. Het kan dus niet zo zijn dat
ieder land tenminste zes buurlanden heeft.
Met andere woorden: iedere landkaart heeft
een land met ten hoogste vijf buurlanden.
We gaan dit gebruiken om te laten zien hoe
iedere landkaart met vijf kleuren kan wor-
den gekleurd.

Voor je ligt een landkaart die je met vijf
kleuren wilt kleuren: rood, groen, geel,
blauw en grijs. Zoek eerst een land L met
hoogstens vijf buurlanden. Laat dit land in
gedachten inkrimpen tot een punt. Je krijgt
dan een landkaart met een land minder, zie
figuur 4. Kleur nu eerst deze kaart met vijf
kleuren en laat land L nu weer uitdijen tot
je de oorspronkelijke kaart terugkrijgt. Alle
landen, behalve L, zijn nu gekleurd.

Er kunnen zich nu twee mogelijkheden
voordoen. Misschien is dit je geluksdag en
gebruiken de buurlanden van L samen
hoogstens vier kleuren. In dat geval is er
nog minstens een kleur over waarmee je L
kunt kleuren en ben je klaar.

In het andere geval heeft L vijf buurlanden
die elk een andere kleur hebben. Om dit
te verhelpen gaan we sommige landen
herkleuren, op zo'n manier dat daarna
twee van de buren van L dezelfde kleur
hebben en er een kleur over is om L te
kleuren.

Bekijk alleen de landen die blauw of rood
zijn gekleurd. Het rood-blauwe gedeelte
van de kaart kan uit meerdere stukken
bestaan. Als het rode en het blauwe buur-
land van L tot verschillende stukken beho-
ren, dan verwisselen we de kleuren blauw
en rood alleen in het gebied waar het rode
buurland van L in ligt. Vervolgens kunnen




Figuur 4a.
Land L krimpt in tot een punt, zodat een landkaart met

een land minder ontstaat. Figuur 4c.
Vervolgens laten we land L weer expanderen, zodat alle

landen, behalve L, zijn gekleurd.

Figuur 4b.
We kleuren eerst deze kaart met een land minder.

we land L rood kleuren en zijn we klaar.

Als het rode en blauwe buurland van L in
hetzelfde rood-blauwe stuk liggen, dan Figuur 5a.
- - N De wandeling W scheidt het groene buurland van het
werkt deze truc niet (zie je waarom niet?). gels bugrhsndvan L
In dat geval is er een wandeling W door
het rood-blauwe gebied van de rode naar
de blauwe buur van L, zie figuur 5a. Bekijk
nu alleen de groene en gele landen.
Omdat de gele en groene buur van L aan
weerszijden van wandeling W liggen, moe-
ten de twee landen in verschillende stuk-
ken van het groen-gele gebied liggen. We
verwisselen nu de kleuren geel en groen in
het stuk waarin de groene buur van L ligt
en kleuren L groen, zie figuur 5b.
We hebben op deze manier het kleuren van
een landkaart gereduceerd tot het kleuren
van een landkaart met een land minder.
Hoe je deze kaart kleurt? Op dezelfde

manier: eerst kleur je een kaart met een

Figuur 5b.
Binnen het door W begrensde gebied verwisselen we
kaart hebt met maar Vijf landen. Die kun je groen en geel, zodat L groen gekleurd kan worden.

direct met vijf kleuren kleuren.

land minder, enzovoorts, totdat je een land-
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Rare

puzzels

door Klaas Pieter Hart

Met oneindige verzamelingen

kun je gekke dingen doen.
Banach en Tarski maakten

een

puzzel die je op verschillende
manieren in elkaar kunt zetten:
je kunt er één of twee bollen

met straal 1 van maken.
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Je kent ze wel, die drie-dimensionale puz-
zels: een kubus, bol, pyramide, zeppelin of
iets dergelijks die je eerst uit elkaar moet
halen (niet zo lastig) en dan weer in elkaar
moet zetten. Aan het begin van de vorige
eeuw bedachten de wiskundigen Hausdorff,
Banach en Tarski een paar puzzels waar je
nog meer hoofdpijn van zult krijgen.

De eerste puzzel werd uit het oppervlak
van een bol met straal 1 (zeg maar een
ping-pongbal) gemaakt: je kunt dat opper-
vlak in tien stukken Pj,..., P1( verdelen en
wel zo dat je Py, Py, P5 en P, weer tot een
ping-pongbal met straal 1 kunt samenvoe-
gen en de overgebleven zes stukken ook!
Een puzzel met twee oplossingen dus.

De tweede puzzel doet iets dergelijks, maar
dan met een massieve bol met straal 1: die
kun je in veertig stukken verdelen z6 dat je
weer een puzzel met twee oplossingen
krijgt. Je kunt die stukken weer tot de oor-
spronkelijke bol samenvoegen, maar je kunt
die bol ook uit maar zestien van die stukken
maken en uit de overgebleven 24 stukken
nog een: uit één bol met straal 1 kun je
twee bollen met straal 1 maken.

Niet te koop

De reden dat je de puzzels niet in de winkel
kunt vinden, is dat je ze niet met een
scherp mes of een nauwkeurige freesmachi-
ne kunt maken. Het zijn zuiver theoretische
puzzels die met behulp van wat algebra en
kennis van oneindige verzamelingen ge-
maakt kunnen worden. De puzzels van

FIGUUR 1
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Op de bovenste rij de verzameling N, in het midden P, met P, eruit gehaald en op de onderste rij de verzameling M.

Hausdorff, Banach en Tarski zijn wat lastig
te beschrijven. Er zijn echter eenvoudigere
versies die niet zo spectaculair zijn, maar
wel redelijk kort te beschrijven.

De verzameling {1, 2, 3, ...}

Een eenvoudig voorbeeld is het volgende:
we kunnen de verzameling N = {1, 2, 3, 4, 5,
6, 7, 8, ...} in twee stukken verdelen, die we
dan weer zo kunnen neerleggen, dat we in
feite M ={1,2,4,5,6,7, 8, ...} over houden:
P, bestaat uit alle 3-vouden en P, bestaat
uit de rest van N. Laat P, liggen waar het
ligt en schuif P; drie eenheden naar rechts,
dan krijgen we {1,2,4,5,3,7, 8,6, ...} en
dat ziet er net zo uit als M. In figuur 1
wordt dit geillustreerd.

Cirkel en een punt

Er is een puzzel die uit drie stukken bestaat
en die je op twee manieren in elkaar kunt
leggen: je kunt er een cirkel van maken of
een cirkel en één extra punt. Je maakt hem
als volgt: neem de cirkel x* + y* = 1 in het
platte vlak en neem het punt p met coérdi-
naten (1, 0). Ons eerste puzzelstuk @,
bestaat uit alleen het punt p. Het tweede
stuk @, maak je door p over 1, 2, 3, ...
radialen te roteren, dus
Qy=1{(cosn,sinn):n=1,2,3,4, ..}

Het derde stuk @5 bestaat uit alle overge-
bleven punten op de cirkel. Zie figuur 2
voor een illustratie.

Het is duidelijk dat we met @, @5 en Q5
precies de cirkel overdekken. Als we het




stuk @, over 1 radiaal tegen de klok in
draaien, hebben we de cirkel ook precies
overdekt, maar dan alleen met de stukken
Q5 en @3, het stuk @ blijft dan over.

De reden dat dit werkt, is dat de punten
(cos n, sin n) allemaal verschillend zijn (in
het bijzonder geldt p ¢ @,). Hierdoor kan
@5 de rol spelen van het stuk P, uit de vori-
ge puzzel.

Aan deze puzzel kun je zo zien dat hij nooit
in de winkel kan komen: er is geen mes
scherp genoeg om de verzameling @, uit
de cirkel los te peuteren. Probeer @, maar
eens met de grafische rekenmachine te
plotten, bijvoorbeeld de punten (cos1, sin1)
tot en met (cos100, sin100). Je zult zien dat
@ overal dicht op de cirkel ligt. We kunnen
het ook zo regelen dat @, gemist kan wor-
den. Dat doen we door @3 in twee stukken
®3, en Qg te verdelen. @5, maken we door
Q, over V2 , 2v/2, 3\/2,... radialen te rote-
ren en @3, bestaat uit wat van @5 overblijft.
Nu hebben we de cirkel met @, @,, @, en
Q3 overdekt, maar het kan ook met @,
Q3 en door @3, v2 radialen tegen de klok
in te draaien; @ is dan niet meer nodig.

Je ziet dat bij sommige puzzels bepaalde
stukken weggelaten kunnen worden. Bij de
cirkel is dat het beste dat je kunt verwach-
ten. De reden is dat daar niet genoeg spe-
ling in zit: er is in feite maar één draairich-
ting. Bij de bal en de bol is dat anders, daar
kun je door twee draairichtingen te mixen
de puzzelstukjes van Hausdorff, Banach en
Tarski creéren.

FIGUUR 2

Geen tegenspraak?

Je zou denken dat er toch ergens een fout
in de redenering moet zitten, omdat we
zomaar een volume verdubbeld hebben. De
40 stukken waarin we de bol hebben ver-
deeld, geven samen %7 (het volume van
één bol), maar ze geven ook &7 (het volu-
me van twee bollen).

Er zit geen fout in de redenering, maar in
het argument ertegen: daarin wordt stilzwij-
gend aangenomen dat onze puzzelstukken
een inhoud hebben. En dat is nou net waar
het Hausdorff, Banach en Tarski om te doen
was: laten zien dat die stilzwijgende aanna-
me niet deugt. De juiste conclusie is dat de
puzzelstukken zo raar zijn, dat er met goed
fatsoen geen volume aan toe te kennen is.
Als je ze, in gedachten, in een glas water
doopt, lijken ze allemaal inhoud §7 te heb-
ben. Maar als je ze, in gedachten, met
water zou willen vullen, blijkt er niets in te
kunnen.

Meer informatie over puzzels van Banach en
Tarski is te vinden in

¢ Stan Wagon, The Banach-Tarski Paradox,
Encyclopedia of Mathematics and its
Applications, Volume 24, Cambridge
University Press, 1985.

* Robert M. French, The Banach-Tarski
Theorem, The Mathematical Intelligencer,
4 (1988), 21-28.
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Drie stukken die samen precies de eenheidscirkel vormen, maar dat doen de rechter twee aléén ook al.
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romben-icosidodecaéder

icosidodecaéder

kuboctaéder
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stompe dodecaéder

afgeknotte icosaéder

grote romben-kuboctaéder

afgeknotte octaéder

grote romben-icosidodecaéder

afgeknotte dodecaéder

Figuur 1.
De halfregelmatige veelvlakken




door A.K. van der Vegt en Marco Swaen

Halfregelmatige
veelvlakken en

vlakvullingen

Een veelvlak is halfregelmatig als het convex is, regel-

matige zijvlakken heeft en onderling congruente

hoekpunten. In het decembernummer bespraken we

hoe je de halfregelmatige veelvlakken kunt opsporen

aan de hand van een lijst van mogelijke hoeksamen-

stellingen. De veelvlakken die je aan de hand van die

lijst had kunnen vinden, zie je in figuur 1 afgebeeld.

De Platonische lichamen kenden we al als de
vijf regelmatige veelvlakken. Zij voldoen
ruimschoots aan de gestelde drie eisen. Dan
zijn er twee oneindige series veelvlakken,
waarvan wij er uiteraard maar enkele kunnen
afbeelden. Dat is de serie van de (regelmati-
ge) prisma’s: veelvlakken opgebouwd uit
twee regelmatige n-hoeken verbonden
door een band van vierkanten, en de serie
van de (regelmatige) antiprisma’s, waar de
n-hoeken verbonden worden door een
band van gelijkzijdige driehoeken.

Dan is er een serie van dertien veelvlakken
die alle een mooie ruimtelijke symmetrie be-
zitten. Deze staan bekend als de Archimedi-
sche lichamen. Tenslotte is er nog een een-
ling bekend onder de naam Miller-veelvlak.

De Archimedische lichamen
Volgens bronnen uit de Oudheid zou
Archimedes de dertien veelvlakken ontdekt
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hebben die ‘omsloten worden door gelijkzij-
dige, gelijkhoekige maar niet congruente
veelhoeken’. De namen die Archimedes zijn
veelvlakken gaf, worden niet vermeld. Wel
geeft Pappos een lijst van hun aantallen zij-
vakken (naar soort gespecificeerd), zodat wij
kunnen nagaan dat Archimedes inderdaad
de fascinerende dertien veelvakken op het
oog had die in figuur 1 staan afgebeeld.
Als je de Archimedische lichamen iets langer
bekijkt, herken je er de Platonische in. Alle
dertien zijn ze af te leiden van Platonische
lichamen door hoekpunten en/of ribben
door nieuwe zijvlakjes te vervangen. In de
namen wordt aangegeven volgens welk pro-
ces het veelvlak uit welk Platonisch lichaam
gemaakt kan worden. Op de volgende pagi-
na volgt een verklaring van die ‘processen’.
3
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Afknottingen

Bij afknotting worden de hoekpunten vervan-
gen door zijvlakjes. De oorspronkelijke n-hoe-
kige zijvlakken worden daardoor 2n-hoeken.
De oorspronkelijke zijvlakken krijgen daarbij
twee keer zoveel hoekpunten. Bij ieder
Platonisch lichaam levert afknotting een
nieuw halfregelmatig veelvlak op.

Tussenvormen

Ga uit van één van de vijf Platonische licha-
men. Neem als nieuwe hoekpunten de mid-
dens van de ribben. Verbind van twee ribben
de middens als die ribben oorspronkelijk bij
hetzelfde zijvlak hoorden, danwel hetzelfde
hoekpunt. Dit proces levert bij de kubus en
de octaéder hetzelfde veelvlak op: de kuboc-
taéder. Bij de dodecaéder en de icosaéder
levert dit de icosidodecaéder op.

(Kleine) romben-versies

Neem een Platonisch lichaam met zeg n rib-
ben per hoekpunt. Vervang de hoekpunten
door n-hoeken en de ribben door vierkanten.
Toegepast op de kubus en de octaéder levert
dit hetzelfde romben-veelvlak op, dat daarom
de naam romben-kuboctaéder draagt. Evenzo
is er een romben-icosidodecaéder.

Grote romben-versies

Neem weer een Platonisch lichaam met n rib-
ben per hoekpunt. Vervang de ribben door
vierkanten en vervang de hoekpunten door
2n-hoeken. De oorspronkelijke zijvlakken met
k-hoeken zijn nu 2k-hoeken geworden. De
kubus en de octaéder leveren allebei hetzelf-
de veelvlak op: de grote romben-kuboctaé-
der. Zo is er ook een grote romben-icosidode-
caéder.

Stompe versies

Ga weer uit van een Platonisch lichaam met n
ribben per hoekpunt. Vervang de hoekpunten
door n-hoeken en elke ribbe door twee drie-
hoeken. Bij de kubus en de dodecaéder levert
dit twee nieuwe halfregelmatige veelvlakken
op. Het bijzondere van deze stompe versies is
dat ze verschillen van hun eigen spiegelbeel-
den.




Het Miller-veelvlak

Archimedes' lijst van halfregelmatige veel-
vlakken was niet compleet. De prisma’s en
antiprisma’s kwamen er niet in voor, mis-
schien omdat hun symmetrie in wezen plat
en daarom veel oninteressanter is. Maar er
ontbrak nog een halfregelmatig veelvlak,
dat tot het midden van de negentiende
eeuw over het hoofd gezien bleef. Deze ver-
stoteling, die ook in figuur 1 is te zien, maak
je uit de romben-kuboctaéder door de twee
helften ten opzichte van elkaar een kwart-
slag te draaien. Het resultaat is minder sym-
metrisch dan de andere Archimedische licha-
men. De hoekpunten zijn wel congruent met
elkaar, maar nemen ten opzichte van het

Figuur 2. De drie Platonische vlakvullingen

Figuur 3. De acht Archimedische vlakvullingen
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hele veelvlak niet allemaal dezelfde positie
in. Het veelvlak staat tegenwoordig bekend
als het Miller-veelvlak.

Halfregelmatige vlakvullingen

De Platonische lichamen hebben drie platte
verwanten: de Platonische vlakvullingen.
Deze staan afgebeeld in figuur 2. Op die
vlakvullingen kun je dezelfde processen toe-
passen als we hierboven beschreven om
Archimedische veelvlakken te maken. Het
resultaat zijn zeven halfregelmatige vlakvul-
lingen, zie figuur 3. Een achtste vlakvulling
kun je maken met de hoeksamenstelling
4-4-3-3-3, die meer overeenkomst heeft met
de prisma’s en antiprisma'’s, zie ook figuur 3.

Meer informatie is te vinden
in Regelmaat in de ruimte
van A.K. van der Vegt,

ISBN 90-407-1274-3 Delft
Univerity Press.

Op 15 april 2002 overleed A.K. van
der Vegt.

29




delta-6-viak

delta-10-viak I ‘
delta-14-viak

icosaéder

metadiverminderde icosaéder

. triverminderde icosaéder

verminderde icosaéder .'
.

tweemanen-birotunda

sfenomegacorona

hebesfenomegacorona

sfenocorona

disfeno-cingulum

.. .
ftthenncnnn”

PYTHAGORAS FEBRUARI 2003

‘

vijfzijdige nlramlde
ot S i ’

o

vijfzijdig antiprisma

vijfzijdige rotunda

driezijdige koepel

vierzijdige koepel

sese
sobee teeaaa,,
. .

.* e

metadiverminderde romben-icosidodecaéder

triver

octaéder

romben-icosid, éd

achtzijdig prisma

By
romben

. vijfzijdige koepel

romben-i

. aese,
L e e
s fttteseatsssssannenansrenes

ARCHIMEDISCHE FRAGMENTEN

sssss




door Marco Swaen

Convexe veelvlakken

met regelmatige

zijvlakken

In oktober verscheen onze veelvlakkenpos-
ter. De poster geeft een overzicht van de
convexe veelvlakken die je kunt maken met
regelmatige veelhoeken. De figuren op pa-
gina 26 en 30 zijn van de poster afkomstig.
In 1966 gaf Norman Johnson als eerste de
complete lijst van convexe veelvlakken met
regelmatige zijvlakken, al duurde het tot
1969 voordat met een bewijs was aange-
toond dat Johnson geen veelvlak had
gemist. Johnson bedacht ook een systema-
tische naamgeving, die sindsdien door de
meeste wiskundigen gevolgd wordt.
Onder de convexe veelvlakken met regel-
matige zijvlakken komen we vele oude
bekende tegen, zoals de vijf Platonische
lichamen, de dertien Archimedische licha-
men, het Miller-veelvlak, de regelmatige
prisma’s en antiprisma’s (zie pagina 26).
Ook eerder bekend waren de zogenaamde
deltaveelvlakken: convexe veelvlakken die

opgebouwd zijn uit gelijkzijdige driehoeken.

Veel van de veelvlakken kunnen opgesplitst
worden (langs ribben) in kleinere convexe

veelvlakken met regelmatige zijvlakken. Zo
kun je bijvoorbeeld van de icosaéder vijfzij-
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dige piramides halen, resulterend in de ver-
minderde, metadiverminderde en trivermin-
derde icosaéder en het vijfzijdig antiprisma.
Dergelijke ‘stukken’ van andere veelvlakken
heten fragmenten.

Een veelvlak dat niet opgesplist kan wor-
den, heet elementair. Er is, afgezien van
oneindig veel prisma’s en antiprisma’s, een
dertigtal elementaire veelvlakken, waarvan
de meeste fragmenten zijn van Platonische
en Archimedische lichamen. Op de poster
zijn ze allemaal afgebeeld.

Niet afgebeeld zijn 66 samengestelde veel-
vlakken uit Johnsons lijst. Zij bestaan uit
samenstellingen van de veelvlakken die wel
op de poster staan, zoals bijvoorbeeld pris-
ma's en antiprisma’s met piramides of koe-
pels op hun onder- en/of bovenvlak.

De ordening van de veelvlakken in de diver-
se deelverzamelingen ontleenden we aan
het prachtige boek Polyhedra van

Peter R. Cromwell, ISBN 0-521-66405-5.

De poster kost 5 euro (exclusief verzend-
kosten) en is te bestellen via de website
van Pythagoras:
www.science.uva.nl/misc/pythagoras/.
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Figuur 1. De zeven stukjes van de Cube wrap puzzel.
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Figuur 2. Een poging om de zeven stukjes in een kubusuitslag te passen.
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door Chris Zaal

Jaarlijks komen de ware puzzelmakers- en
verzamelaars bijeen op de IPP, de Inter-
national Puzzle Party. ledere deelnemer
bedenkt en maakt dan een puzzel om ten
geschenke te geven aan de andere deelne-
mers. Zo ga je als deelnemer er heen met
honderd van je eigen puzzels, en kom je
terug met honderd verschillende puzzels,
gekregen van de andere deelnemers.

In 1996 vond de 16de International Puzzle
Party in Luxemburg plaats. Daarvoor had
Simon Dickerson uit Oakley, Aylesbury in
Engeland, de volgende puzzel bedacht, die
hij Cube wrap noemde.

Cube wrap

Voor deze puzzel heb je een kubus met
ribben van 3 cm nodig. Die kun je bijvoor-
beeld zagen uit een houten balkje van 3 cm
bij 3 cm. Verder moet je zeven puzzelstuk-
jes knippen uit papier, zie figuur 1. De vier-
kantjes van het raster moeten 1 cm bij 1 cm
zijn. Kleur de stukjes, of gebruik verschillen-
de kleuren papier.

Opdracht

De oppervlakte van de kubus is 6 x 3 x 3 =
54 ¢cm®. De zeven stukjes uit figuur 1 tellen
tezamen 54 vierkantjes, precies genoeg om
de oppervlakte van de kubus te bedekken.
Dat is precies de opdracht van deze puzzel:
Bedek de kubus met de zeven stukjes. Je
mag de stukjes niet verknippen, maar je
mag ze wel vouwen. Je mag de stukjes niet
omdraaien: het vierkante raster moet zicht-
baar zijn.
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Voor het bevestigen van de stukjes kun je
het beste buddies gebruiken (de kauwgum
die in de kantoorboekhandel verkrijgbaar is
om posters op te hangen).

Oplossen

Dit is zeker geen eenvoudige puzzel. Je
kunt hem op verschillende manieren probe-
ren op te lossen. Om te beginnen kun je
een kubusuitslag tekenen, en proberen daar
de stukjes op te passen, zie figuur 2. Het
probleem is echter dat de stukjes niet alle-
maal binnen de uitslag hoeven te passen:
een stukje mag immers over een ribbe heen
worden vouwen.

Zelf lukte het mij niet deze puzzel z6 op te
lossen. In de praktijk bleek het handiger de
puzzel op te lossen op het blok van 3 bij 3
bij 3.

Wedstrijd

Het is ons gelukt één oplossing te vinden
van de Cube wrap puzzel. We weten niet of
er meerdere oplossingen zijn. Voor diegene
die de meeste oplossingen vindt, loven we
een boekenbon van 50 euro uit. Stuur je
oplossingen vé6r 1 april 2003 naar:

René Swarttouw

Afdeling Wiskunde

Faculteit der Exacte Wetenschappen

Vrije Universiteit

De Boelelaan 1081a

1081 HV Amsterdam.

De voor mij enige bekende oplossing
verschijnt in het volgende nummer van
Pythagoras.

L S S ——
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EEN 3D
VOUWPUZZEL
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Rhinoceros

Rhinoceros is een computertekenprogramma
waarmee je driedimensionale modellen exact
kunt tekenen. Het programma is oorspronke-
lijk geschreven voor industrieel ontwerpers,
maar, zoals we in dit artikel laten zien, is het
ook heel geschikt om veelvlakken nauwkeurig
te tekenen. De figuren op de veelvlakkenpos-
ter zijn met Rhinoceros gemaakt. Tekeningen
kun je omwerken tot prachtige plaatjes, en
ook is er de mogelijkheid ze driedimensionaal
uit te laten printen. In het artikel ‘Zelf veel-
vlakken maken’ (zie pagina 44) kun je zien hoe
je met stroken een vlechtmodel voor de icosi-
dodecaéder in elkaar zet. Wij zullen je hier nu
laten zien hoe je hetzelfde model virtueel met
Rhinoceros te voorschijn tovert.
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Op www.rhino3d.nl/pythagoras kun je een
volledig werkende demoversie van
Rhinoceros downloaden. Alles wat wij in
dit artikel beschrijven, is daarmee zelf

uit te voeren. Met de demoversie kun je
tot 25 keer een zelfgemaakte tekening

opslaan. Ondersteuning bij de installatie
kun je krijgen op dezelfde site. Daar kun
je ook tekenbestanden downloaden,

onder meer voor alle veelvlakken op de

veelvlakkenposter. >>>
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Figuur 2. Een icosidodecaéder

Figuur 4

Eerst iets in het algemeen over vlechtmo-
dellen. Bij een aantal Platonische en
Archimedische lichamen vormen ribben
regelmatige veelhoeken die door het veel-

vlak heen snijden. Zo gaan er bijvoorbeeld
door de octaéder drie vierkanten. Er zijn

zes veelvlakken met zulke regelmatige dia-
gonaalvlakken: de niet-elementaire
Archimedische en Platonische lichamen (zie
pagina 26).

Maken we zo'n veelvlak boller, dan gaan de
diagonaalveelhoeken over in ringen die
samen het netwerk van de ribben van het
veelvlak vormen, zie figuur 1. Voor deze
veelvlakken zijn gemakkelijk vlechtmodellen
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Figuur 3

Figuur 5

te maken: de ringen geven aan hoe de stro-
ken gevlochten moeten worden om het
model in elkaar te zetten. Uiteraard moet je
wel zorgen dat elke strook steeds afwisse-
lend over en onder de stroken gaat, die hij
tegenkomt.

Begin na installatie van het programma met
het downloaden en het openen van de ico-
sidodecaéder, zie figuur 2. Van dit veelvlak
laten we stapsgewijs zien hoe je er een
vlechtmodel van maakt. De onderliggende
tekening van de icosidodecaéder is afge-
beeld in figuur 3.




Figuur 6

Van het model hebben we in eerste instantie
niet veel meer nodig dan één zo'n ring van
ribben, die hier een regelmatige tienhoek
vormt. En eigenlijk hebben we van deze tien-
hoek ook weer slechts de hoekpunten nodig,
zie figuur 4. Deze punten zetten we met het
commando Point in de tekening.

Om nu tot ringen te komen waarmee we
kunnen vlechten, verdelen we deze punten

in twee groepen, zie figuur 5. De ene groep

van vijf punten schuif je met het commando
Scale en schaalfactor 0.9 iets naar binnen,
terwijl je de andere groep van vijf punten
met Scale en schaalfactor 1.1 naar buiten
schuift, zie figuur 6.
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Figuur 7

Figuur 9

Vervolgens teken je door deze punten een
curve. Dit doe je met het commando
InterCry, zie figuur 7. Om het geheel wat
beter zichtbaar te maken, zetten we om
deze curve een buis met het commando
Pipe, zie figuur 8.

Nu gaan we kopieén maken van de ring, en
zetten die in de goede stand. De eerste
kopie moet gekanteld staan ten opzichte
van het origineel. In Rhinoceros gebruiken
we hiervoor het commando Rotate, met de
kopie optie. Er zijn twee draaiingen nodig.
Haal de icosidodecaéder er gewoon weer
bij, dan heb je de juiste referentiepunten,
zie figuur 9, 10 en 11.




‘erpektiet

Figuur 10

Perpekiic! BENUREEEE S

Figuur 12

Hebben we eenmaal de eerste kopie in de
goede stand gezet, dan kunnen we meer
kopieén maken met het commando
PolarArray. Vanwege de aanwezige rotatie-
symmetrie in het veelvlak, hebben we in
totaal vijf kopieén nodig, verdeeld over 360
graden, zie figuur 12.

Na deze laatste bewerking kan het oor-
spronkelijke veelvlak weg, zie figuur 13, en
kunnen we van het totaal een plaatje
maken, door de figuur te ‘renderen’.

Zo ontstaat het eindresultaat dat in figuur
14 is te zien.

Het is dan aan te bevelen om de onderde-
len eerst een kleur te geven. Dit gaat met
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Figuur 13

het commando Properties. Selecteer je een
ring en gebruik je Properties, dan komt de
materiaal-editor in beeld. Je kunt dan een
kleur, maar ook eigenschappen als transpa-
rantie of reflectie toekennen. En wanneer je
het helemaal echt wilt laten lijken, kun je in
je tekening ook nog lampen toevoegen.
Het commando hiervoor is Spotlight.

Voor verdere aanwijzingen en andere figu-
ren om na te maken, kijk je op
www.rhino3d.nl/pythagoras.

Op pagina 35 en 39 staan nog meer voor-
beelden van vlechtmodellen met
Rhinoceros. Ongetwijfeld geeft het je inspi-
ratie voor de veelvlakkenprijsvraag.




Figuur 14. Een vlechtmodel van de icosidodecaéder
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Figuur 1aen b
Ss(1)+1-550)+1=52
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Figuur 2a en b

4-54(3)+6-55(2)+4-53(1)+1- 540 +1

door Jan Guichelaar




Sommen van machten

in hyperkubussen

Hoeveel is 12 + 22 + 32 + .. + 1002? In dit artikel
laten we zien hoe je een formule kunt maken
voor zulke sommen van kwadraten, door de
kubus op een slimme manier in stukken te split-
sen. De opsplitsing werkt ook bij sommen van
hogere machten, maar dan moet je uitgaan van
een kubus van meer dan drie dimensies. Een
'hyperkubus’ in stukken verdelen vergt wel erg
veel van ons ruimtelijk inzicht, daarom controle-
ren we de gevonden formules vervolgens ook
langs algebraische weg.

We willen een aantal formules afleiden
voor de volgende sommen van n (posi-
tief geheel) k-de machten:

Sn(k) = Z F =125 4. (n— 1DF + 0"
=1

In het vervolg zullen we n niet meer in
de notatie tot uitdrukking brengen; we
schrijven kortweg S(k) in plaats van

S, (k).

Nulde- en eerste machten
Het berekenen van S(0) is natuurlijk een
fluitje van een cent:

S0=1"+2+.. .+ -1+ =
1+1+---+1+1=n.

Ook de berekening van S(1) is niet al te
moeilijk. Om

SM=S '=1+2+.--+0n
i=1

D+n

te berekenen, kunnen we eenvoudig kij-
ken naar een vierkant vann + 1 bijn + 1




hokjes. In figuur 1a zie je zo’n vierkant voor
het geval n = 4. De opsplitsing van het vier-
kant die in figuur 1b is weergegeven, helpt
je bij de volgende inzichten.

We zien in de eerste plaats twee keer S(1)
in het vierkant; dit zijn de gele hokjes. Merk
op dat dit aantal gelijk is aan het aantal
dimensies van het vierkant.

Op de grens tussen deze twee zien we één
keer S(0) in het vierkant; dit zijn de blauwe
hokjes. Tenslotte is er nog een enkel hokje
over, dit is het witte hokje. Dan geldt:

2.5 +1-5(0)+1=(n+1)>2
Invullen van S(0) geeft

S(1) = %n(n +1).

Tweede machten
Voor het berekenen van
S@=) #=12+2%+...+(n -1 +n?,

i=1

kijken we naar een kubus met n + 1 blokjes
langs elke ribbe.

In figuur 2a is zo'n kubus getekend voor het
geval n = 4. De 'lagen’ van de kubus zijn los
van elkaar getekend, zodat de kleuren van
alle blokjes zichtbaar zijn. In figuur 2b is
dezelfde kubus zodanig uit elkaar getrok-
ken, dat de gekleurde delen van de kubus
los van elkaar komen te staan. Door de
kleuring van de blokjes helpt deze figuur je
de uitkomst van S(2) te vinden.

In de eerste plaats zien we drie keer S(2);
dit zijn de drie piramides van rode blokjes.
Net als in het vorige geval (k=1) is dit aan-
tal gelijk aan het aantal dimensies van de
kubus. Vervolgens zien we drie keer S(1),
namelijk op het ‘grensvlak’ tussen elk
tweetal piramides S(2); dit zijn de gele
blokjes.

Langs de hoofddiagonaal, de gemeen-
schappelijke ‘lijn” van de drie piramides
S(2), zien we één keer S(0); dit zijn de blau-
we blokjes.

Ook nu is er één blokje nog niet bezet, dit
is het witte blokje.
Er geldt dan:

3.-92)+3-S(M+1-50)+1=n+1)>%

Invullen van S(1) en S(0) levert

S(2)= én(?n +1)n+1).

Derde machten

We zetten nu de regelmaat die we ontdekt
lijken te hebben, voort om S(3) te bereke-
nen. Dan moeten we een 4-dimensionale
'hyperkubus’ nemen met een ‘inhoud’ van
(n + 1)* 'blokjes’.

We doen even of alles zo maar kan. Het
bewijs komt in de paragraaf hierna.

Nu we met vier dimensies te maken heb-
ben, krijgen we vier hyperpiramides S(3).
Tussen elk tweetal S(3)-stukken zit een S(2)-
hyperdriehoek. Hoeveel zijn dat er in
totaal? Uit de vier S(3)-stukken kunnen we
op (¥) = 6 verschillende manieren een
tweetal vormen. Er zitten dus zes S(2)-stuk-
ken in de hyperkubus.

Verder heeft elk drietal S(3)-hyperpiramides
een gemeenschappelijke S(1)-rand. Dat zijn
er (3) = 4. Er zijn dus vier S(1)-stukken. Op
de diagonaal tussen elk viertal zit een S(0);
dat is er 1. Tenslotte is er ook hier weer een
los blokje.

Samen levert dit:

4-S(8)+6-5(2)+4-S(1)+1-SO0)+1=(n+D*

Invullen van S(2), S(1) en S(0) en wat reke-
nen, levert

S(3)= %r}z(u +1)2.

Dit resultaat is ook bekend uit andere bere-
keningen. Het geeft dus wel een beetje
vertrouwen dat we op de goede weg zijn.
Maar een bewijs is het natuurlijk niet.
Daarvoor gaan we maar meteen het pro-
bleem op een hoger niveau brengen: we
gaan naar willekeurige machten.




°© Hogere machten

Op grond van de opsplitsingen van de
(hyper)kubussen zou je mogen verwachten
dat in het algemeen geldt:

a1\ T
( 1 )S(A)+( 9 )‘S(L—1)+---+
(1

R+ 1) 60) 41 = (n+ M.
E+1

We zullen laten zien dat dit inderdaad het
geval is.

We beginnen met het linkerlid in (1) (de
laatste term, 1, laten we voor het gemak
even weg). We schrijven dit als een somma-
tie en vervolgens als een dubbele somma-
tie:

k+1

k+1 ] " n
Z (L 4; l)._%’(k+ 1 j)= Z (l. 4}- 1) Z jhrl—j
¢ : i=1

j=1 j=1

Verwisselen van de sommaties geeft

n  k+l

23 (F e

=l j=1

Wanneer we 17 (=1) invoegen en de somma-
tie over j bij 0 laten beginnen (de term met
J = 0 moeten we er dan natuurlijk ook weer
van aftrekken), krijgen we
n hk+1 11 4 1 n (2)
' l‘j[».L-+l—‘j i l-l.‘+l'
>y () >

i=l j=0 R i=1

We kijken even naar het gedeelte

k+1
Z (,L+ 1) 13 k1-i
J

j=0

In het algemeen geldt (binomium van
Newton) dat

(a+b)" =

Met a =i en b = 1 volgt dan dat (3) kan
worden geschreven als (i + 1)k+1.
Op die manier is (2) dus te schrijven als

n n
PILES Vit P s
=1 i=1

De meeste termen van deze twee somma-
ties vallen tegen elkaar weg, zodat over-

blijft
(n + 1)k+1 -1,

waarmee het vermoeden in (1) bewezen is.

Vierde machten

Nu de algemene uitdrukking is bewezen, is
dus ook de berekening van S(3) in orde.
Met de gevonden formule kunnen we nu
ook hogere sommen van machten gaan be-
rekenen. Voor S(4) krijgen we de formule:

a\ .. 5\ | 5\ . 5\
(1>‘S(4)+ (2)5(3)+ (3) S(2) + (4) S(1) +

(g) S(0)+1=(n+1)°.

Reken na dat hieruit, en uit de formules die
we al hadden afgeleid, volgt dat

S4) = -31—0,,(” +1)(2n + 1)(3n%+3n — 1).

Bereken zelf de formule voor S(5) en even-
tueel formules voor sommen van machten
groter dan 5.




veelvlakken

maken

door Thijs Notenboom
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Strokeén vlechten

Je hebt nodig: stevig papier,
plaksel en schildersplakband.
Knip van het papier zes stroken
van 14 mm breed en ongeveer
30 cm lang. Knip van het schilderplakband
zo'n twintig stukjes om straks de stroken
tijdelijk aan elkaar vast te kunnen zetten.
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deel 3

Begin met drie stroken en vlecht

ze in elkaar. Neem de vierde en

viffde strook en voeg die in; zorg

dat elke strook steeds afwisselend
over en onder de stroken gaat, die hij tegen-
komt. Aldus krijg je een vijffpuntige ster, de
kern van die ster wordt de zuidpool van de
bol. Zet de stroken vast met plakkertjes.




Neem de zesde strook, deze
wordt de evenaar van de bol.
Vlecht hem over en onder de tien
uiteinden van de ster.

Nu vlecht je stap voor stap de

tien uitstekende strippen over- en

onder elkaar.

Let goed op het patroon van de
icosidodecaéder met vijfhoeken en drie-
hoeken.
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Herschik de verbindingen, haal
de plakkertjes weg en voeg ze
elders toe tot de halve bol er
regelmatig uit ziet.

Uiteindelijk lijm je de twee uit-
einden van elke strook aan
elkaar en verwijder je de plak-
kertjes.
Je kunt ook met meer of met minder stro-
ken vlechten, zie bijvoorbeeld de bal op
pagina 44.
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Drie-in-één

Het drie-in-één model is een beweegbaar
model dat in verschillende standen maar
liefst drie veelvlakken toont. Het bestaat
uit drie- en vierhoeken die scharnierend
aan elkaar zitten. Uitgeklapt vormen de zij-
vlakken een grote romben-kuboctaéder
(foto 1). Klap je het model in, dan krijg je
een kuboctaéder (foto 3) en halverwege
neemt het model ook nog de vorm van een
stompe kubus aan (foto 2).

Neem voor de zijvlakken stevig, buigzaam
plaatmateriaal, bijvoorbeeld PVC of PET.
Heel geschikt is PE, dat nadat het gebogen
is, altijd weer terug wil springen naar zijn
rechte stand. Voor de verbindingen heb je
zogenaamde holnietjes (‘eyelets’) nodig,
het soort ringetjes waar je je schoenveters
doorheen rijgt. In hobbywinkels en doe-
het-zelf-winkels zijn tangen te koop waar-
mee je de gaatjes kunt knippen en vervol-
gens de holnietjes kunt vastknijpen. Niet te
hard vastknijpen, dan blijft de verbinding
draaibaar.

Het model bestaat uit zes vierkanten en
acht driehoeken. In elk hoekpunt van een
vierkant komt een driehoek en in elk hoek-
punt van een driehoek een vierkant.
Hieronder zie je de vorm van de zijvlakken.
Let op dat de gaatjes voor de holnietjes
precies in het verlengde liggen van de
denkbeeldige ribben. Zorg verder dat de
lipjes allemaal even breed zijn, dan is de
spanning in elk hoekpunt hetzelfde en
wordt de figuur symmetrisch. Aan de hand
van de foto’s moet het je verder lukken het
model in elkaar te zetten.
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Grote romben-kuboctaéder

Stompe kubus

Kubocta&der




Hoe kom je er op?
door Marco Swaen

Thijs Notenboom heeft al bijna veertig
jaar lang als liefhebberij het bouwen van
veelvlakmodellen. Zijn veelvlakkenpassie
begon toen hij tijdens zijn wiskundestudie
het boek Regular Polytopes (H.S.M.
Coxeter) cadeau kreeg. Naast veel theorie
staan er in het boek ook mooie plaatjes
van veelvlakken. Het boek inspireerde
Thijs zelf modellen te maken. In het begin
gebruikte hij papier en karton, maar in de
loop der jaren verkende hij ook de moge-
lijkheden van vele ongebruikelijke materia-
len, zoals luxaflexen, roerstaafjes en weg-
werpbekers. In de voorgaande nummers
van Pythagoras hebben we al enkele
prachtige voorbeelden gezien van de
modellen die hij heeft ontwikkeld. Een
heel bijzonder model dat hij ook zelf
bedacht, is het drie-in-één model hier-
naast. Thijs kreeg het idee voor dit model
toen hij een papieren modelletje voor de
romben-kuboctaéder had gemaakt met
afwisselend zwarte en witte zijvlakjes (foto
A). Het viel hem op dat de zwarte vlakjes
samen een soort netwerk vormen.

Om het netwerk beter te onderzoeken,
maakte hij een modelletje van alleen zwar-
te zijvlakjes, aan elkaar gezet met touw-
tjes (foto B). Bij dat model ontdekte hij
dat het veelvlak ook een octaéder ople-
vert als je de vlakjes aan elkaar drukt (foto
C). Thijs heeft daarna allerlei technieken
geprobeerd om een soepel bewegend

Thijs Notenboom
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model te maken waarin je de drie standen
goed kunt zien. Hij heeft geéxperimen-
teerd met scharnieren en draaiassen, en
vele soorten plaatmateriaal. Uiteindelijk
kwam hij uit op de verrassend simpele
constructie die je op de linkerpagina ziet.

Zwart-witmodel romben-kuboctagéder
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door Jan van de Craats

De eerste ronde

Op veel plaatjes van analoge klokken staan
de wijzers zo afgebeeld dat het bijna tien
over tien is. Preciezer gezegd: de wijzers
staan dan zo dat ze elkaars spiegelbeeld
zijn in de verticale lijn door de 12 en de 6.
Bepaal voor deze situatie de exacte grootte
van de hoek tussen de twee wijzers.

Dit was opgave B3 van de eerste ronde van
de Nederlandse Wiskunde Olympiade 2002.
Van de ruim 1800 scholieren die aan deze
ronde meegedaan hebben, wist slechts 6
procent het goede antwoord te vinden, en
daarmee was deze opgave de op één na
moeilijkste som van deze ronde. Voor de
negen sommen van de eerste ronde kon je
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in totaal een maximum van 22 punten beha-
len, maar niemand scoorde meer dan 20
punten. De scholenprijs, bestemd voor de
school met de hoogste totaalscore van de
beste vijf leerlingen, ging naar het Stedelijk
Gymnasium in Breda met een totaalscore
van 80 punten.

De tweede ronde

Leerlingen met een score van 12 punten of
meer werden uitgenodigd voor de tweede
ronde, die op 13 september 2002 aan de
TU Eindhoven gehouden is, en waaraan 101
scholieren hebben meegedaan. Die ronde
bestond uit vijf opgaven, elk met een maxi-
mumscore van 10 punten. Daarvoor was
drie uur beschikbaar, en bij een gelijke
score gaf het puntenaantal uit de eerste
ronde de doorslag in de eindrangschikking.

De prijswinnaars

Hier is een lijstje van de tien prijswinnaars
met hun score voor de tweede ronde en
tussen haakjes hun puntenaantal bij de eer-
ste ronde. De prijsuitreiking vond plaats op
15 november 2002. Een kort verslag hiervan
is te lezen in het Journaal op pagina 51.




Emil Bode, Doetinchem 49 (13)
Iris Smit, Amsterdam 42 (19)
Berry Lijklema, Nijmegen 38 (17)
Wouter Willems, Paterswolde 38 (14)
Meilof Veeningen, Hardegarijp 37 (16)

Maaike Anna Blok, Amsterdam 36 (16)

Martijn Mink, Geldrop 35(13)
Willem Cleven, Chaam 34 (17)
Jorik Mandemaker, Schijndel 32 (20)
Esther Bod, Malden 32 (16)

Uit de prijswinnaars wordt na een intensie-
ve training een team van zes scholieren
samengesteld dat Nederland gaat verte-
genwoordigen bij de Internationale
Wiskunde Olympiade die van de zomer in
Japan zal worden gehouden.

De opgaven

Hieronder vind je de opgaven van de twee-
de ronde, zodat je er zelf ook eens je krach-
ten op kunt beproeven. Als je het echt zo
wilt doen als de deelnemers, moet je hier
stoppen met lezen. We geven nu bij elke
som namelijk een korte beschrijving die

tegelijkertijd hints bevat voor de oplossing.
Opgave 1. Dit soort spiegelopgaven los je
meestal op door de baan van de lichtstraal
‘recht te trekken’. Gebruik ruitjespapier,
waarbij je voor elke keer dat de lichtstraal
een zijde treft, niet de lichtstraal, maar het
vierkant spiegelt.

Opgave 2. Bedenk dat x niet al te groot
kan zijn! Wat zijn de mogelijkheden voor x?
Opgave 3. Als de omtrek oneven zou zijn,
zouden er precies 1 of precies 3 zijden een
oneven lengte hebben. Gebruik verder de
stelling van Pythagoras.

Opgave 4. Zet eerst de paren als paar om
de tafel. Op hoeveel manieren kan dat?
Opgave 5. Hier moet je wel wat uit de kast
halen! Maak eerst een tekening. Teken de
bissectrice van hoek A. Denk aan de sinus-
regel, aan dubbele-hoekformules, misschien
zelfs aan de bissectricestelling!

De volledige oplossingen, en nog meer
informatie over de Wiskunde Olympiade,
kun je vinden op de website
http://olympiads.win.tue.nl/nwo.

Nederlandse Wiskunde Olympiade 2002

Opgaven tweede ronde

1. De zijden van een vierkant ABCD van 10
bij 10 zijn aan de binnenkant spiegelend.
Een lichtstraal komt het vierkant binnen via
het hoekpunt A en koerst naar het punt P
op CD met CP =3 en PD =T7. In P spiegelt
het natuurlijk aan de zijde CD. De lichtstraal
kan het vierkant alleen via een van de hoek-
punten A, B, C of D verlaten. Wat is de
afstand die de lichtstraal binnen het vier-
kant aflegt voordat hij het vierkant weer
verlaat? Door welk hoekpunt gebeurt dat?
2. Bepaal alle drietallen (x, y, z) van positie-
ve gehele getallen met x <y < z die vol-
doen aan

() (D) 101)
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3. A, B en C zijn punten in het vlak met
gehele codrdinaten. De lengtes van de zij-
den van driehoek ABC zijn geheel.

Bewijs dat de omtrek van de driehoek een
even getal is.

4. Vijf paren stripfiguren, Donald en Katrien
Duck, Asterix en Obelix, Suske en Wiske,
Tom en Jerry, Heer Bommel en Tom Poes,
gaan om een ronde tafel zitten met 10
stoelen. Van elk paar zorgen de twee leden
er voor dat ze naast elkaar komen te zitten.
Op hoeveel verschillende manieren kunnen
de tien stoelen bezet zijn? Twee manieren
zijn verschillend als ze niet door een draai-
ing in elkaar overgevoerd kunnen worden.
5. In driehoek ABC is hoek A tweemaal zo
groot als hoek B, AB = 3 en AC = 2.
Bereken BC.
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door Alex van den Brandhof en Matthijs Coster
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De wiskunde van

de schoenveter

Hoe rijgen wij onze schoenveters opti-
maal? De wiskundige Burkard Polster
van de Monash Universiteit in Victoria,
Australié, heeft het uitgezocht. Met behulp
van een denkbeeldige platte schoen reken-
de Polster uit welke rijgtechniek het kort-
ste was (dat wil zeggen het minste veter
gebruikte), en welke techniek het sterkste
was (de twee zijkanten van de schoen het
beste bij elkaar trok).

Het blijkt dat de traditionele manieren om
veters te rijgen, ‘kris-kras’ (hierbij steken de
vetereinden vanuit de punt telkens schuin over
naar de gaatjes van de volgende rij) en ‘over-
langs’ (hierbij gaat het ene eind van de veter
van de punt naar het hoogste gaatje en doet het
andere eind zigzag alle gaatjes aan), de sterkste
zijn. Welke van de twee technieken precies het
beste is, hangt af van de afstand tussen de
vetergaatjes. Voor korte, brede rijen vetergaten
(waarbij de horizontale afstand tussen gaatjes
groot is en de verticale afstand klein), is de kris-
krastechniek het sterkste. Bij lange, dunne rijen
vetergaten levert de overlangstechniek de
sterkste resultaten op.

Foto: Sterre Sevide

De veteraar kan echter ook andere criteria stel-
len dan trekkracht. Soms gaat het erom een zo
kort mogelijke veterlengte te gebruiken, bijvoor-
beeld wanneer er onverwacht een veter knapt.
In zulke gevallen is de ‘vlinderdastechniek’ te
verkiezen. Bij dit — tamelijk obscure — rijgpa-
troon loopt de veter afwisselend naar het lager
gelegen gaatje aan dezelfde kant, en vandaar
naar het lager gelegen gaatje aan de overkant
(zie foto). Het resultaat is een patroon van krui-
sen op zekere afstand van elkaar, dat vaag aan

een vlinderdas doet denken.

Bronnen: Nature, Volume 420 (december 2002), NRC
Handelsblad, 7 december 2002, www.vpro.nl/wetenschap

Nieuw record =

In september vorig jaar is
door het team van professor
Yasumasa Kanada van de uni-
versiteit van Tokio een nieuw
record gevestigd op het gebied
van het berekenen van deci-
malen van het getal m: 1,24
biljoen. De berekening vergde
400 uur rekentijd op een
supercomputer, die 2 biljoen
berekeningen per seconde
maakt. Het oude record —
daterend uit 1999 — stond op
ruim 206 miljard decimalen.

Bron: http:/seattlepi.nwsource.com/
national/98912% 1$pi07.shtml

Slome eurocenten

Euromunten reizen veel lang-
zamer dan verwacht. Na één
jaar eurogebruik bestond de
portemonnee van een Neder-
lander uit gemiddeld iets min-
der dan een kwart van alle
euromunten aan buitenlandse
munten. Een jaar geleden
werd verwacht dat reeds
medio 2003 de helft van de
Nederlandse munten door
buitenlandse zou zijn vervan-
gen. De muntjes van 1, 2 en 5
eurocent veroorzaken de
grootste remming van de dif-

fusie: kleine muntjes blijven
veel langer in de beurs en ver-
anderen dus minder vaak van
eigenaar. Ook verzamelaars
drukken de snelheid waarmee
de munten zich vermengen.
Pas op zijn vroegst begin 2004
zal de helft van alle Beatrix-
beeldenaars in een gemiddel-
de portemonnee zijn vervan-
gen door — vooral — Duitse
adelaars, Begische Alberts en
Franse liberté-égalité-frater-
nité's.

Bron: de Volkskrant, 31 december 2002
en 4 januari 2003
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Prijsuitreiking

Wiskunde Olympiade

Op 15 november 2002 vond in
het Auditorium van de TU
Eindhoven de prijsuitreiking
plaats aan de winnaars van
de Nederlandse Wiskunde
Olympiade 2002. Aan de eer-
ste ronde namen 1834 leerlin-
gen deel. Van deze deelnemers
stroomden er 99 door naar de
tweede ronde. De 10 beste
deelnemers (zie foto) kregen
een prijs bestaande uit een
boek, de veelvlakkenposter
van Pythagoras, een Pytha-
goras en een Natuur & Tech-
niek. Winnaar was Emil Bode
van het Ulenhof College in
Doetinchem. Hij zit in de vijf-
de klas. Hij vindt zichzelf niet
een uitgesproken wiskunde-

Foto: Matthijs Coster

freak. Hij doet ook allerlei an-
dere dingen, zoals zwemmen.
Uit de 10 prijswinnaars moet
een team worden geformeerd
van 6 personen die naar
de Internationale Wiskunde

Olympiade gaan. Dit jaar
wordt deze Olympiade georga-
niseerd in Tokio. Het hele jaar
door worden de prijswinnaars
getraind. In juni vindt de
definitieve selectie plaats.

Blokjes-
stapelpuzzel

Tetris is moeilijk!

Het populaire computerspelletje Tetris is
geanalyseerd door drie onderzoekers van het
Laboratorium voor Informatica in Boston.
Het doel van het spel is neerdalende
Tetrisblokken zo te draaien en te verschuiven
dat ze onderaan het veld volledig gevulde
rijen vormen.

Wat concluderen de onderzoekers? Tetris is
moeilijk! Het spel blijkt in een categorie pro-
blemen te vallen die wiskundigen NP-proble-
men (nondeterministic polynomial-time) noe-
men. En dat zijn de hardnekkigste breinbre-
kers van de moderne wiskunde. Een NP-pro-
bleem is een probleem waarvan het relatief
makkelijk is om te checken of een gegeven
oplossing (bij Tetris: een complete rij) juist is,
maar waarbij oneindig veel tijd nodig is om
het probleem als geheel (bij Tetris: hoe de
blokken te draaien?) op te lossen. Vooral de

theoretische wiskundigen zijn in deze feno-
menen geinteresseerd, omdat ze tot nu toe
niet door de computer op te lossen zijn.

Het beroemdste NP-probleem is het handels-
reizigerprobleem, waarbij de korste weg
tussen een aantal verschillende steden
moet worden gevonden. Ook het spelletje
Mijnenveger blijkt zo'n NP-hersenkraker te
zijn, zo toonde de Britse wiskundige Richard
Kaye in het voorjaar van 2000 aan.

Bronnen: Science News Online, Volume 162, No. 17,
www.vpro.nl/wetenschap.

Tetris onder de microscoop

Drie afgestudeerden van de VU hebben het
kleinste Tetris ter wereld gemaakt. De blokjes
zijn glazen kraaltjes van een duizendste milli-
meter (42 stuks), die met een laserbundel wor-
den gemanipuleerd in een druppel water.
Alleen onder een microscoop is het spel te vol-
gen. Net als bij computer-Tetris kan de speler
neerdalende blokjes manipuleren, zodat ze het
best in eerder gelegde laagjes vallen. Een vol
laagje gaat terug naar de voorraad. Is die voor-
raad op, dan is de speler af.

Bron: de Volkskrant, 9 november 2002
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"Pythagoras
Olympiade

door René Pannekoek, Jan Tuitman
en Allard Veldman

In elk nummer van Pythagoras tref je
de Pythagoras Olympiade aan: twee
uitdagende opgaven die je doorgaans
niet in de schoolboeken tegenkomt.
Ga de uitdaging aan en stuur ons je
oplossing! Onder de goede leerling-
inzenders wordt per opgave een boe-
kenbon van 20 euro verloot. Ook wor-
den er prijzen aan het eind van het sei-
zoen weggegeven: voor de drie leer-
lingen die over de hele jaargang het
beste hebben gescoord zijn er boeken-
bonnen van 120, 100 en 80 euro.
Verder kun je je met je hele klas op de
opgaven storten. De klas die aan het
eind van het seizoen bovenaan staat,
wint drie prachtige boeken voor de
schoolbibliotheek. De stand van de
laddercompetities wordt bijgehouden
op de homepage van Pythagoras.

Hoe in te zenden

Insturen kan per e-mail:
pytholym@math.leidenuniv.nl,

of op papier naar het volgende adres:
Pythagoras Olympiade

Mathematisch Instituut

Universiteit Leiden

Postbus 9512

2300 RA Leiden.

Voorzie het antwoord van een duidelijke
toelichting (dat wil zeggen: een bereke-
ning of een bewijs). Vermeld bij een indi-
viduele inzending je naam, adres, school
en klas. Bij een klasseninzending vermeld
je je klas, de naam van de wiskundedo-
cent en van de school en het adres van
de school. Je inzending moet bij ons bin-
nen zijn véér 15 maart 2003.
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OPGAVE

91

Is het getal 64000...0027, met 10.000
nullen tussen de cijfers 4 en 2, een
priemgetal?

OPGAVE

92

Vind alle oplossingen van de vergelij-
king 27 = a! + b! + ¢! in positieve gehe-
le getallen a, b en c.

OPGAVE

93

Laat m en n gehele getallen groter dan
1 zijn. Bewijs dat een m x n bord over-
dekt kan worden met figuren van de
volgende vorm, dan en slechts dan als
mn deelbaar is door 8.

H E




OPLOSSING

OPLOSSING

Vind alle getallen x waarvoor er een
driehoek bestaat met zijden 1, x en x*

Oplossing. De enige eis om een drie-
hoek van drie gegeven lijnstukken te
kunnen maken, is de driehoeksongelijk-
heid: elke zijde moet kleiner zijn dan
de twee andere bij elkaar.
Dit komt neer op de volgende drie
ongelijkheden:

x*<x+ 1,

x<x’+ 1,
1 <x®+x.

Uit de eerste eis volgt dat = < 1 + 1/5,
aan de tweede is altijd voldaan en de
derde betekent dat = > -1 + 1/5.
Tezamen levert dit

1 1 1 1
‘*2‘+§\/5<.1.<"2ﬁ+§\@.

Deze opgave werd opgelost door: P. Dekker te
Krimpen a/d Lek, Jelle Fresen van het Caland
Lyceum te Rotterdam, Jan de Gier van het
Wartburg College te Rotterdam, Anne de Haan
van het Gymnasium Felisenum te Velsen-Zuid,
Johan Konter van het Stedelijk Gymnasium Breda
te Breda, Jelle van Lent van het Sint
Norbertusinstituut te Duffel, Awital Mannheim van
het Amstelveen College te Amstelveen, Victor
Pessers van het Sint-Odulphus Lyceum te Tilburg,
Sanjay Ramawadh van het St. Maartenscollege te
Voorburg, Peter Smit van het Driestar College te
Gouda, Johannes Steenstra van het Driestar
College te Gouda, Hans Verdonk te Den Haag en
Rachida el Yahyaoui van het dr. Aletta
Jacobscollege te Hoogezand.

De boekenbon gaat naar Victor Pessers.
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Laat a, b en ¢ gehele getallen ongelijk
aan 0 zijn met a # ¢, z6 dat

a a2+

¢ c2+b2

Bewijs dat @’ + b* + ¢’ geen priemgetal
is.

Oplossing. Werken we de gegeven
gelijkheid uit, dan vinden we dat

alc® + b*) = cla” + b?), hieruit volgt
ac(c — a) = b*(c — a), en dus geldt

ac = b?, dit laatste omdat a #c.

Nu kunnen we a* + b* + ¢* schrijven als
a®*+2ac+ct-b*=(a+c)-b*=

(@ + b +c)a—->b+c). Om te bewijzen
dat a* + b* + ¢* priem is, hoeven we
alleen nog te laten zien dat dit een
echte factorisatie is, oftewel dat niet
een van de factoren gelijk is aan 1 of
-1. Hiertoe nemen we aan dat a, b en ¢
alledrie positief zijn (ga na dat dit mag)
en aangezien a #c en ac = b?, hebben
wea>bofc>b,zodata-b+c¢ > 1.
Opmerking: Inzendingen die alleen de
factorisatie hebben, hebben we ook
goedgerekend, omdat het vinden van
deze factorisatie de essentie van de
opgave is.

Deze opgave werd opgelost door: Elias C. Buissant
des Amorie te Castricum, P. Dekker te Krimpen a/d
Lek, Johan Konter van het Stedelijk Gymnasium
Breda te Breda, Victor Pessers van het Sint-
Odulphus Lyceum te Tilburg, Peter Smit van het
Driestar College te Gouda, Johannes Steenstra van
het Driestar College te Gouda en Hans Verdonk te
Den Haag.

De boekenbon gaat naar Peter Smit.
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door René Swarttouw

De post

13 als geluksgetal!

‘Hoe bereik je het getal 13 als meest voor-
komende som van het aantal ogen bij het
werpen met dobbelstenen?’ In de postru-
briek van augustus gaf Frank Roos twee
mogelijkheden. Van J.J. Versluys ontving de
redactie een tweetal nieuwe mogelijkheden.
1. Gebruik twee achtvlaksdobbelstenen
(octaéders). Zet op de ene de getallen 1
t/m 8 en op de andere 5 t/m 12. De som 13
komt dan het meest voor en wel in 8 van de
64 mogelijkheden.

2. Gebruik vier gewone zesvlaksdobbelste-
nen. Op één dobbelsteen veranderen we
de cijfers in 0 t/m 5. De som 13 komt nu
voor in 146 van de 1296 mogelijkheden.
Kun je dit laatste zelf nagaan?

De constante van Kaprekar

Als je van het getal 6174 de cijfers van
hoog naar laag rangschikt (7641) en dan
van laag naar hoog (1467) en je neemt het
verschil, dan kom je weer uit op 6174, de
zogenaamde constante van Kaprekar. Alle
andere getallen van vier (niet-identieke) cij-
fers komen uit op dit getal, als je deze pro-
cedure een aantal maal herhaalt. Naar aan-
leiding hiervan stuurde T. Afman ons een
brief, waarin hij vermeldt dat hij met de
computer heeft gevonden dat er slechts 54
'tussengetallen’ kunnen optreden. Verder
heeft hij onderzocht hoe het zit met getal-
len van drie cijfers. Die blijken alle (tenzij uit
drie dezelfde cijfers bestaand) op 099 uit te
komen, waarna je in een lus terecht komt.
Zijn er lezers die het voor getallen van vijf
of meer cijfers hebben uitgezocht?
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Dobbelen

Van J.J. Versluys ontvingen we een reactie
op '‘Dobbelen’ (Problemen, oktober 2002).
Hij vermeldt dat dit probleem vaak wordt
aangeduid als het ‘coupon collecting pro-
blem’ en in de volgende variant populair is:
In elke verpakking van een bepaald artikel
zit een plaatje bijgevoegd. Er zijn N ver-
schillende plaatjes. Hoeveel exemplaren van
het artikel moet de consument gemiddeld
kopen om zonder plaatjes te ruilen in het
bezit te komen van de complete serie plaat-

jes? Het antwoord luidt: N x (J+3+---+%).

Een stelling voor driehoeken

Naar aanleiding van het artikel ‘Nee is
meestal Nee, maar Ja niet altijd Ja' (augus-
tus 2002) stuurde Jaap Bak ons een mooie
stelling voor driehoeken.

In driehoek ABC zijn de zijden in een ver-

houding 1 : x verdeeld door de punten D, E
en F. De lijnstukken AE, BF en CD bepalen
een kleinere driechoek PQR, waarvoor geldt:

opp.APQR = -1 o AABC
PP Tx2+z+l Pp- :

Het bewijs is te vinden op de homepage
van Pythagoras. Als x = 1, dan is de opper-
vlakte van de kleine driehoek gelijk aan 0,
en dan vinden we precies de bekende stel-
ling dat de zwaartelijnen van een driehoek
door één punt gaan!




OPLOSSINGEN NR 2

Oplossingen

Kleine nootjes

Euro’s
Een euro weegt 7,5 gram
en heeft een diameter van
23,25 mm. Duizend kilo euro’s
zijn 1000 : 0,0075 = 133.333
euro's. Vijf kilometer euro’s zijn

5000 : 0,02325 = 215.054 euro’s.

Vijf kilometer euro’s is dus
meer dan duizend kilo.

Kaneelstok
Wikkel de oppervlakte

van de cilinder vier keer af.
Dit is een rechthoek van 24 bij
32 c¢cm. De rode streep is een
diagonaal van deze rechthoek.
De lengte van zo'n diagonaal

bereken je met de stelling

Leesvoer
Een woordenboek.

Scheurkalender
Maandag.

van Pythagoras:
40 cm.

Eeuwig jong
Je moet een zesde
van de leeftijd die ze
noemt erbij optellen.
Maria is dus 49 jaar.
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VEELVLAKKEN prijsuraag

In het oktobernummer is de veelvlakken-
prijsvraag uitgeschreven: maak op een zo
origineel mogelijke wijze jouw favoriete
veelvlak. Laat zien hoe bijzonder het veel-
vlak is: hoe verrassend is de constructie,
hoe kan het worden opgesplitst, welke
prachtige symmetrie heeft het, welke bij-
zondere kleuring van de zijvlakken is er
mogelijk, enzovoort.

De inzendingen worden beoordeeld in vier

categorieén: model-jong, model-oud,

- klasseninzending en animatie. De hoofd-
prijs is 1000 euro. Voor meer informatie
verwijzen we je naar het oktobernummer
of naar onze website.

Meedoen

Stuur je werkstuk, verpakt in een pakket
met een formaat van maximaal 25 x 25 x
25 cm, samen met een volledig ingevuld
wedstrijdformulier (zie website), tussen
15 april en 15 juni 2003 naar:

René Swarttouw

Afdeling Wiskunde

Faculteit der Exacte Wetenschappen
Vrije Universiteit

De Boelelaan 1081a

1081 HV Amsterdam

Inzendingen in de categorie animatie
(bestand niet groter dan 5 Mb) moeten
worden geé-maild naar Rinus Roelofs,
adres: rinusroelofs@hetnet.nl




zaterdag 8 februari 2003

vrijdag 14 en zaterdag 15
februari 2003

14 februari, 28 februari,
14 maart, 28 maart,
11 april, 25 april 2003

27 en 28 februari,
21 maart 2003

56 vrijdag 21 maart 2003

zaterdag 22 maart 2003

zaterdag 5 april 2003

vrijdag 11 april 2003

dinsdag 15 april 2003

zaterdag 17 mei 2003
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Activiteiten

Voorlichtingsdag Vrije Universiteit
http://www.vu.nl/voorlichtingsdagen

Krokuscursus
Subfaculteit Wiskunde aan de KUN

http://www-math.sci.kun.nl/math/voorlichting/
krokusprog-dut.shtml

Nijmeegs Colloguium over de Didactiek van Wiskunde
Waarmee ontvlammen wij het wiskundige vuur bij de
komende generatie?

Katholieke Universiteit Nijmegen
http://www.ils.kun.nl/NCDW

Masterclass Practische opdracht
Over 'Escher en het Droste-effect’

Universiteit Leiden
http://www.math.leidenuniv.nl/~hfinkeln/

Europese Kangoeroe Wiskundewedstrijd 2003

http://www-math.sci.kun.nl/math/kangoeroe/

Voorlichtingsdag Universiteit van Amsterdam
http://www.uva.nl/aankomende.studenten/voorlich/

Voorlichtingsdag KUN
http://www.kun.nl/gaan-studeren

Open dag Universiteit Leiden
http://studiesite.leidenuniv.nl

Veelvlakkenprijsvraag
Start inzending

Zie pagina 55

Oude meesters

Symposium IX van de Historische Kring Reken- en
Wiskunde Onderwijs

Hogeschool Domstad te Utrecht

Meer informatie: e.demoor@fi.uu.nl




Sponsors
Pythagoras wordt mede mogelijk gemaakt door

de bijdragen van de volgende instituten en instel-

lingen.

Universiteit van Amsterdam

Vrije Universiteit Amsterdam

Universiteit Leiden

Universiteit Utrecht

Rijksuniversiteit Groningen

Technische Universiteit
Eindhoven

Centrum voor Wiskunde
& Informatica

]
EURANDOM

Pythagoras

Pythagoras wordt uitgegeven onder auspicién van de
Nederlandse Onderwijs-commissie voor Wiskunde en richt
zich tot alle leerlingen van vwo en havo. Pythagoras stelt
zich ten doel jongeren kennis te laten maken met de leuke
en uitdagende kanten van wiskunde. Pythagoras verschijnt
deze jaargang vijf keer, met een dubbelnummer in februari.

Abonnementen

Een abonnement op Pythagoras begint in september en
eindigt in augustus van het volgende jaar. Aanmelden kan
op een van de volgende manieren:

telefonisch: 0522 855 175,

per fax: 0522 855 176,

via Internet: www.science.uva.nl/misc/pythagoras/

of schriftelijk (een postzegel is niet nodig):

Pythagoras, Antwoordnummer 17, 7940 VB Meppel.

Tarieven 2002-2003

Jaarabonnement:

Pythagoras € 19,50

Pythagoras Belgié € 22,00

Pythagoras buitenland € 25,00

Pythagoras én Archimedes € 33,50
Pythagoras én Archimedes Belgié € 38,50
Pythagoras én Archimedes buitenland € 44,50
Losse nummers Pythagoras € 4,00

Leerlingabonnement

Pythagoras € 16,50 per jaar

Pythagoras Belgié € 20,00 per jaar

Leerlingabonnementen zijn voor leerlingen in het
middelbaar onderwijs (tot 18 jaar). Het leerlingabonnement
is een doorlopend abonnement. Leerlingen dienen bij
aanmelding hun geboortedatum en school te vermelden.
Telefonisch aanmelden bij de abonnee-administratie:

0522 855 175.

Bulkabonnement

Pythagoras € 13,50 per jaar

Pythagoras Belgié € 15,00 per jaar

Voor scholen zijn er bulkabonnementen. Minimum afname:
vijf stuks, altijd één exemplaar gratis. De nummers en de
rekening worden naar één schooladres gestuurd.

Dit schoolabonnement loopt aan het eind van het jaar af
Telefonisch aanmelden bij de abonnee-administratie:

0522 855 175.

Betaling

Wacht met betalen tot u een acceptgiro krijgt thuisge-
stuurd. Bij tussentijdse abonnering ontvangt en betaalt u
alleen de nog te verschijnen nummers van de lopende
jaargang. Gewone abonnementen en leerlingabonnemen-
ten zijn doorlopend, tenzij vooér 1 juli schriftelijk is opge-
zegd bij de abonnee-administratie:

Pythagoras, Postbus 41, 7940 AA Meppel.

Bestelservice

Bij de abonnee-administratie zijn oude jaargangen en
posters te bestellen:

jaargangen 36 t/m 40 € 12,50

jaargang 41 € 18,00

poster 'Zeef van Eratosthenes’ € 3,50

poster ‘Onmogelijke stelling’ € 3,50

poster 'Veelvlakken’ € 5,00

Prijzen zijn exclusief verzendkosten.,
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