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Op het omslag
Rekenmachines uit het pre-digitale tijdperk

Niveau-rondjes

Artikelen in Pythagoras gaan vergezeld van rondjes die
de moeilijkheidsgraad aangeven. Voor artikelen zonder
rondjes is weinig tot geen wiskundige voorkennis ver-
eist. Artikelen met 1 rondje ° zijn voor iedereen vanaf de
derde klas te begrijpen. Voor artikelen met 2 rondjes °°
heb je kennis uit de vijfde of zesde klas nodig en artike-
len met 3 rondjes °°° gaan net iets verder dan de
middelbare-schoolstof.
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Voor je ligt het eerste nummer van de 43ste jaargang van
Pythagoras. Zowel in de vertrouwde vaste rubrieken als in

de artikelen wil Pythagoras weer laten zien hoe veelzijdig
en boeiend de wiskunde is.
Thema is dit jaar het rekenwerk, zoals dat de afgelopen

vijftig jaar ingrijpend veranderde. Elk nummer biedt dus
een artikel over vragen als: wat werd er vroeger uitgere-
kend, hoe deed men dat, wie deden dat, en hoe verloopt
het rekenwerk tegenwoordig? Voor de rekenliefhebber is
er dit jaar de rubriek Rekenen met sutra's, over uitgekiend
rekenen gebaseerd op oude Indiase principes.

Aan het begin van onze nieuwe jaargang hebben we
ook een trieste mededeling te doen: ons zusterblad
Archimedes — het natuurkundetijdschrift voor jongeren -
houdt helaas op te bestaan.

Kleine nootjes Snooker-wiskunde
Rekenmeisjes en rekentuig Sexehexes
Tabellenboeken Journaal
Zeemonsters (deel 1) Problemen - Oplossingen
Vedische wiskunde De wiskunde van
het wachten
19 Rekenen met sutra’s

Oplossingen nr. 6
20 - 21 Pythagoras Olympiade
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door Dick Beekman
www.homepages.hetnet.nl/~dickbeekman

Kleine

Kleine nootjes zijn
eenvoudige opgaven

die iedereen zonder enige
wiskundige voorkennis kan
oplossen.

De antwoorden vind je in
het volgende nummer

van Pythagoras.

heetjes

Vullingen
Vulpenvullingen worden
geleverd in doosjes van 7, 8 of
9 stuks. Als je er 15 wilt, krijg je

Wil je 10 vullingen, dan moet een
doosje worden aangebroken.
Wat is het grootste aantal waar-
voor nog juist een doosje
moet worden aan-
gebroken?
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dus een doosje van 7 en een van 8.

Handen schudden
Acht clubleden komen bijeen

voor een vergadering. Ze geven
elkaar allemaal een hand. Hoeveel
keer worden handjes geschud?




Zonsondergang
Onder welke omstandigheden

kun je de zon in het oosten zien

onder gaan?

Tegels
Een vloer wordt betegeld met
tegels in de vorm van een regelma-
tige zeshoek. Nergens grenzen
tegels van dezelfde kleur aan
elkaar. Hoeveel kleuren zijn er
minimaal nodig?
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Servet
Een rechthoekig servetje van
12 bij 16 centimeter wordt zo ge-
vouwen, dat twee overstaande
hoekpunten op elkaar komen te
liggen. Hoe lang is de vouw?




Rekenmeisjes
349 en

x 8

5° rekentuig

door Gerard Alberts

Een ‘computer’ was rond 1950
een mens, een rekenaar, of vaker
nog een rekenaarster. Vanaf die
tijd ging ‘computer’ vooral
‘rekenmachine’ betekenen. Aan
de verandering in de vertaling
van het Engelse woord computer
kunnen we een verschuiving in
de betekenis aflezen.

Adriaan van Wijngaarden (1916-
1987) was de grondlegger van
de informatica in Nederland. Hij
sprak wel graag van ‘rekentuig’.
Zo had hij, net als de Engelsen
met ‘computer’, ook in het
Nederlands een woord waarbij
hij in het midden kon laten of
hij doelde op de apparaten of
op zijn medewerkers.

’ PYTHAGORAS -v..: Figuur 1a en b Rekenaarsters op het werk




Figuur 2 Een met de hand ingevuld vel
met berekeningen

Begin jaren vijftig

De eerste automatische rekenmachines
dateren van 1949, de eerste Nederlandse
computer kwam gereed in 1952.
Ingewikkeld rekenwerk werd voor die tijd
met de hand en met het hoofd gedaan,
door rekenaars. Toen de computers er een-
maal waren, waren de rekenaars niet
meteen zonder werk. Er was veel rekenwerk
te doen en de rekenautomaten waren wel
veel sneller dan mensen, maar nog niet erg
betrouwbaar. Bovendien was het een hele
klus om ze aan het werk te krijgen: de
rekenopdracht moest worden omgezet in
programma’s. In feite gebruikte men de eer-
ste vijf jaar, tot het midden van de jaren vijf-
tig, naast elkaar het handwerk, ponskaarten-
machines en computers. In dit artikel
bespreken we het rekenen als handwerk.
Let wel: ook bij handwerk gebruikte je een
machine, meestal een elektrisch aangedre-
ven tafelrekenmachine ter grootte van een
forse typemachine met 10 x 10 toetsen.
Figuur 1 toont een foto van werkende reke-
naarsters.

Al dat rekenwerk diende ter ondersteu-
ning van klussen als het ontwerpen van
vliegtuigen of radio’s, weersvoorspellingen
en het berekenen van kogelbanen. De
rekenmethode, het algoritme, werd uitge-
werkt op een groot vel, zo groot als een
dubbel proefwerkblad, zie figuur 2. Op dit
vel gaf de rekenaar die de voorbereiding
deed in de bovenrand de onderdelen van
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de te berekenen functie aan. In de linker-
kantlijn noteerde hij de waarden waarvoor
de berekening uitgevoerd moest worden.
Dit werk noemde men het uittrekken van
berekeningen. Al die onderdelen werden
dan met elektromechanische rekenmachines
uitgerekend en door de rekenaars geno-
teerd. Dikwijls was de uitkomst een tabel
om weer andere berekeningen te kunnen
uitvoeren. Alle resultaten en tussenresulta-
ten moesten telkens met de hand worden
genoteerd.

De rekenafdeling

De meest prominente plaats in Nederland
voor rekenwerk en rekenmachines was het
Mathematisch Centrum in Amsterdam. Dit
onderzoeksinstituut voor wiskunde was
opgericht in 1946. Het had vier afdelingen:
Zuivere wiskunde, Toegepaste wiskunde, de
Statistische afdeling en de Rekenafdeling.
Men had het idee dat de wiskunde nuttig
gemaakt kon worden voor bedrijven, weten-
schappelijk onderzoek en overheid. Dat was
ook zo. De Statistische afdeling en de
Rekenafdeling voerden in de periode 1946-
1960 vele opdrachten uit. De statistici advi-
seerden bijvoorbeeld bij de verwerking van
gegevens bij groeiproeven met Wistar-rat-
ten of bij de controle van fruitautomaten
(gokkasten). De Rekenafdeling voerde bere-
keningen uit voor vliegtuigontwikkeling van
Fokker, voor telefoonkabels van de PTT,
grondwaterbeweging onder de duinen en
vele ander vraagstukken. Beide afdelingen
hadden grote opdrachten van de
Deltawerken.

Adriaan van Wijngaarden (zie figuur 3)
kwam op 1 januari 1947 in dienst als hoofd
van de Rekenafdeling. Met zijn komst begon
het rekenwerk serieus. In de zomer van
1947 trok hij twee medewerkers aan voor
de ontwikkeling van rekenapparatuur. In
1948 nam hij twee medewerkers en zeven
medewerksters aan voor het uitvoerend
rekenwerk. De mannen hadden een wiskun-
de-opleiding of studeerden nog. De vrou-
wen kwamen rechtstreeks van de middelba-
re school, geselecteerd op grond van hun
cijfers voor wiskunde. Was de recrutering




reeds ongelijk, het werk was ook bepaald
eenzijdig verdeeld. De mannen deden het
voorbereidend ‘uittrekken van berekenin-
gen’; de vrouwen deden het uitvoerend
werk. Deze rekenaarsters vormden een
hechte club. Zij kregen van Van Wijngaarden
een geavanceerde training in rekenwerk,
onder meer in itereren, interpoleren en
matrix-inversie. Zij waren ‘de meisjes van
Van Wijngaarden’. Naast de lessen van Van
Wijngaarden haalden zij hun rekenkennis uit
het gevreesde blauwe boekje, Interpolation
and Allied Tables, van het Londense Nautical
Almanac Office uit 1937.

Zes tot acht rekenaarsters waren er in
dienst. Eddy Alleda was eerstejaars student
in Leiden, Truus Hurts, Dineke Botterweg,
Reina Mulder en de anderen kwamen recht-
streeks van de middelbare school. Onder
het rekenen zongen ze (‘vrouwen kunnen
twee dingen tegelijk’). Toch vergde het
rekenwerk alle concentratie. Een tafelreken-
machine had tien decimalen; ging de lengte
van een getal daar overheen, dan moest je
de tussenresultaten noteren en zonder ver-
gissing weer invoeren. Denk maar na wat je
moet doen om op je rekenmachientje een
getal van 14 cijfers te kwadrateren en je wilt
daarbij een uitkomst zonder afronding. Hoe
moet je je machientje daartoe instrueren?

Numerieke analyse

Het rekenwerk betrof altijd verschijnselen
waar geen handige wiskundige uitdrukking
voor was, meestal natuurverschijnselen uit
de sfeer van de geavanceerde techniek,
zoals werveling (turbulentie) om een vlieg-
tuigvleugel, een trillende as (resonantie) van
een scheepsmotor, energieverlies in een
transformator, of de lichtstralen in een
samengestelde lens. Drie onderdelen van
het vraagstuk moesten bij elkaar gebracht
worden: meetgegevens van het verschijnsel,
een theoretisch vermoeden hoe de zaak in
elkaar zat en de wiskundige mogelijkheden
van het rekenwerk. De kunst om met zulk
rekenwerk de werkelijkheid te benaderen
heette numerieke analyse. Eigenlijk benader
je in de numerieke analyse twee keer. Ten
eerste benader je de vervelende uitdruk-
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king, je theoretisch vermoeden dat niet de
vorm heeft van een eenvoudig berekenbare
functie, met uitdrukkingen die je wel gemak-
kelijk kunt berekenen. Ten tweede is dat
hele rekenwerk een benadering van het ver-
schijnsel in de werkelijkheid, waarover je
enige, dikwijls indirecte, meetgegevens
hebt. Het is niet moeilijk te bedenken dat
dan op verschillende plekken in het werk
fouten, vergissingen en onnauwkeurigheden
binnen kunnen sluipen. Dat was de grote
nachtmerrie van de rekenaar.

Fouten

Soms bleek na veel plussen en minnen dat
de uitkomst niets zei over het verschijnsel,
zoals toen de Dienst Zuiderzeewerken wilde
weten of de drooglegging van de
IJsselmeerpolders effect had op het grond-
water in Noord-Holland. Heel veel reken-
werk later moesten de rekenaars van het
Mathematisch Centrum constateren dat de
foutenmarge van het resultaat net zo groot
was als het verschijnsel, de grondwater-
stand, dat men probeerde te benaderen.
Hier bleek dat de meetgegevens niet goed
genoeg waren om tot een zinvolle uitkomst
te komen. Maar de fouten kwamen niet
alleen van buiten.

Het rekenwerk was altijd in die twee
genoemde opzichten een benadering. Er
zaten dus onvermijdelijk afrondings- en
benaderingsfouten in. Een complex verband
tussen twee grootheden in de natuur werd
in principe voorgesteld als een ingewikkelde

Figuur 3 Adriaan van Wijngaarden (1916-1987) in 1954




hogeregraads differentiaalvergelijking. Om
eraan te kunnen rekenen, stelde men dat
ingewikkelde verband bijvoorbeeld voor als
een lineair verband, plus een restje, plus een
nog kleiner restje en die restjes verwaar-
loosde je dan zodra dat verantwoord leek.
De expertise van de rekenaar zat erin om
ten eerste naar een benaderende formule te
komen waarmee het prettig rekenen was,
ten tweede om te weten wanneer je mocht
verwaarlozen en ten derde in het zo opbou-
wen van de rekensom dat de onnauwkeurig-
heden door zulke vereenvoudigingen en
verwaarlozingen bij de start van het reken-
werk zich niet uitvergrootten in de verdere
som. Dat was de expertise waarin Van
Wijngaarden de rekenaarsters in opleidde.

Kleine vergissing

Een verdere oorzaak van fouten was de een-
voudige vergissing. Het meeste rekenwerk
werd in tweevoud gedaan en als de resulta-
ten niet overeenstemden, moest het natuur-
lijk over. Welke dramatische gevolgen een
simpele vergissing kan hebben, vertelde Van
Wijngaarden in 1986 bij het veertigjarig jubi-
leum van het Mathematisch Centrum. De
rekenafdeling had op verzoek van het
Nationaal Luchtvaartlaboratorium een tabel
van een bepaalde functie opgesteld. Dat
was een enorm werk waar maanden mee
heen gingen in 1949 en 1950. Toen het af
was, bleek dat Amerikaanse collega’s dezelf-
de tabel hadden berekend. De uitkomsten
waren verschillend. ‘We lazen alles over op

Figuur 4 Eddy Alleda, een #an de rekenaarsters,
met haar latere echtgénoo
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fouten en vonden niets. Een van onze reke-
naarsters, Eddy Alleda (zie figuur 4), stond
bekend om haar zeer nauwkeurige en nim-
mer falende blik en geduld om dat vreselijke
werk te doen. Die rapporten, al die ijzing-
wekkende formules, moesten echt lettertje
voor lettertje gecontroleerd worden.
Eindelijk had Eddy het gevonden. We had-
den zeer eenvoudige typemachines zonder
allerlei symbolen zoals sterretjes. Dat liet je
dan bij het typen gewoon open, maar dat
kon natuurlijk niet zo blijven staan, want
zonder sterretje kreeg je een heel andere
functie en dan liep de zaak in de sterren.
Die sterretjes werden ingevuld met een
zogenaamde stencilpen. Zo'n pen maakt
hele kleine gaatjes, te klein. Wat wil nu het
geval; bij een van die sterretjes waren de
gaatjes dichtgelopen. Dus op die plaats
werd in het rapport het sterretje niet gevon-
den. Dat wil zeggen, er werd gevonden dat
het sterretje er niet was. Nou, daar zaten
we dan. Toen wilden we natuurlijk weten of
die Amerikanen het dan wel goed hadden.
Eddy is gaan rekenen, in haar eentje. Ze
heeft al die berekeningen weer van begin af
aan opgepakt tot waar dat sterretje erin
moest. Doorberekend, doorberekend, door-
berekend. Na een aantal maanden had zijj
het eindantwoord voor die ene speciale
waarde. Nu klopte het met de Amerikaanse
uitkomst.’

Trots

Van Wijngaarden was trots op zijn rekenaar-
sters en ‘de meisjes van Van Wijngaarden’
waren trots op het Mathematisch Centrum.
Als hij ooit ‘rekentuig’ zei, dan sloeg dat uit-
sluitend op de machines en op de mannen
die er werkten. Het werk voor de rekenaar-
sters verliep door de komst van de compu-
ters. Dat ze ermee ophielden in de tweede
helft van de jaren vijftig kwam niet doordat
er geen werk meer was en ook niet doordat
ze niet mochten leren programmeren voor
de computer. Ze trouwden - de meesten
met een wiskundige van het Mathematisch
Centrum — en blijven werken na het huwelijk
was in de jaren vijftig van de twintigste
eeuw niet de gewoonte.




et B s

G. o I 2 3 4 5 6 7 E. D.
Mantissen of decimalen van de log.
130 | ,11 394 428 461 494 528 | 561 5094 628| 661 604 34| 33
131 727 760 793 826 860 | 893 926 959|992[4024 | ;| 5.l 55
132 |,12 057 090 123 156 189 | 222 254 287|320 352 | 2| 68! 6,6
133 385 418 450 483 516 | 548 581 613|646\ 578 | 3{r0.2| 9.9
134 710 743 775 808 840| 872 9o5 937 |gbg\nox | 4130732
6/20,4/19,8
135 |,13 033 066 098 130 162 | 194 226 258 |290 [322 | gz;g;g:
136 354 386 418 450 481 | 513 545 577 609540 | ol30.6/20.7
137 672 704 735 767 799 | 830 862 893 [925( 356
138 088 40IQ 4O5T 4082 ,II4 | 4145 xI76 4208 {239,270 2
139 1301 333 364 395 426 | 457 489 32| 31
1| 32| 3.1
2| 6,4] 6,2
| 140 613 644 675 706 737 | 768 799 3 o8| 0.3
141 22 053 083 4014 4045 | 4070 L1006 4/12,8/12,4
142 |,15 229 250 200 320 35I| 301 412 442 473 503 21{52:;2
143 534 564 594 625 655| 085 715 746 776 806 | ... 101,
144 836 806 897 927 957 | 987 4017 4047 4077 107 8‘23.324.8
9'28,8/27,9
145 |,16 137 167 197 227 256| 286 316 346 376 406
146 435 465 495 524 554| 584 613 643 673 702
147 732 761 791 820 850 879 909 938 967 997
148 |,17 026 056 085 114 143| 173 202 231 260 289
149 319 348 377 406 435| 464 493 522 551 580
150 609 638 667 696 %725 754 782 811 840 869
151 898 926 955 984 4013 | 4041 4070 4009 4127 4156
152 |18 184 213 241 270 208 327 355 384 412 441
153 469 498 526 554 583| 611 639 667 696 724
154 752 780 808 837 865| 893 92I 949 977 4005
28| 27
155 |,19 033 061 089 117 145| 173 201 229 257 285 i' 22 21
156 312 340 368 396 424 | 451 479 507 535 562 3 8.4 81
157 590 618 645 673 700 | 728 756 783 81r 838 | 4112108
158 866 893 921 948 076 | 4003 4030 4058 4085 4112 | 24T 32
159 |20 140 167 104 222 249| 270 303 330 358 385| 710,618,9
8:22,4 21,6
160 412 439 466 493 520 | 548 575 602 629 656 e
(}.01234i56789E.D.




door Matthijs Coster

Het leven zonder zakrekenmachine is ondenkbaar. Toch bestaat de zak-
rekenmachine pas dertig jaar. Berekeningen werden voor die tijd op een
andere wijze uitgevoerd. In het artikel op pagina 4 kun je lezen hoe reke-
naars werden ingeschakeld om berekeningen uit te voeren. In dit artikel
gaan we in op het gebruik van tabellenboeken.

** Tabellenboeken

Ongeveer dertig jaar geleden werd de zak-
rekenmachine geintroduceerd op de
middelbare school. Voordien hadden
leerlingen slechts de beschikking over de
rekenliniaal en het tabellenboek. Deze
laatste werd gebruikt voor de nauwkeuri-
gere berekeningen. Hiernaast is een
fragment afgebeeld van het tabellenboek
Logarithmen en Rentetafels. Onder
'logarithme’ wordt hier de logarithme met
grondtal 10 verstaan.

Een voorbeeld
We geven aan hoe je met deze tabel de
berekening 1,418714 kunt uitvoeren. We
maken gebruik van het feit dat
z = 101010gz
en
10]og g2 = a x 0log g,

zodat

10 14
1,418714 =10 log 1,4187
= 104x "log 1,4187

We zoeken 10log 1,4187 op in de tabel,
als volgt: Boven 141 vinden we ,14. Onder
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de 8 staan de volgende decimalen *168.
De * duidt er op dat de eerste decimalen
,14 met één verhoogd moet worden tot ,15.
We vinden ,15168, dit komt overeen met
10]og 1,418, maar we willen 10log 1,4187
bepalen. Rechts van de decimalen 168 staat
198. Het verschil is 30. In de rechter tabel
onder 30 staat hoeveel er opgeteld moet
worden ter correctie. Voor de decimaal 7 is
dat 21,0. Je doet:

0,15168
210 +

0,151890
Uiteindelijk komen we uit op 1%log 1,4187 =
,151890. We vervolgen de berekening:

1,418714 = 1014 x 0,151890 = 1(2,126460 =
102+0,126460,

Nu moeten we de tabel omgekeerd gebrui-
ken. We splitsen 0,126460 op in ,12 en 646.
We komen uit op 1338. Derhalve vinden we

1,418714 = 102+0,126460 = 100 x 1,3380 =
133,80.

Een rekenmachientje is toch wel een stuk
eenvoudiger!

Bron: Logarithmen en Rentetafels door P. Wijdenes.
Zevende druk 1939
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door Jos Groot

Nog niet alle ‘zeemonsters’ zijn reeds ont-
dekt: een voorbeeld is een recentelijk ont-
dekt walvisachtig dier, mesoplodon perrinii
gedoopt. Die ontdekking ondersteunde
Paxtons schatting dat er nu ongeveer elke
vijf jaar een nieuwe soort ontdekt zal wor-
den. In het weekblad Intermediair van 24
oktober 2002 wordt in het artikel '"Monsters
bestaan — echt waar’ door Herbert
Blankesteijn beschreven hoe Paxton aan zijn
schattingen komt. Paxton gebruikt als voor-
naamste informatie het aantal soorten dat
in bepaalde jaren al bekend en beschreven
was. Met enkele aannamen kan hij zo een

Figuur 1 Een mesoplodon densirostris. Dit zeemonster,
dat leeft in diverse oceanen leeft, kan 7 meter lang
worden.

model opstellen voor het aantal ontdekte
soorten als functie van de tijd. Dat gebruikt

hij dan voor zijn voorspellingen. Het model
wordt in het Intermediair-artikel verhalend
beschreven, maar het is niet duidelijk hoe
het er nu precies uitziet.

Vorm van het model

Bij constante zoekactiviteit en een vast aan-
tal soorten zal het aantal beschreven soor-
ten toenemen volgens een curve die een
‘rechthoekige hyperbool’ genoemd wordt.
Deze kruipt steeds langzamer naar het aan-
tal soorten toe: de asymptoot.

Dit citaat uit het Intermediair-artikel
klinkt logisch: als je maar blijft zoeken naar
onbekende soorten, en dat doen biologen,
dan zal dat aantal afnemen. Hoe meer soor-
ten je al kent, hoe vaker de dieren die je
aantreft van zo’n bekende soort zijn. Bij het
vaste aantal dieren dat je elk jaar aantreft,
zitten dus steeds minder dieren van een
onbekende soort. We gaan proberen op dit
principe een model te baseren.

Laten we het aantal bekende soorten als
functie van de tijd B(¢) noemen, waarbij ¢




de tijd in jaren vanaf een zeker beginjaar ¢
aangeeft. Om B(?) te bepalen, is het handi-
ger eerst het aantal onbekende, nog niet
ontdekte soorten O(t) te beschouwen.
Verder noemen we het totaal aantal dier-
soorten S.

Er is sprake van een constante zoekacti-
viteit, laten we dus stellen dat je elk jaar &
diersoorten tegenkomt (bekende en onbe-
kende).

In het jaar ¢ zijn er van de in totaal S
diersoorten nog O(t) onbekend. Tref je er
dat jaar % aan, dan zal daarvan een gedeel-
te O(t)/S nog onbekend zijn, dus:

O +1) = O() — "":.)m-.

Dat is aannemelijk te maken aan de hand
van dit voorbeeld: stel, er zijn 1000 dier-
soorten in totaal en je komt er elk jaar 100
tegen, dus S = 1000 en £ = 100. Na 1 jaar
zijn er dan nog 1000 — 100 = 900 onbeken-
de soorten over. In het daaropvolgende jaar
is dan nog maar 9 op de 10 diersoorten
onbekend, dus van de 100 soorten die je

dan tegenkomt, zijn er 90 nieuw. Dus dan
geldt: O(2) = 900 — 90 = 810. Enzovoorts.
Voor het gemak schrijven we de formule
als:

ot+1)=0()-(1 — /:)

Noteren we « := 1— %£/S, dan hebben we:
Ot +1) =a-0@).

Het getal a is een getal tussen 0 en 1; zo
zien we dat O(t) exponentieel afneemt met
factor a. De expliciete formule voor O(¢)
wordt dan:

Ot —ty) =S -al~t,

Voor het aantal bekende soorten B(t) geldt
dat B(¢) =S — O(2), dus

B(t) = 8(1 — al ).
Dit zou Paxtons model kunnen zijn. Figuur 2

laat zien wat het resultaat is voor S = 200,
a = 0,98 en ¢, = 1750. Inderdaad is dit een
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Figuur 2
Grafiek van het model (S = 200, @ = 0,98 en £, = 1750)

soort ‘rechthoekige hyperbool’, zoals
genoemd in het citaat. Gezien de formule,
is het natuurlijk geen zuivere hyperbool,
maar bij jaar 1750 loopt de grafiek aardig
verticaal, en bij jaren na 2000 bijna horizon-
taal. De armen van de hyperbool-achtige
curve vormen dus ongeveer een rechte
hoek. Het ‘langzaam naar de asymptoot
toekruipen’ (S = 200) is duidelijk te zien.
Meer soorten dan de bestaande 200 kun-
nen er natuurlijk niet ontdekt worden. Rond
1950 zijn er nog maar 4 soorten onbekend.
Het vinden van nieuwe soorten gaat steeds
langzamer. Het lijkt erop dat we een model
gevonden hebben met een vorm (van de
grafiek) die overeenkomt met het citaat.
We weten alleen de werkelijke modelpara-
meters S, a en t; nog niet. Die gaan we nu
berekenen.

De modelparameters
Hiervoor hebben we de vorm van het
model vastgelegd, maar nog niet de exacte
uitdrukking met de juiste waarden van de
parameters S, a en t;. Om die te bepalen,
gebruiken we het volgende citaat:

... Deze [Paxtons] grafiek nadert een
asymptoot van 271 soorten. Omdat er in
1998 220 soorten bekend waren, voorspelt

Paxton dat er nog 51 zich schuilhouden. [...]
Het tempo van nieuwe ontdekkingen volgt
zowel uit de grafiek als uit het tempo in het
verleden: elke vijf jaar een nieuw zeebeest.

Wat compacter opgeschreven zijn de
gegevens:

1. er zijn in totaal 271 soorten;

2.in 1998 waren 220 soorten bekend;
3. momenteel zal er eens per 5 jaar een
nieuwe soort ontdekt worden.

Dit zijn drie gegevens voor de drie onbe-
kenden S, a en t,. In principe zouden die
dus te bepalen moeten zijn. Uit het eerste
gegeven volgt direct dat S = 271. In combi-
natie met gegeven 2 volgt dan dat

1998t
« P,

220 = 271(1 -

waaruit volgt:

51
271"

1998 —1ty _—

(1)
Gegeven 3 zegt iets over de huidige (in

1998) afgeleide van Bit). Gebruikmakend
van het feit dat

"] =a" Ina.

= 271”19.\).\’ —to Ina.

Dit impliceert

k 1
1998 g _
“ =75.271-Ina’ (2)

De vergelijkingen (1) en (2) geven nu

1

—= =01,
5-Ina

wat leidt tot de waarde « =~ 0.9961 . Dit zou
betekenen dat het aantal onbekende soor-
ten gemiddeld elk jaar met 0,4% afneemt.
Na invullen van « in vergelijking (1) volgt

to = 1572. Dat betekent dat er volgens dit
model nog geen soorten bekend waren
voér 1572. Aangezien het hier gaat om
beschreven soorten, lijkt dit een niet geheel




onzinnig getal. Figuur 3 toont het model
met de berekende S, a en ¢,

Gezien de voortgaande stijging na 2003
zullen er volgens het model de komende
jaren nog wel wat zeemonsters opduiken!

Het model van Paxton
Het artikel in Intermediair verwijst naar het
oorspronkelijke artikel en naar een website

waarop Charles Paxton informatie geeft

over zijn model. Deze gegevens heb ik niet
geraadpleegd tijdens het schrijven van dit
artikel voor Pythagoras. Pas na het schrijven
heb ik dat gedaan en heb ik contact opge-
nomen met Paxton: ik was nieuwsgierig
geworden of mijn model overeenkwam met
het zijne. Tot mijn (en zijn) verrassing bleek
dat niet zo te zijn! Sterker nog, als ik zijn
gegevens over B(¢) gebruikte om de
modelparameters te schatten, kreeg ik een
heel andere waarde voor het totale aantal
soorten. Over de oorzaak hiervan gaat het
vervolg van dit artikel, dat in de volgende

Pythagoras verschijnt. Het toont aan dat je
voorzichtig moet zijn met het trekken van
conclusies uit een model.

O 600 1700 1800 1900 2000 2100
t

Figuur 3 Het model met modelparameters (S = 271,
a =0,9961 en ¢, = 1572) volgend uit de gegevens
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door Marco Swaen
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Sinds de komst van de rekenmachine belasten wij onze hersenen steeds
minder met rekenwerk. De beoefenaars van de Vedische wiskunde geloven
dat we daarmee onze hersenen tekort doen. Zij beschouwen hoofdrekenen
als gezonde hersengymnastiek, waaraan bovendien veel plezier te beleven
valt. Teruggrijpend op Indiase overleveringen hebben zij een systeem van
rekenmethoden ontwikkeld waarmee zij vaak verrassend snel, op eigen

kracht, de uitkomst vinden.

Vedische
wiskunde

De Veda

In de naam ‘Vedische wiskunde’ wordt ver-
wezen naar de Veda, het heilige boekwerk
van de oude Indiérs. Oorspronkelijk werd
de Veda van generatie op generatie mon-
deling overgeleverd. Pas veel later, deskun-
digen denken zo rond 500 voor Christus, is
de Veda op schrift gesteld.

Het woord ‘Veda' is verwant aan de
Nederlandse woorden ‘wet’ en ‘weten’; de
Veda bevatte immers zowel de wetten als
de kennis die de volgende generatie nodig
had om de beschaving van hun voorouders
voort te zetten. De Veda beslaat duizenden
bladzijden, verdeeld over vele boeken. In
die boeken vinden we verhalen, liederen,
hymnen, spreuken, voorschriften voor ritue-
len, wetten en leefregels, toelichtingen op
die wetten en regels en filosofische teksten
over levensvragen. In afzonderlijke delen
worden de belangrijke terreinen van kennis
behandeld, zoals muziekleer, letterkunde,
‘heelkunde, bouwkunde, defensie, astrono-
mie en kosmologie.

Op diverse plaatsen in de Veda komen we
wiskunde tegen, typerend daarbij is dat
getallen en rekenregels vaak vastgelegd
zijn in ogenschijnlijk alledaagse verzen,
waarbij bepaalde lettergrepen ook een
getalwaarde hebben. In het gedeelte over
astrologie komt wiskunde (Ganit) aan de
orde, gericht op de berekening van horos-
copen, en het bepalen van het gunstige
tijdstip voor belangrijke ondernemingen. In
de boeken met voorschriften voor rituelen
vinden we meetkundige vraagstukken die
betrekking hebben op de bouw van altaren
(zie figuur 2) voor brandoffers. De kunst
daarbij was geschikte vormen voor de alta-
ren te vinden, gegeven het aantal stenen en
de gewenste hoogte en omtrek van het
altaar.

Figuur 1 Zegels uit Mohenjo-Daro, een van de oudste
centra van beschaving in India
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De wiskunde van de oude Indiérs stond op
een hoog peil, opvallend was het gemak
waarmee met zeer grote getallen gerekend
werd. De Indiérs waren de uitvinders van de
nul en het decimale positiestelsel. De wis-
kunde van het oude India was net als die
van de Chinezen en de Babyloniérs vooral
gericht op methoden om praktische proble-
men op te lossen.

Krishna Tirtaji en de Vedische wiskunde
Onder het Britse bewind in India werd veel
van de oorspronkelijke cultuur, inclusief de

traditionele wiskunde, verdrongen door de
westerse. Aan het begin van de twintigste
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hun diepere bewustzijn dat - volgens de
Veda - in de staat van verlichting één is met
het heelal.

Uit de Veda distilleerde Krishna Tirthaji
zestien principes, sutra’s geheten, waarop
volgens hem alle wiskundige berekeningen
terug te voeren zijn. Die zestien sutra’s zijn
korte spreuken die een rekenpatroon aan-
geven, en die afhankelijk van de context
op verschillende manieren worden uitge-
werkt. De lijst van zestien sutra’s zie je op
pagina 14.

In zijn boek (zie bron) laat Krishna Tirthaji
zien hoe de sutra's terug te vinden zijn in
vele takken van de moderne wiskunde, en

Figuur 2
Een Indisch altaar

eeuw echter nam het zelfbewustzijn van de
Indiérs toe en waren er jonge intellectuelen
die weer belangstelling opvatten voor de
oude Vedische overlevering. Een van hen
was Shri Bharati Krishna Tirthaji (1884-1960),
zie figuur 3. Hij ging op zoek naar de wis-
kunde van de Veda.

Krishna Tirthaji had de overtuiging dat
ooit in India een beschaving had bestaan die
in veel opzichten hoger stond dan de cul-
tuur van de westerse overheersers. In de
oude Vedische tijd zouden er verlichte zie-
ners (rishi‘s) zijn geweest, die al mediterend
de geheimen van het bestaan doorgrond-
den, en hun inzichten vastlegden in de ver-
zen van de Veda. Krishna Tirthaji stelde zich
daarbij voor dat de zieners die verzen niet
zozeer bedachten, maar ‘doorkregen’ vanuit

hoe berekeningen vaak sneller kunnen wor-
den uitgevoerd door de sutra’s expliciet toe
te passen. Krishna Tirthaji werkt ook nog
met veertien subsutra’s, die een verdere
uitwerking van de sutra’s vormen. Voor de
subsutra’s verwijzen we naar onze website.

In deze jaargang van Pythagoras bespre-
ken we enkele sutra’s. Om je alvast een idee
te geven van wat een sutra is, bekijken we
hier de tweede (Alles van 9, de laatste van
10) en de derde sutra (Verticaal en kruise-
lings).

Alles van 9, de laatste van 10

Het principe van de sutra Alles van 9, de
laatste van 10 herken je als rekenregel in de
berekening van bijvoorbeeld 10000 - 5862.

Immers, begin je vooraan, dan haal je 5 van
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9, 8van 9, 6 van 9 en 2 (de laatste) van 10;
resulterend in het getal 4138. Krishna
Tirthaji geeft in zijn boek nog vele andere
voorbeelden van berekeningen waarin ‘alles
van 9, de laatste van 10’ te herkennen valt.
Deze sutra zul je expliciet als rekenregel
echter niet zomaar in de Veda vinden. De
regel is meer de rekenkundige interpretatie
van de opbouw van Rik Veda, het kernboek
van de Veda. De Rik Veda bevat namelijk
tien zogenaamde mandala’s, boeken met
een bijzondere cirkelvormige structuur. In de
negende mandala vindt de Yogi (beoefenaar
van Yoga) alle ervaringen op de weg naar
Verlichting. Maar voor de laatste stap, het

Figuur 3

Shri Bharati
Krishna Tirthaji
(1884-1960)

noodzakelijke verstandelijke inzicht, moet
de Yogi te rade bij de tiende mandala.

Verticaal en kruiselings
Een andere sutra die in veel berekeningen
terugkomt, is Verticaal en kruiselings.
Krishna Tirthaji gebruikt deze sutra bijvoor-
beeld bij de vermenigvuldiging van getallen
die beide in de buurt van een macht van 10
liggen. Op zijn manier bereken je 97 x 98
als volgt.

Vorm eerst de verschillen van de getallen
ten opzichte van 100:

97 —+ -3
98 —» -2

Vervolgens tel je kruiselings op. Een van
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beide optellingen volstaat, de tweede voer
je uit als controle. Dit getal 95 vormt de
eerste twee cijfers van de uitkomst. Voor
de laatste twee cijfers van de uitkomst ver-
menigvuldig je verticaal: -2 x -3 = 6.

De uitkomst is 9506.

97 -3—-98+-3=95

X1

98 -2—-97+-2=95

!
-3x-2=6

Opgave. Probeer zelf volgens Verticaal en
kruiselings de uitkomsten te vinden van
96 x 99, 102 x 104 en 102 x 98.

Figuur 4

Een meisje doet
aan transcendente
meditatie

Voor een andere toepassing van de sutra
Verticaal en kruiselings verwijzen we naar
de eerste aflevering van onze rubriek
Rekenen met sutra’s, zie pagina 19.

Vedische wiskunde nu

De Vedische wiskunde heeft zich de afge-
lopen decennia verder ontwikkeld, en biedt
nu een interessant pakket van rekentechnie-
ken waarmee je opgaven uit allerlei takken
van de wiskunde te lijf kunt gaan. Sommige
technieken zijn bekend van het oude hoofd-
rekenen, inclusief veel handigheidjes die
rekenwonders al sinds jaar en dag toepas-
sen, maar er zijn ook originele methoden

bij die verrassend snel en ingenieus zijn.
Kenmerkend is dat bij Vedische wiskunde er
naast algemene methoden, vele technieken
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ontwikkeld worden om in bijzondere situa-
ties handiger te kunnen rekenen. Zo is er
een algemene methode om te vermenig-
vuldigen, maar zijn er voor allerlei speciale
gevallen (zoals bij Verticaal en kruiselings
twee getallen die rond een macht van 10 lig-
gen) technieken die dan sneller tot een
antwoord voeren. Een tweede kenmerk is
dat de berekeningen zoveel mogelijk uit het
hoofd gebeuren danwel op één schrijfregel,
waarbij de uitkomst cijfer voor cijfer op het
papier verschijnt.

Inmiddels zijn er schoolprogramma’s ont-
wikkeld voor rekenonderwijs gebaseerd op
de zestien sutra’s. Diverse scholen in India,
Groot-Brittannié en de Verenigde Staten

passen die programma'’s toe en zeggen er
goede resultaten mee te behalen.

Vedische wiskunde en levensbeschouwing
Vedische wiskunde is in het bijzonder popu-
lair onder mensen met interesse voor ooster-
se levensbeschouwing. Belangstelling voor
Vedische wiskunde is er bijvoorbeeld bij de
groep die zich bezighoudt met transcenden-
te meditatie in navolging van Maharishi
Mahesh Yogi. Zij bedrijven Vedische wiskun-
de om hun denkvermogens aan te scherpen.
In figuur 4 zie je een mediterend meisje. Ik
vroeg wat Vedische wiskunde voor hen aan-
trekkelijk maakt. Leraar transcendente medi-
tatie Hans Commandeur gaf me de volgende
opsomming:

1. De taal van de Veda is zo zuiver dat elk
woord en elk vers in frequenties overeen-
komt met dat wat erdoor wordt beschreven.
Puur de klank van de sutra stimuleert in onze
hersenen die functies die voor de beoogde
berekening van belang zijn.

2. Transcendente meditatie ontplooit ons
hersenvermogen en de frequentiewaarden
van de sutra’s stimuleren deze ontplooiing
nog verder.

3. De snelheid waarmee vraagstukken kun-
nen worden opgelost door het gebruik van
de sutra’s is soms zo verrassend, dat het

innerlijke pret teweegbrengt; alsof je het
vraagstuk ‘te slim af’ bent.

4. Starheid maakt plaats voor speelsheid
door de verscheidenheid van mogelijkheden
om een vraagstuk aan te pakken.

5. De uitvoerigheid van bewerkingen zoals
die voorkomt bij de huidige westerse beoe-
fening van de wiskunde kan vaak vergaand
worden gereduceerd: veelal kunnen bereke-
ningen in de Vedische wiskunde op één
regel worden uitgevoerd, waar de westerse
wiskunde er vele voor nodig heeft (bijvoor-
beeld staartdelingen).

6. Berekeningen kunnen veelal mentaal wor-
den uitgevoerd, wat ook de ontwikkeling
van het geestelijk vermogen in hoge mate
ten goede komt.

7. De wetmatigheden die in de sutra’s zijn
vervat, ontrafelen niet alleen wiskundige
structuren, maar zijn tegelijkertijd indicaties
voor de structuur van het gehele leven. Ze
bevorderen de ontwikkeling van levens-
wijsheid.

Vedische wiskunde in Pythagoras

Je hoeft echter niet te geloven in de heil-
zame werking van het rekenen met sutra’s,
om plezier te beleven aan de leuke tech-
nieken die in de Vedische wiskunde worden
toegepast. Daarom stellen we in de komen-
de nummers van Pythagoras Vedische reken-
technieken aan de orde. Als je de techniek
wat oefent, zul je er op anderen zeker indruk
mee maken. Daarnaast is het interessant te
achterhalen waar de betreffende techniek op
berust, en of hij in algemenere gevallen ook
te gebruiken is. Hiernaast vind je onze eer-
ste aflevering.

Bron: Vedic Mathematics, Bharati Krishna Tirtaji.
ISBN 81-208-0164-4
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door René Pannekoek en
Allard Veldman

In elk nummer van Pythagoras tref je

de Pythagoras Olympiade aan: twee
uitdagende opgaven die je doorgaans
niet in de schoolboeken tegenkomt.
Ga de uitdaging aan en stuur ons je
oplossing! Onder de goede leerling-
inzenders wordt per opgave een boe-
kenbon van 20 euro verloot. Ook wor-
den er prijzen aan het eind van het sei-
zoen weggegeven: voor de drie leer-
lingen die over de hele jaargang het
beste hebben gescoord zijn er boeken-
bonnen van 120, 100 en 80 euro.
Verder kun je je met je hele klas op de
opgaven storten. De klas die aan het
eind van het seizoen bovenaan staat,
wint drie prachtige boeken voor de
schoolbibliotheek. De stand van de
laddercompetities wordt bijgehouden
op de homepage van Pythagoras.
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OPLOSSING

94

Jij gooit n keer achter elkaar met een
munt. Daarna gooi ik ook, één keer

vaker dan jij. Hoe groot is de kans dat
ik vaker kop gooi dan jij?

Oplossing. Als ik precies één keer
vaker gooi dan jij, moet ik of vaker kop
gooien 6f vaker munt. Beide kan niet,
want dan zou ik ten minste twee keer
vaker moeten gooien. Omdat deze
twee mogelijkheden allebei even waar-
schijnlijk zijn, is de kans dat ik vaker
kop gooi gelijk aan 3.

Deze opgave werd opgelost door: P. Dekker te
Krimpen a/d Lek, Kasper Duivenvoorden van het
Hondsrug College te Emmen, Johan Konter van
het Stedelijk Gymnasium Breda te Breda, Victor
Pessers van het St.Odulphus Lyceum te Oisterwijk
en Peter Smit van het Driestar College te Gouda.
De boekenbon gaat naar Peter Smit.

PYTHAGORAS SEPTEMBER 2003

OPLOSSING

Bewijs dat een natuurlijk getal N dat
geen priemgetal is, kan worden
geschreven als ab + bc + ac + 1, voor
zekere natuurlijke getallen a, b en c.

Oplossing. Als N geen priemgetal is,
kan N geschreven worden als N = pq,
met p en g geheel. Omdat pg =
(p-Dg-D+@E-D+(@-D+1,
voldoena=p—-1,b=g-1enc=1
aan de eis.

Deze opgave werd opgelost door: Elias C. Buissant
des Amorie te Castricum, P. Dekker te Krimpen a/d
Lek, Kasper Duivenvoorden van het Hondsrug
College te Emmen, Johan Konter van het Stedelijk
Gymnasium Breda te Breda, Victor Pessers van
het St.Odulphus Lyceum te Oisterwijk en Peter
Smit van het Driestar College te Gouda.

De boekenbon gaat naar Kasper Duivenvoorden.
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door Franklin Roos

Snooker is een soort biljartspel, dat gespeeld wordt met vijftien even
grote rode ballen. Bij het spel zijn ook nog zes anders gekleurde ballen
(de zogenaamde objectballen) en een witte bal (de speelbal) betrokken,
maar die spelen in dit artikel geen rol. Bij Snooker leg je de vijftien rode

te kunnen beginnen. Laat de mal eens liggen en bekijk de zaak met
een wiskundig oog. .

ballen in een driehoekige mal, die je vervolgens weghaalt, om het spel ~ (

Sn@e ker-wiskun

Driehoeksgetallen Minder ballen

Met de vijftien rode ballen kun je precies Wiskundig is er echter meer te beleven aan
een gelijkzijdige driehoek vormen, zie de mal met ballen. Ga ervan uit dat de ran-
figuur 1b. We noemen het getal 15 daarom den van de mal volkomen recht en onveer-
een driehoeksgetal. Met welk aantal ballen krachtig zijn, en dat de ballen perfect bol-
kunnen nog meer gelijkzijdige driehoeken vormig zijn. Als je nu zomaar één bal uit de
worden gemaakt? Ofwel: welke getallen mal weghaalt, dan merk je dat de overge-
zijn ook driehoeksgetallen? Aan figuur 1b bleven ballen nog steeds vast op hun plaats
kun je meteen zien dat 1, 3, 6 en 10 ook zitten. Blijkbaar kun je met veertien ballen
driehoeksgetallen zijn. Wij zijn uiteraard de mal ook zo opvullen dat alle ballen nog
niet de eersten die dit vaststellen: vast zitten. Haal je er nou nog een bal uit,
Pythagoras van Samos en zijn volgelingen dan zijn er twee dingen mogelijk: de ballen
hielden zich al bezig met driehoeksgetallen,  houden elkaar nog steeds op hun plaats in

en constateerden dat alle driehoeksgetallen de mal (stabiele situatie, zie figuur 2a), of

van de vorm in(n+1) zijn. de ballen raken los (instabiele situatie, zie
figuur 2b). Dat hangt ervan af welke twee
ballen je weghaalt.

— — —— — e e - ——

Figuur 1a en b Een schematische weergave van een mal met 10 ballen en met 15 ballen
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Het gaat ons nu om de volgende vragen:
1. Op hoeveel manieren kan de mal stabiel
gevuld zijn met 14, 13, ... ballen?

2. Hoeveel ballen kun je maximaal weg-
halen voordat de overgebleven ballen los
komen te liggen?

Stabiel, op hoeveel manieren?
Voordat we vraag 1 proberen te beant-
woorden, kijken we naar het eenvoudigere
geval van een driechoek met tien ballen, zie
figuur 1a. Op hoeveel manieren kun je één
bal weghalen? In principe tien, maar daar-
van zijn er veel gelijkwaardig, omdat je de
driehoek kunt draaien en spiegelen. Ga na
dat er eigenlijk maar drie manieren zijn.

Op hoeveel manieren kun je twee ballen
weghalen, zonder dat de ballen los komen?
Er zijn 45 manieren om twee ballen weg te
halen, maar daarvan zijn er vele hetzelfde
als je spiegelt of draait. En van die overge-
bleven configuraties zijn er maar enkele die
stabiel zijn. Kun je ontdekken onder welke
voorwaarde je een stabiele of instabiele
configuratie krijgt?

Ben je eruit voor de driehoek met tien
ballen, dan heb je waarschijnlijk voldoende
inzicht voor de mal met vijftien ballen.

Stabiel, met hoeveel ballen?

Ook voordat we aan vraag 2 beginnen,
kijken we weer naar een drichoek met tien
ballen. Je zult zeker gevonden hebben dat
er stabiele configuraties zijn met negen en

acht ballen. Wat verder proberen leert dat
ook met zeven en zelfs met zes ballen de
driehoek nog stabiel kan blijven (op hoeveel
manieren?).

Hoeveel ballen heb je ten minste nodig om
de echte Snooker-mal stabiel te vullen? Wij
vonden die vraag gemakkelijker nadat we
eerst bekeken hadden hoe je een eindeloos
grote driehoek nog stabiel zou kunnen vul-
len. De ballen in zo’n eindeloze driehoek
liggen als de cellen in een honingraat.
Onderzoek welke cellen je kunt schrappen
zonder dat de andere cellen kunnen schui-
ven. Je kunt het honingraatpapier, zie figuur
3, op onze website vinden. Wij kwamen bij
de echte Snooker-mal tot een vulling met
negen ballen, kun jij het met minder?

Figuur 3 Honingraatpapier: een Platonische vlakvulling

Figuur 2a en b Een voorbeeld van een stabiele situatie (links) en van een instabiele situatie (rechts), met twee ballen minder
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door Chris Zaal

Sexehexes

Livio Zucca is een ltaliaan die gek is van
pentomino’s. Op zijn homepage www.
geocities.com/liviozuc tref je naast tal van
pentominovraagstukken ook een pento-
mino-variant aan van het bekende com-
puterspelletje Tetris. Verder vind je er een
heleboel andere wiskundige legpuzzels.

Sexehexes
Sexehexes is zo'n wiskundige legpuzzel, ont-
worpen door Livio Zucca. De stukjes bestaan
uit regelmatige zeshoeken, waarvan een of
meerdere zijden bewerkt zijn. Van een zijde
kan namelijk een vierkantje afgehaald zijn
(de vrouwelijke variant), of er kan juist een
vierkantje op geplaatst worden (de manne-
lijke variant). In figuur 1 zie je de elf sexe-
hexes met twee inkepingen of uitsteeksels.

Een zijde kan dan onzijdig, mannelijk of
vrouwelijk zijn. Een stukje dat zowel manne-
lijke als vrouwelijke zijden heeft, is dus
biseksueel. In theorie heb je dan 63 = 216
sexehexes, maar deze zijn niet allemaal
verschillend: sommige kun je door draaiing
in elkaar overvoeren.

De naam Sexehexes is een suggestie
van Ed Pegg Jr. (de auteur van www.math-
puzzle.com). Dit woord verwijst naar de
mannelijke en vrouwelijke geaardheid van de
stukjes en is bovendien een palindroom (een
woord dat van achteren naar voren gelezen
hetzelfde is).

Eenzijdig
Als je stukjes niet mag omdraaien, bestaan
er 130 verschillende sexehexes. Dit noemen

we de eenzijdige stukjes. Deze 130 stukjes

passen in een quasi-rechthoek van 14 + 15 +
14 + 15 + 14 + 15 + 14 + 15 + 14 zeshoeken.

Tweezijdig

Als je stukjes wel om mag draaien, houd je
92 verschillende sexehexes over. Dit noemen
we tweezijdige stukjes. Deze 92 stukjes
passen in een quasi-rechthoek van 11 + 12 +
11 +12 + 11 + 12 + 11 + 12 zeshoeken.
Hiervan heeft Livio Zucca een houten puzzel
gemaakt (zie figuur 2), die je via Internet
(adres: zie onderaan de pagina) kunt bestel-
len voor veertig dollar.

YR e
WIS

Figuur 1 Er zijn elf eenzijdige 2-sexehexes
(stukjes met twee inkepingen of uitsteeksels).

Opdrachten
Als je van deze 92 stukjes het onzijdige stuk-
je weglaat (het stukje zonder inkepingen),
dan kun je daar een regelmatige zeshoek
met een zijde van zes zeshoekjes van leg-
gen. Op Internet vind je één oplossing (van
Ed Pegg Jr).
1. Bestaat er een oplossing waarbij de
zeshoek een gladde buitenkant heeft?
2. Hoeveel oplossingen zijn er in totaal
mogelijk?

De zeshoek van Ed Pegg Jr. voldoet net
niet aan de eerste vraag: bij twee stukjes is
de zijde aan de buitenkant niet onzijdig!

Dankwoord Met dank aan Odette de Meulemeester
(www.pentomino.be.tf) voor het ter beschikking stellen
van de puzzel.

Internet http://www.geocities.com/liviozuc/sexehexes
Figuur 2 (rechts)

Een tekening van de sexhexes-puzzel van Livio Zucca:
92 tweezijdige sexhexes in een quasi-rechthoek







door Alex van den Brandhof

Jourmaall

pythagoras september 2003 nummer 1

26

Zandgolven
opgespoord

Civiel technoloog Attila Németh van de
Universiteit Twente heeft de dynamiek van
zandgolven in kaart gebracht. Hij is erin
geslaagd te beschrijven hoe zandgolven in
ondiep zeewater zich in de loop van de jaren
ontwikkelen. Hij kan zowel veranderingen
in positie, hoogte als in vorm voorspellen.

Het beschrijven van veranderingen van
een zanderige zeebodem is bijzonder inge-
wikkeld. Dit onderzoek vormt een belangrij-
ke stap in de richting van een echt voor-
spellend model, dat laat zien hoe de bodem
met daarop zandgolven er over een aantal
jaar uit zal zien.

Met een lengte van enkele honderden
meters en een verplaatsing van tien tot
twintig meter per jaar zijn zandgolven de
belangrijkste bedreiging voor oliepijpleidin-
gen die in de zeebodem zijn begraven. De
leidingen kunnen bloot komen te liggen, en
hoewel ze zo sterk zijn dat een visnet geen
serieuze kans maakt om een leiding te laten
breken, durft niemand dit risico te nemen.
Een leiding die over tientallen meters bloot
zou komen te liggen, zou bovendien onder
zijn eigen gewicht en door turbulentie
kunnen bezwijken. Daarom moeten de olie-
maatschappijen de onderzeese leidingen nu
nog jaarlijks controleren. Waar de leiding
boven de bodem uitsteekt, wordt deze met
stenen bedekt.

Zandgolven in de buurt van vaargeulen
vormen een probleem voor de scheepvaart.
De toppen van de zandgolven worden weg-
gebaggerd, maar de structuur kan zich in
een periode van vijf tot tien jaar weer her-
stellen. Met de rekenkundige modellen van
Attila Németh kunnen de oliemaatschappij

Nederland

Zandgolven (de grijze gebieden) in het zuidelijke deel
van de Noordzee.

en beter plannen wanneer zij onderzeese
pijpleidingen moeten controleren en kun-
nen baggeraars de veranderingen in vaar-
geulen beter voorzien.

Bron: www.cwi.nl/nieuws

Een logisch labyrint op de Wetenschapsbraderie te
Amsterdam in juni 2003
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Vermoeden van Kepler

In 1998 beweerde de Ame-
rikaan Thomas Hales het uit
1611 daterende vermoeden
van Johannes Kepler te heb-
ben bewezen. Keplers ver-
moeden gaat over bolstape-
lingen. Hij stelde dat bij de
meest efficiénte stapeling
van bollen de beschikbare
ruimte voor 74,05 procent
benut wordt. Anders gezegd:
de pakkingsfractie bedraagt
0,7405. Hales’
waarin een computerpro-

bewijs — |

lieke Universiteit Nijmegen.

Bewezen of onbewezen, in
de praktijk zal de pakkings-
fractie van 0,7405 niet wor-
den gehaald: de groenteboer
heeft geen tijd om zijn
sinaasappelen stuk voor
stuk netjes te stapelen om
de holtes maximaal te vul-
len. Hij zal de hele zwik in

gramma een belangrijke rol | -
vervult — is echter nog |

steeds niet voldoende gecon-
troleerd.

Een team van twaalf
wiskundigen is tot de con-
clusie gekomen dat het
eigenlijk ondoenlijk is het
bewijs te controleren. Zeer
waarschijnlijk  klopt het,
maar zekerheid kunnen ze
niet verschaffen.

Steeds meer wiskundigen
vragen zich af of dit soort
bewijzen nog wel door men-
sen gecontroleerd kunnen
worden. Een mogelijk alter-
natief is de ontwikkeling van
software die bewijzen contro-
leert, maar dit is een zeer
omstreden kwestie. Belang-
rijk onderzoek op het gebied
van verificatie van bewijzen
via software wordt in Neder-
land gedaan op de Katho-

één keer in de kist kieperen.
Schudden leidt in die situa-
tie tot de zogeheten wille-
keurig dichtste pakking, met
een pakkingsfractie van
0,64, zo werd in de jaren 50
aangetoond door de Brit J.D.
Bernal. Toch kan het beter,
mits een kleine vervorming
van de bollen is toegestaan.
De Australische postdoc
Stephen Williams en hoog-
leraar fysische colloidchemie
Albert Philipse, beiden
werkzaam aan de Univer-
siteit Utrecht, hebben aan
de hand van computersimu-
laties aangetoond dat dan

een pakkingsfractie van
bijna 0,70 het optimum is.
Maximale pakkingsfracties
bij niet-bolvormige deeltjes
zijn nauwelijks onderzocht.
Toch is het interessant en
nuttig om te weten hoeveel
pinda’s, aardappelen, pillen,
grind en cellulozevezels in
papier er bij willekeurig
dichtste pakking in een doos
gaan.

Williams en Philipse gaven
in hun simulaties zuivere
bollen geleidelijk een uitge-
rekte vorm door ze in tweeén
te zagen en er een passende
cilinder tussen te plakken.
Zoals te verwachten, neemt
de pakkingsfractie af naar-
mate de bolvorm meer uitge-
rekt wordt: stort komkom-
mers ordeloos in een bak en
het resultaat is dat een groot
deel van de beschikbare
ruimte onbenut blijft.

Verrassend was dat als de
onderzoekers deeltjes na-
men die de zuivere bolvorm
steeds dichter benaderden,
de pakkingsfractie niet naar
het Bernalgetal van 0,64
kroop, maar een maximum
van bijna 0,70 aannam voor
deeltjes die net iets van de
bolvorm afweken.

Bronnen: NRC Handelsblad, 17 mei
2003, Nature Volume 424, 3 juli 2003

Yahtzee!

In het Journaal van het vorige nummer van
Pythagoras is per abuis de bron weggevallen bij
Yahtzee gekraakt! De bron is NRC Handelsblad, 29
maart 2003. Wij vermeldden dat de Engelse statisticus
Phil Woodward de oplossing heeft gevonden voor het
spel Yahtzee. In de zomer van 1999 is het spel echter al
opgelost door de Nederlander Tom Verhoeff (eveneens
met de computer), zie http:/wwwpa.win.tue.nl/misc/
yahtzee/. Hier kan men advies vragen over elke zelf op
te geven speltoestand. Ook kan men daar een Yahtzee
vaardigheidstest afleggen. Verder zijn er wat wetens-

waardige statistieken te vinden. Overigens is het zo dat
zowel de oplossing van Woodward als van Verhoeff
gericht is op de solitaire versie van Yahtzee. De keuzes
zijn niet gegerandeerd optimaal als het gaat om het
winnen van een partij Yahtzee tegen een of meer ande-
re spelers. In dat geval dient namelijk ook rekening
gehouden te worden met de scorekaart(en) van de
tegenspeler(s). Als men vo6r staat, moet behoudender
worden gespeeld en als men achter staat, dan moet er
juist meer risico worden genomen, 66k als dit ten koste
gaat van de verwachte eindscore. Het gaat immers om
het winnen, waarbij het niet uitmaakt met hoeveel

punten men wint.
Bron: Tom Verhoeff
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Problemen

door Dion Gijswijt

Wortels van wortels?

Een rij getallen a,, as, as,... wordt gecon-
strueerd volgens het volgende recept. Eerst
kiezen we een waarde voor a,. Daarna
wordt de rest van de rij bepaald door de
regel an1 =a, +1+2/a, voor iedere n.
Als we bijvoorbeeld a, = 1 kiezen, dan
krijgen we de rij
1,2+2V1=4,5+2V1=9,10+2V9 =16
enzovoort. Als we a; = 2 kiezen, wat is dan
ap?

Ingeschreven dodecaéder
De hoekpunten van een dodecaéder liggen
op een bol met straal 1. Als we elk tweetal

hoekpunten van de dodecaéder door een

lijnstukje met elkaar verbinden, krijgen we
190 lijnstukjes. Als we van elk van deze lijn-
stukjes het kwadraat van de lengte nemen
en deze 190 getallen bij elkaar optellen,
wat is dan de uitkomst?
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Mierendoolhof

Drie robotmieren lopen over de ribben van
een voetbal (afgeknotte icosaéder). De mie-
ren lopen telkens tot het eerstvolgende
hoekpunt en wachten dan op instructies.
Wordt het commando R(echts) gegeven,
dan gaan de drie mieren rechtsaf en wordt
het commando L(inks) gegeven, dan gaan
ze elk linksaf.

Bij de start lopen alle mieren (elk vanaf
een andere ribbe) naar punt S, zoals aange-
geven in de figuur. Is het mogelijk om met
behulp van de commando’s L en R de drie
mieren tegelijkertijd bij punt F te krijgen?

Zeven kleuren

Op papier staan zeven punten (geen drie
op één lijn) en we hebben zeven kleuren
stiften. leder tweetal punten willen we ver-
binden door middel van een lijnstuk in een
van de zeven kleuren en wel zo dat er van
iedere kleur 3 lijnstukken zijn die bovendien
een driehoek vormen. Kun jij een oplossing
vinden?




Oplossingen

nr.6

Derde machten

In het artikel Sommen van machten in
hyperkubussen in het februarinummer 2003
heb je kunnen lezen dat

nin+1)

142+3+ -« +n= -
2

en dat

3 112(1'/ + 1):
+n = p——
4

i B ke S K S

Hieruit volgt het gevraagde.

Een andere oplossing ligt besloten in de
onderstaande figuur, waar n = 5. Bedenk
dat 13+ 234+ 33+ - +n3=1x12+2x22

+3x32+ -+ nxn2

Getalspel

Kleur de getallen om en om rood en blauw.
Als de som van de rode getallen groter is
dan de som van de blauwe getallen, kan de
eerste speler de volgende strategie volgen:
kies altijd een rood getal. De tweede speler
is dan altijd gedwongen om een blauw
getal te pakken, zodat op het eind de eer-
ste speler de rode en de tweede speler de
blauwe getallen heeft en de eerste speler
wint. In het geval dat de som van de
blauwe getallen groter is dan de som van
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de rode getallen, kan de eerste speler altijd
een blauw getal kiezen.

Gekleurd dodecaéder-paar
Er is een unieke oplossing:

Honderd gevangenen

Degene die de eerste dag aan de beurt is,
heet de Teller. ledereen weet van zichzelf of
hij de Teller is of niet. De Teller zet elke keer
dat hij in de isoleercel zit de schakelaar op
de ‘uit’-stand en telt het aantal keer dat hij
de schakelaar van ‘aan’ naar ‘uit’ zet, waarbij
hij pas na de eerste dag begint te tellen.

De andere gevangenen zetten de eerste
keer dat ze de schakelaar in de 'uit’-stand
treffen, de schakelaar ‘aan’ en laten de
schakelaar verder ongemoeid. Op het
moment dat de Teller met tellen bij 99 is
aangekomen, weet hij dat iedereen in de
isoleercel is geweest en kan hij vrijlating
eisen.
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De
wiskunde
van
het
wachten

Als we in de rij staan bij het
postkantoor, hebben we
vaak het idee dat de klant
vooraan in de rij uren bezig
is. En het wachten op de
bus lijkt ook langer te duren
dan je volgens de dienstre-
geling zou verwachten.
Pech, een zinsbegoocheling,
of wetenschappelijk ver-
klaarbaar? De wiskunde
geeft antwoord.

door Ger Koole
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In dit artikel kijken we naar het voorbeeld
van de bussen. Bij de aankomst van de eer-
ste bus begint de tijd te lopen. Stel dat de
volgende bus na 10 minuten aankomt, dan
is de wachttijd net na de aankomst van de
eerste bus 10 minuten. Daarna neemt de
wachttijd lineair af tot 0, vlak voor de aan-
komst van de volgende bus. Is de volgende
bus net weg, dan is de wachttijd weer 10
minuten, hetgeen weer afneemt naar 0 op
tijdstip 20, wanneer de daaropvolgende bus
aankomt. In figuur 1 is de tijd-wachttijdgra-
fiek weergegeven.

Verwachte wachttijd
Bekijk het nu eens vanuit de optiek van een
busreiziger die de dienstregeling niet kent.
Deze kiest een willekeurig tijdstip om naar
de bushalte te gaan, zeg uit het interval

[0, 100]. Aangezien elk aankomstmoment
even waarschijnlijk is, is de verwachte
wachttijd van deze reiziger gelijk aan de
gemiddelde waarde van de wachttijd als
aangegeven in figuur 1. We sommeren dus
de oppervlakte onder de grafiek in [0, 100]
en delen door 100. De oppervlakte van elke
driehoek is § x 10 x 10 = 50, de gemiddelde
wachttijd is dus 50 x 10/100 = 5 minuten;
een weinig verrassend antwoord, het is pre-
cies de helft van de tijd tussen de aan-
komsttijden van twee opeenvolgende bus-
sen. Waar komt nu het gevoel vandaan dat
we toch langer moeten wachten?




0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Figuur 1 De tijd-wachttijdgrafiek ingeval de bus stipt om de 10 minuten arriveert

Figuur 2 De tijd-wachttijdgrafiek ingeval de bus gemiddeld om de 10 minuten arriveert

De werkelijkheid
De sleutel tot de oplossing hangt samen Uiteraard moet dan gelden dat
met het feit dat bussen niet precies om de
10 minuten aankomen, maar slechts =

X . P1+"'+P20=Zpi=1-
gemiddeld om de 10 minuten. Een voor- ]
beeld van een situatie zie je in figuur 2.

Om nu de gemiddelde wachttijd te bere-  De oppervlakte van een rechthoekige,
kenen, moeten we weer de oppervlakte gelijkbenige driehoek met benen van lengte
onder de grafiek nemen over een lang i is  x i*, de oppervlakte van een willekeuri-
interval en delen door de lengte van het ge driehoek is dan 31
interval. Dit komt weer neer op kijken naar
één interval, waarbij we de variatie in leng- i 1 % P s
te in aanmerking nemen. Laten we het in .

formulevorm opschrijven.
Stel dat de tussenaankomsttijd altijd één De gemiddelde tussenaankomsttijd is
van de waarden 1, 2, ..., 20 aanneemt, en

dat de kans dat deze tijd i minuten is, f:i -
gegeven wordt door p;. =1

e I r‘m
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De gemiddelde wachttijd W wordt dan
gegeven door

i g x i xpi

W= e —
2= X P

We rekenen het voorbeeld door. Volgens de
dienstregeling komt er elke 10 minuten een
bus aan. In werkelijkheid is dat niet precies
elke 10 minuten; soms wat meer, soms wat
minder, maar gemiddeld om de 10 minuten.
Laten we aannemen dat de tijd tussen twee
bussen met kans 0,1 gelijk is aan 7, 8, 12 of
13 minuten, en met kans 0,2 gelijk aan 9, 10
of 11. We zien dat de som van de kansen 1
is. De gemiddelde lengte van de tussenaan-
komsttijd is nu weer 10 minuten, want

20
Zz‘xm=7x0,1+8xo,1+
=1

+9x02+---+13 x0,1=10.

De oppervlakte van een willekeurige drie-
hoek is

20

Z% x i% x pi =

i=1
IxT%0,1+1%x8%x 0,141 x9?x 0,2+ .-

- +1x13%*x0,1=515.

Het quotiént nemen van de beide uitkom-
sten levert de gemiddelde wachttijd op:
51,5

W=T=5’15’

dus 5 minuten en 9 seconden: iets langer
dan 5 minuten! De reden van deze langere
wachttijd is het feit dat het waarschijnlijker
is dat een willekeurig aankomende klant in
een lang interval terechtkomt dan in een
kort. En komt de bus dan eindelijk, dan
blijkt hij ook nog tjokvol te zijn! Als je wilt
zitten, kun je beter op de volgende bus
wachten.

Wachttijdparadox

Dit verschijnsel staat bekend als de wacht-
tijd- of inspectieparadox, en komen we in
allerlei situaties tegen. Het verklaart ook
waarom de klant die in bediening is bij het
postkantoor op het moment dat we aanko-
men er zo lang over doet. En: hoe meer
spreiding in de tussentijden, hoe groter de
kans dat we lang moeten wachten! Het ant-
woord op de beginvraag moet dan ook lui-
den dat het wetenschappelijk verklaarbaar
is dat je vaker pech hebt dan niet.




Oplossingen
Kleine nootjes

Hoogspringen
Denk het zwaartepunt
van de atleet op de helft van
zijn lengte (90 cm). Dan wordt op
aarde dit punt 110 cm omhoog
gebracht. De springer vergroot zijn

potentiéle energie met 110 g (versnel-

ling zwaartekracht). Op de maan kan

hij dat dus met 6 x 110 g. Hij krijgt
zijn zwaartepunt 6.60 m omho
mag op 7.50 m

Oplossing
Sleutelhanger-
puzzel
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Sigarettenpeukjes
De 10 peukjes komen overeen
met 3 sigaretten en 1 peuk. Die 3

sigaretten leveren weer 3 peukj

resterende peukjes bezorgen hem d

vierde sigaret, waarna hij 2 peuk]
houdt. Nu leent hij peuk, m
vijfde sigaret en geeft de daaruit re

terende peuk terug.

Fietstocht

stand af, want
snijdt bochten af.
waarnem
n zandweg bekijkt.

Tapijt
ose kant van de rol is
ci met oppervlakte mr* wa
r de straal van de cirkel is (in mr
vlakte is tey
5[, waarbij [ de len van het tapijt is

(in mm). Du r en vind

Taart verdelen
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