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Wedloop

Bij een wedloop over 
10 kilometer heeft de winnaar 
bij de finish een voorsprong 

van 2 kilometer op nummer 2 
en 4 kilometer op nummer 3. 

Welke voorsprong zal nummer 
2 bij de finish op nummer 

3 hebben? 

Autotocht
Een Amsterdammer rijdt 
met een normale auto op 
eigen kracht over normale 

wegen naar Maastricht. 
Hij heeft daarvoor minder 

dan één liter normale 
benzine nodig. Hoe 

doet hij dat? 

nootjes
Kleine

Kleine nootjes zijn 
eenvoudige opgaven 
die iedereen zonder enige
wiskundige voorkennis kan
oplossen. 

De antwoorden vind je in
het volgende nummer 
van Pythagoras.

door Dick Beekman
www.homepages.hetnet.nl/~dickbeekman
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Schepen
Rederij Meltas onderhoudt 

een uurdienst met snelle boten 
tussen Melbourne en Tasmanië. 
Een enkele reis duurt vier uur.
Hoeveel van die schepen kom 

je op zee tegen als je die 
overtocht maakt? 
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Sigaretten

Frans rookte 9 sigaretten 
per dag. Op een dag neemt hij 
het besluit nog één pakje van 

20 te kopen en meteen iedere dag 
2 sigaretten minder te roken dan
de dag ervoor, dus 9, 7, 5, 3, 1. 
Op een dinsdag, de laatste dag

van zijn afbouwtraject, heeft 
hij nog één sigaret om van te

genieten. Op welke dag 
kocht hij zijn laatste 

pakje?  

Draad verknippen
Een draad van 10 meter 
moet verknipt worden in 

100 stukjes van 10 centimeter.
Dat kan met 99 keer knippen, 

maar ook met minder. 
Wat is het minimum? 

❍
❍
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Mersenne-getallen zijn getallen van de vorm Mn = 2n – 1; het

is een type getallen waarvan relatief gemakkelijk kan worden

vastgesteld of ze priem zijn. De grote priemgetallen die de

laatste jaren werden gevonden, zijn dan ook allemaal van

deze vorm. Onlangs nog (17 november 2003) werd een

Mersenne-priemgetal gevonden: 220.996.011 – 1. Als je dat

getal helemaal uitschrijft, heb je daarvoor 6.320.430 cijfers

nodig. Een getal van 40.000 cijfers past nog net op één kran-

tenpagina; voor dit priemgetal heb je dus bijna 160 kranten-

pagina’s nodig. 

Het zoeken naar Mersenne-priemgetallen gebeurt tegen-

woordig via Internet. In het kader van het GIMPS-project

wordt van ruim 211.000 computers de ongebruikte rekencapa-

citeit ingezet voor via Internet gedistribueerde berekeningen.

GIMPS is zeer succesvol, de zes grootste bekende Mersenne-

priemgetallen zijn alle van GIMPS afkomstig, hieronder zijn

tevens de vijf grootste ooit gevonden priemgetallen.
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door Matthijs Coster

Mersenne-
priemgetallen

7 3 9 2 8 5
4 0 1 9 4 3
7 9 1 7 4 8

7 3 9 2 8 5 4 0 1 9 4
3 7 9 1 7 4 8 2 3 9 5
0 1 9 5 7 3 9 2 8 5 4
0 1 9 4 3 7 9 1 7 4 8
2 3 9 5 0 1 9 5 5 6 7

7 3 9 2 8 5 4 0 1 9 4 3 7 9
1 7 4 8 7 3 9 2 8 5 4 0 1

door Matthijs Coster
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Priemgetallen
Een geheel getal groter dan 1 dat alleen
deelbaar is door zichzelf en door 1 heet een
priemgetal. De andere getallen heten
samengestelde getallen. Voorbeelden van
priemgetallen zijn: 2, 3, 5, 7, 11, 113, 2003
en 9999999967; samengestelde getallen
zijn bijvoorbeeld: 4, 6, 15, 169 en
9999999697. 

Hoe kun je nagaan of een getal n een
priemgetal is? Om te zien of n delers heeft,
zouden we elk getal tussen 1 en n erop
kunnen proberen te delen. Is geen enkele
erop deelbaar, dan is n priem. Deze metho-
de is erg omslachtig. Efficiënter is het om
alleen de opeenvolgende priemgetallen als
deler te testen; want waarom zou je nog
nagaan of n deelbaar is door 6 als je al bent
nagegaan dat n niet deelbaar is door 2?
Bovendien hoef je niet alle priemgetallen
tot en met n te testen. Je kunt al stoppen
als je hebt bereikt. Want als 

een deler is van n, dan heeft n ook
nog een andere deler , een
deler die je al eerder zou moeten zijn
tegengekomen. 

Er zijn echter veel verfijndere methoden
om te testen of bepaalde getallen priem
zijn. Verderop zullen we de Lucas-
Lehmertest beschrijven. Dat is de test waar-
mee grote Mersenne-priemgetallen worden
opgespoord. 

Priemtests
De meeste primaliteitstests zijn gebaseerd
op de volgende stelling van Fermat: 
Stelling. Als p een priemgetal is en a is
geen p-voud, dan geldt dat a p – 1 een 
p-voud + 1 is.
Deze stelling wordt wel ‘de kleine stelling
van Fermat’ genoemd. Voor een bewijs van
de stelling verwijzen we je naar [1], [2], of
op het Internet naar [5]. 

Ter illustratie laten we met behulp van
deze stelling zien dat 91 niet priem is. We
berekenen 290 en bekijken of dit een 91-
voud + 1 is. Dat blijkt niet zo te zijn, want
290 is een 91-voud + 64. Op grond van de
bovengenoemde stelling van Fermat kun-
nen we afleiden dat 91 blijkbaar geen

priemgetal is. Uiteraard is dit een nogal
omslachtige manier om te zien of 91 priem
is; door gewoon proberen zou je de delers
veel sneller hebben opgespoord. Maar bij
grotere getallen is het zoeken naar delers
juist veel tijdrovender. 

Opgave 1. Zoek de delers van 91. 

Op zoek naar het ‘grootste’ priemgetal
In het vorige nummer van Pythagoras kon
je lezen hoe Euclides (300 voor Christus) al
bewees dat er oneindig veel priemgetallen
moeten bestaan. We kunnen dus niet op
zoek gaan naar het grootste priemgetal,
want er is altijd wel weer een grotere priem
te vinden. Wat echter wel een sport is, is
het zoeken naar hele grote priemgetallen.
Mersenne-priemgetallen zijn hiervoor uiter-
mate geschikt. Mersenne-getallen zijn getal-
len van de vorm Mn = 2n – 1. Als een der-
gelijk getal een priemgetal is, dan heet dat
getal een Mersenne-priemgetal. Als n niet
priem is (zeg n = km), dan is Mn in geen
geval een priemgetal, want dan is Mn deel-
baar door zowel Mk als Mm. We bekijken de
volgende tabel: 

Het lijkt er op dat Mn priem is als n priem
is. Helaas echter is M11 niet priem, want
M11 = 2047 = 23 x 89. Hoe het daarna gaat,
zien we verderop. 

De Lucas-Lehmer-test
Met de genoemde ‘priemtest’ van Fermat
komen we niet ver. We kunnen nagaan of
2Mn – 1 een Mn-voud + 1 is, maar dat wil
nog niet zeggen dat Mn ook priem is. De
volgende test is ontwikkeld door Lucas (hij
bewees met deze test dat M127 een priem-
getal is) en is door Lehmer (rond 1930) ver-
der vereenvoudigd. 

PYTHAGORAS FEBRUARI 2004
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Lucas-Lehmer-test, om te bepalen of Mp
priem is.
1. Start met n = 1, an = 4.
2. Bereken an+1 = – 2 uit an. Je moet
van an+1 veelvouden van Mp aftrekken. 
3. Als n < p – 2, verhoog n en ga naar 
stap 2.
4. Als ap – 1 = 0, dan (en alleen dan) is Mp
een priemgetal. 

We laten zien dat M5 = 31 een priemgetal is
door de bovengenoemde test uit te voeren.
In stap 2 halen we zo vaak mogelijk Mp =
31 van an af, het resultaat daarvan geven
we achter het teken .  

a1 = 4
a2 = 4 X 4 – 2 = 14
a3 = 14 X 14 – 2 = 194 8
a4 = 8 X 8 – 2 = 62 0

Dus is 31 inderdaad een priemgetal! 
We laten zien dat M11 = 2047 geen priem-
getal is: 

a1 = 4
a2 = 4 X 4 – 2 = 14
a3 = 14 X 14 – 2 = 194
a4 = 194 X 194 – 2 = 37634 788
a5 = 788 X 788 – 2 = 620942 701
a6 = 701 X 701 – 2 = 491399 119
a7 = 119 X 119 – 2 = 14159 1877
a8 = 1877 X 1877 – 2 = 3523127 240
a9 = 240 X 240 – 2 = 57598 282
a10 = 282 X 282 – 2 = 79522 1736

Het volgende Mersenne-priemgetal
Met de Lucas-Lehmer-test is het eenvoudig
na te gaan of een Mersenne-getal priem is.
Op pagina 7 staat een overzicht van alle
bekende Mersenne-priemgetallen. Op dit
moment is bekend dat M20996011 een
Mersenne-priemgetal is. Of dit het veertig-
ste Mersenne-priemgetal is, weten we pas
zeker als van alle voorgaande getallen Mn
de primaliteit ook getest is. De reden dat
nog niet alle tussenliggende getallen zijn
getest, is dat de computers die bij het het
testen betrokken zijn, worden ingedeeld op
prestatie en rekenkracht. De beste en snel-
ste machines worden gebruikt om van de

grootste Mersenne-getallen de primaliteit
te bepalen. 

We zouden 150 afleveringen van
Pythagoras kunnen vullen met het getal
M20996011! Een PC met een kloksnelheid van
1 GHz doet ongeveer één maand over het
uitvoeren van de Lucas-Lehmer priemtest.

GIMPS
Een priemzoeker is – het woord zegt het al
– iemand die van bepaalde grote getallen
probeert vast te stellen dat ze priem zijn. Er
zijn circa 30.000 priemzoekers die gezamen-
lijk voor priemen p testen of Mp priem is.
Zij maken gebruik van 211.000 computers.
Zij zijn verenigd in GIMPS (Great Internet
Mersenne Prime Search). Zij lenen de reken-
kracht van hun computers uit voor de bere-
keningen die via Internet door een centrale
computer worden aangestuurd. Een derge-
lijke manier van rekenen wordt distributed
computing genoemd. De computerkracht
die op deze manier kan worden bereikt, is
vele malen groter dan wat een enkele
supercomputer zou kunnen doen. De groot-
ste zes Mersenne-priemgetallen die zijn
gevonden, zijn het werk van deze groep.
Iedere priemzoeker heeft de beschikking
over één of meer computers die van GIMPS
een Mersenne-getal opgegeven krijgen. De
computers zijn ongeveer één maand aan
het rekenen voordat ze met behulp van de
Lucas-Lehmer-test an – 1 hebben bepaald. In
tegenstelling tot kleine waarden van n komt
het voor waarden van n rond de 20 miljoen
slechts sporadisch voor dat Mn een
Mersenne-priemgetal is. Als dit het geval is,
dan gaan tientallen computers over de hele
wereld het getal verifiëren. Als dit niet het
geval is, dan hoeft de computer alleen maar
an – 1 (dit getal is niet 0) terug te sturen.
Een tijd later wordt aan een andere priem-
zoeker gevraagd om dezelfde rekenpartij te
herhalen. De centrale computer checkt
alleen of de twee ingestuurde resultaten
hetzelfde zijn. 

Bij elkaar vertegenwoordigen de compu-
ters van deze priemzoekers een enorme
rekenkracht. Zij hebben inmiddels ruim
52.000 Pentium 900 MHz jaren in het 
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project gestoken. Als we dat vergelijken
met de rekenkracht die nodig was om een
weersvoorspelling te doen bij het KNMI (zie
Pythagoras van november 2003), dan zou
deze groep inmiddels 50 miljoen dergelijke
voorspellingen hebben kunnen berekenen. 

De volgende keer zullen we meer voor-
beelden geven van projecten waarbij gedi-
stribueerde berekening wordt toegepast. 

Perfecte getallen
Een perfect getal n is een getal waarvan de
som van de delers die kleiner dan n zijn
gelijk is aan n. Het kleinste perfecte getal is
6, want 1, 2 en 3 zijn de delers van 6 en 1 +
2 + 3 = 6. Het volgende perfecte getal is 28
want 1, 2, 4, 7 en 14 zijn de delers van 28.
Er geldt dat als 2n – 1 een Mersenne-priem-
getal is, dan is 2n – 1 x (2n – 1) een perfect
getal. Dit is tevens de enige manier om
even perfecte getallen te construeren. Op
het ogenblik is het onbekend of er oneven
perfecte getallen bestaan.

Opgave 2. Ga na dat 496 een perfect 
getal is. 
Opgave 3. Hoeveel cijfers bevat het
grootst bekende perfecte getal? 

Referenties en Internet
1. Pythagoras jaargang 37, nummer 3,
februari 1998 
2. Getaltheorie voor Beginners, door Frits
Beukers, Epsilon Uitgaven, Utrecht, 1999,
ISBN 90-5041-049-9. 
3. http://www.mersenne.org/ (GIMPS) 
4. http://www.utm.edu/research/primes/

(alle informatie over priemgetallen)
5. http://www.pandd.demon.nl/mersenne_b.htm

(informatie over de (kleine) stelling van
Fermat) 
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Het 20ste Mersenne-priemgetal is M4423 = 24423 – 1 en bestaat uit 1332 cijfers.
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Vermenigvuldigen van getallen 5 tot en met 10
Tel het eerste getal als volgt: 5 is je volle hand, tel dan verder waarbij je telkens een vinger
sluit tot je bij het betreffende getal bent aangekomen. (Dus bij 7 heb je twee vingers gebo-
gen en drie gestrekt.) Tel op dezelfde manier het tweede getal op je rechter hand. Als voor-
beeld nemen we 7 x 9. 

Tel de gebogen vingers van links en rechts
bij elkaar op, dat zijn tientallen. 

Vermenigvuldig de gestrekte vingers van
links met de gestrekte van rechts, dat zijn
eenheden. De uitkomst is 60 + 3 = 63. 

PYTHAGORAS FEBRUARI 2004
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door Marco Swaen

Figuur 1 
De beginpositie
van je handen

Rekenen 
op je vingers

7 x 9 =

2 + 4 = 6 3 x 1 = 3

Februari pyth_binnen_gtb  26-01-2004  09:47  Pagina 8



PYTHAGORAS FEBRUARI 2004

Vermenigvuldigen van getallen 10 tot en met 15
Tel het eerste getal als volgt: begin weer met je volle linker hand, dit stelt het getal 10
voor; tel verder door steeds een vinger te sluiten, totdat je bij het betreffende getal bent
aangekomen. Op dezelfde manier tel je het tweede getal op je rechter hand. 
Als voorbeeld nemen we 13 x 12. 

Tel de gebogen vingers van links en rechts
op, dat zijn tientallen. 

Vermenigvuldig de gebogen vingers van links
met de gebogen vingers van rechts, dat zijn
eenheden. De uitkomst is 100 + 50 + 6 = 156. 

9

Vingers gebruiken bij het rekenen is iets voor kleuters, vin-
den we tegenwoordig. Maar nog geen honderd jaar geleden 
gebruikten boeren in afgelegen gebieden hun vingers om
een som als 7 x 8 of 11 x 14 uit te rekenen. Wie dit boeren-
vermenigvuldigen ooit bedacht, is niet bekend, wel dat het
duizenden jaren geleden moet zijn geweest. Sporen wijzen
erop dat de techniek wijd verbeid was van het Verre Oosten
tot Noord-Afrika en Europa. 

We laten zien hoe je ‘op z’n boers’ twee getallen van 5 tot
en met 10 met elkaar vermenigvuldigt en twee getallen van
10 tot en met 15. Soortgelijke technieken zijn er ook voor
andere – grotere – getallen, maar die zijn wel een stuk inge-
wikkelder. 

Voor de berekeningen heb je steeds je beide handen nodig.
De beginpositie van elke hand is ‘open’, zoals in figuur 1. 

Bron: De wereld van het getal, Georges Ifrah ISBN 90.6325.279. X

13 x 12 =

3 + 2 = 5 3 x 2 = 61
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Rekenen modulo 2
Als twee getallen a en b een tweevoud
verschillen, noemen we ze congruent
modulo 2, genoteerd als a ≡ b.

Bijvoorbeeld 35 ≡ 1, 122 ≡ 0, maar 1 0. 
Rekenen modulo 2 komt erop neer dat

je met gehele getallen rekent en er alleen
maar op let of ze even dan wel oneven
zijn. We stellen ‘even’ voor door 0, en
‘oneven’ door 1. Dan worden de tafels
van optelling en vermenigvuldiging sim-
pelweg 

De betekenis is wel duidelijk. In de linker-
tafel zegt de eerste regel onder de streep
dat 0 + 0 ≡ 0, 0 + 1 ≡ 1, en de tweede dat 
1 + 0 ≡ 1 en 1 + 1 ≡ 0. 

Zoiets als 0 + 1 ≡ 1 kun je ook uitspre-
ken als ‘even plus oneven is oneven’. Zo
zijn ook ‘even maal even’ en ‘even maal
oneven’ weer even, wat in de rechtertafel
in de middelste regel is af te lezen. 

In het decembernummer van Pythagoras las je hoe logische
problemen aangepakt kunnen worden door te rekenen met 
w (waar) en o (onwaar) in een waarheidstabel. Professor N.G.
de Bruijn werkt hier het verband tussen logica en rekenen op
een andere manier uit. Hij rekent met even en oneven, ofte-
wel met 0 en 1; en laat zien hoe je de logica te lijf kunt gaan
met de 0/1-algebra.
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Algebra
Je kunt ook algebraïsch gaan rekenen
met letters die gehele getallen voorstel-
len waarvan het je alleen maar interes-
seert of ze even dan wel oneven zijn.
Daarbij kan erg veel worden vereen-
voudigd. Als ergens x + x staat kan dat
gewoon door 0 worden vervangen, want
of x even dan wel oneven is, x + x is
altijd even. En x2 kan door x worden
vervangen, want x2 – x is altijd even.
Een voorbeeld:

y + (xy + x + y)x + (y + 1)(z + w)y + y2

valt te herleiden tot x. De y2 aan het eind
is te vervangen door y en valt weg tegen
de y aan het begin, de term (y + 1)(z + w)y
bevat de factor y(y + 1) die door 0 kan
worden vervangen. Er blijft dan nog over
x2y + x2 + xy. Van de x2 kan x worden
gemaakt, en de twee termen xy vallen
tegen elkaar weg. Dus alleen x blijft over,
waarmee is vastgesteld dat voor alle
waarden van x, y, z en w geldt:

y + (xy + x + y)x + (y + 1)(z + w)y + y2 ≡ x. 

We hadden het alleen over optelling en
vermenigvuldiging. Aftrekking hoeven we
niet te bekijken, want dat is, doordat 
a + b ≡ a – b, hetzelfde als optelling. Ook
deling is onbelangrijk: delen door 0 willen
we niet en delen door 1 stelt weinig voor. 

Logica
We gaan werken met letters die bewerin-
gen voorstellen. Zulke beweringen kun-
nen waar of onwaar zijn. Op verschillende
manieren kunnen uit bestaande bewerin-
gen nieuwe beweringen worden gemaakt
die ook weer waar of onwaar kunnen zijn.
Het is de taak van de logica (hier de
gewone klassieke propositielogica) om na
te gaan hoe dat in elkaar zit. 

Aan elke bewering a kennen we een
waarheidswaarde toe. Dat is één van de

getallen 0 of 1. Het is 1 als a waar is, en 0
als a onwaar is. 

Lui als we zijn, maken we in de notatie
geen verschil tussen a en de waarheids-
waarde van a. We schrijven eenvoudig 
a = 1 als a waar is en a = 0 als a onwaar is.

Voor het samenstellen van beweringen
worden een stuk of wat speciale tekens
gebruikt, tegenwoordig vooral ¬, ∧, ∨, ⇒,
⇔. Wie dat voor het eerst ziet, kan nogal
in de war raken door de op elkaar lijken-
de en op zichzelf niets zeggende tekens ∧
en ∨. Daarom worden die in dit stukje ver-
vangen door vetgedrukte woordjes, res-
pectievelijk en en of. Ook zal het gebrui-
kelijke ontkenningsteken ¬ hier vervan-
gen worden door niet. 

Samengestelde beweringen
Als a een bewering is, dan is ook niet a
een bewering, namelijk de bewering die
uitspreekt dat a niet waar is. Deze niet a
is waar wanneer a onwaar is, en onwaar
wanneer a waar is. De dubbele ontken-
ning niet niet a heeft dezelfde waarheids-
waarde als a zelf. 

Als a en b beweringen zijn, dan is a en b
de bewering die zegt dat a en b allebei
waar zijn. Verder is a of b de bewering
die zegt dat ten minste één van de bewe-
ringen a en b waar is. 

De waarheidswaarden van a en b en
die van a of b hangen natuurlijk van de
waarheidswaarden van a en b af. We
geven ze aan in zogenaamde waarheidsta-
fels: 

Hierbij zijn de waarheidswaarden 0 en 1
van a links van de verticale streep en die
van b boven de horizontale streep gezet.
De onderste regel van de linkertafel zegt
dus 1 en 0 = 0, 1 en 1 = 1. 
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Er zijn nog wel meer waarheidstafels te
maken, zoals: 

De eerste is de de tafel van de equivalen-
tie. De bewering a ⇔ b spreekt uit dat a
en b dezelfde waarheidswaarde hebben.
Deze a ⇔ b is waar als a en b allebei waar
zijn, ook als ze allebei onwaar zijn, maar
anders niet. 

De tweede tafel is die van de uitsluiten-
de of. De bewering a óf b beweert dat
van a en b er precies één waar is. Als ze
allebei waar zijn, dan is a óf b onwaar. Dit
is het verschil met a of b, wat ook nog
waar is wanneer a en b allebei waar zijn. 

De derde tafel is die van de implicatie
a ⇒ b, een uitspraak die nogal eens mis-
verstanden oplevert. Velen proberen dat
te zien als ‘a, en daarom ook b’, maar dat
is het niet. De bewering a ⇒ b is alleen
maar onwaar als tegelijk a waar en b
onwaar is. Precies zoals uit de waar-
heidstafel van ⇒ is af te lezen. 

Tautologieën 
Er zijn allerlei betrekkingen tussen de uit-
spraken met niet, en, of, ⇔, óf en ⇒.
Zo’n betrekking kan de vorm hebben van
een tautologie, dat is een formule die
waar is ongeacht de letters die er in voor-
komen. Een simpel voorbeeld van een
tautologie is 

(a en b) ⇒ (b en a).

Je kunt dat gemakkelijk nagaan aan de
hand van de waarheidstafels. Doordat de
tafel voor en symmetrisch is, heeft a en b
dezelfde waarheidswaarde als b en a, en
als twee beweringen P en Q dezelfde
waarheidswaarde hebben, dan heeft 
P ⇒ Q de waarheidswaarde 1 blijkens de
tafel voor ⇒. 

Veel tautologieën hebben de vorm K ⇔ L,
waarin K en L uit letters a, b, ... opge-
bouwde beweringen zijn. Een voorbeeld is 

( (a ⇒ b) ⇒ ((a ⇒ c) ⇒ (a ⇒ d)) ) ⇔
( (a en (b en c)) ⇒ d ). 

Dat dit een tautologie is, moet blijken
door na te gaan dat het de waarde 1
heeft bij elk der 16 mogelijke manieren
om waarden 0 of 1 aan a, b, c en d toe te
kennen. Als dat zo is, kun je even goed
zeggen dat 

( (a ⇒ b) ⇒ ((a ⇒ c) ⇒ (a ⇒ d)) ) = 
( (a en (b en c)) ⇒ d )

een identiteit is. Dan bedoel je met het 
linkerlid de waarde van ( (a ⇒ b) ⇒ ((a ⇒
c) ⇒ (a ⇒ d)) ), en met het rechterlid de
waarde van (a en (b en c)) ⇒ d . Het
gelijkteken (=) is geen teken uit de logica,
maar het gewone gelijkteken uit de alge-
bra. Dit soort identiteiten zullen we ook
maar tautologieën noemen. Nog wat
voorbeelden: 

•  niet niet a = a
•  a ⇒ (b ⇒ c)   =   (a en b) ⇒ c
•  ((a ⇒ b) en (b ⇒ a))   =   (a ⇔ b) 
•  ( ((a of b) en c )  ⇒ (b ⇒ a) )  ⇒

(b en c)   =   b en c.

Goochelen met logica en algebra
We hebben nu dus twee soorten van 
operaties, allebei werkend op het paar
gevormd door de getallen 0 en 1. Bij de
algebraïsche zijn het de optelling en ver-
menigvuldiging modulo 2, bij de logische
zijn het de bewerkingen en, of, ⇔, óf en
⇒. Ze zijn allemaal vastgelegd door het-
zelfde soort tafels, en je werkt er ook op
dezelfde manier mee wanneer je samen-
gestelde uitdrukkingen in hun delen
splitst. 

Gemakshalve zullen we bij het rekenen
modulo 2 in plaats van het teken ≡ het

óf
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gewone gelijkteken = gaan schrijven. Uit
de tafels kun je aflezen dat de logische
operaties als volgt algebraïsch kunnen
worden uitgedrukt.

a en b =  ab
a of b =  ab + a + b
a ⇔ b =  a + b + 1
a óf b  =  a + b
a ⇒ b  =  ab + a + 1

Daarmee kun je aan het werk, als je ten-
minste ook nog even opmerkt dat 

niet a =  a + 1.

De waarde van niet a is namelijk 0 als a
waar, en 1 als a onwaar is, terwijl 1 + 1
modulo 2 hetzelfde is als 0. 

Dit jongleren met algebra en logica kan
gebruikt worden om ingewikkelde logi-
sche formules tot eenvoudiger vormen te
herleiden. In het bijzonder om na te gaan
of het tautologieën zijn. Vooral wanneer
er veel verschillende letters in het spel
zijn, kan dat herleiden veel handiger zijn
dan het invullen van alle mogelijke combi-
naties van nullen en enen voor de letters.
Als je n verschillende letters hebt, zijn er
2n van zulke combinaties, en dat kan wel
eens erg veel zijn! 

Hier een voorbeeld van een herleiding. Je
krijgt de uitdrukking 

(((a of b) en c)  ⇒ (b ⇒ a))  ⇒ (b en c)

voor je neus en wilt er wat eenvoudigers
van maken. Je herleidt ((a of b) en c) tot 
(ab + a + b)c en (b ⇒ a) tot ab + b + 1. 
Van ((ab + a + b)c) ⇒ (ab + b + 1) maak je
(ab + a + b)c(ab + b + 1) + (ab + a + b) c
+ 1, wat na enig geschrijf en geschrap abc
+ bc + 1 oplevert. Je krijgt tenslotte te 
herleiden (abc + bc + 1) ⇒ (b en c) en dat
is (abc + bc + 1) ⇒ (bc) = (abc + bc + 1)bc
+ (abc + bc + 1) + 1 = abc + bc + bc + abc
+ bc + 1 + 1 = bc. 

Daarmee is de hele uitdrukking herleid tot
het simpele b en c. 

Als we van een formule willen vaststel-
len dat het een tautologie is, moeten we
die tot de uitkomst 1 zien te herleiden.
Een voorbeeld: is (b ⇒ (a ⇒ b)) een tauto-
logie? Je gaat herleiden. (a ⇒ b) = ab + a
+ 1, zodat 

(b ⇒ (a ⇒ b)) = b(ab + a + 1) + b + 1 = 
ab + ab + b + b + 1 = 1. 

Het was inderdaad een tautologie. 

Wanneer de tautologie als gelijkheid
wordt opgediend, zoals

a of (b en c)  =  (a of b) en (a of c),

dan is het zaak om linkerlid en rechterlid
tot eenzelfde algebraïsche veelterm terug
te brengen. Hier krijg je zowel links als
rechts abc + a + bc.
En bij 

a en (b of c)  =  (a en b) of (a en c) 

krijg je links en rechts abc + ab + ac.
Daarom zijn het allebei tautologieën. 

Op de site www.pythagoras.nu vind je
nog meer oefenmateriaal. 

Tot slot: als er gevraagd wordt of je weet
wat er in de logica met product en som
overeenkomt, dan zeg je: en óf !
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✿

Rekenen met sutra’s
✿AFLEVERING   4 Vlotter delen

In deze aflevering van Rekenen met sutra’s
een razendsnelle manier om breuken om te
zetten in een decimaal getal. Vergelijk de
methode maar eens met een klassieke staart-

deling. Het gaat om breuken waarvan de
noemer eindigt op 9. De sutra die we toepas-
sen is ‘Ekadhikena Purvena’: met één meer
dan de voorgaande. 

1/19
Als eerste voorbeeld berekenen we de deci-
maalontwikkeling van 1/19. De noemer is 19,
hierin is de ‘voorgaande’ het cijfer 1, dus één
meer dan de voorgaande is 2. De 2 heet de
ekhadika van deze breuk. Om de breuk om
te zetten in een decimaal getal, hoeven we
alleen maar herhaald te delen door de 
ekhadika. Begin met 0, en begin daarachter
met de delingen: 

1 : 2 = 0 rest 1. 
Schrijf het cijfer 0 op en links schuin 
daaronder de rest 1. 
10 : 2 = 5 rest 0. 
Schrijf het cijfer 5 op en links schuin 
daaronder de rest 0. 
Dit procédé zetten we voort. 
De decimaalontwikkeling is:
0,0526315789473684210526... 

door Marco Swaen

PYTHAGORAS FEBRUARI 2004
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✿

Andere breuken
De methode werkt precies zo bij grotere 
tellers en noemers, en ook als de noemer
niet op 9, maar op 1, 3 of 6 eindigt. Als
voorbeeld nemen we 3/13. 

Eerst schrijven we de breuk zó, dat het laatste
cijfer van de noemer een 9 is: 3/13 = 9/39. De
ekhadika is nu 3 + 1 = 4. Schrijf 0, eerst op en
ga dan weer herhaald delen door de ekhadika.
De decimaalontwikkeling van 3/13 is 0,2307692... 

Nog twee keer zo snel
De decimaalontwikkeling van 1/19 heeft een
periode van achttien cijfers. Vergelijk de eer-
ste negen cijfers van de periode met de laat-
ste negen cijfers. Je ziet dat het eerste
samen met het tiende, het tweede samen
met het elfde, enzovoorts, steeds 9 is. Let je
op de bijbehorende restgetallen, dan zie je
dat die samen steeds 1 zijn. 

Als je de eerste helft van de decimaalont-
wikkeling hebt, dan kun je de tweede helft

dus zo opschrijven. De vraag is natuurlijk wel
hoe je weet wanneer je op de helft bent.
Zoals gezegd, kom je bij 1/19 halverwege 18
tegen, 18 is het zogenaamde halfweggetal
van 1/19. In het algemeen vind je het half-
weggetal door gewoon de noemer van de
teller af te trekken: 19 – 1 = 18. Maar let op:
helaas komt het halfweggetal niet altijd vóór
in de decimaalontwikkeling. Dan zit er niets
anders op dan toch doorrekenen tot je de
hele periode hebt gehad. 

PYTHAGORAS FEBRUARI 2004
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Ben je je aan het oriënteren op
een studie aan een van de univer-
siteiten die Pythagoras mede mo-
gelijk maken? Bezoek dan de
open dagen.
Hiernaast vind je de data; meer
informatie kun je vinden op
www.schoolweb.nl of op de websi-
tes van de universiteiten zelf.

14 februari  Vrije Universiteit Amsterdam
19 februari  Universiteit Leiden 
20 februari  Rijksuniversiteit Groningen 
5 maart  Technische Universiteit Eindhoven
13 maart  Universiteit van Amsterdam 
20 maart  Universiteit Utrecht 
22 maart t/m 2 april  Vrije Universiteit
Amsterdam, VU 10-daagse 
27 maart  Universiteit van Amsterdam 
1 & 2 april Technische Universiteit Delft 
1 april  Universiteit van Amsterdam (UvA
Proefstuderen) 
27 april  Technische Universiteit Eindhoven 
9 juni  Vrije Universiteit
11 juni  Universiteit van Amsterdam 
12 en 18 juni  Universiteit Utrecht 
19 juni   Universiteit van Amsterdam 
25 juni  Universiteit Leiden 

Wie wiskunde wil toepas-
sen, zit altijd verlegen om
functies waarmee de bestu-
deerde processen han-
dig beschreven kunnen
worden. De astronoom,
de statisticus of de
ingenieur staan daar-
toe zogenaamde spe-
ciale functies ter
beschikking met exoti-
sche namen als Airy-
functies, Besselfunc-
ties, onvolledige gam-
mafuncties en q-hyper-
geometrische functies.
En voor informatie over
deze speciale functies
kan hij/zij sinds 1964
terecht in het lijvige
Handbook of Mathe-
matical Functions,
samengesteld door Milton
Abramowitz en Irene
Stegun. Alhoewel de com-

puter het steeds gemakke-
lijker maakt processen zui-
ver numeriek te beschrij-

ven, blijft het gebruik van
speciale functies en dus het
handboek onverminderd

populair. Vandaar dat in
1999 een project gestart is
dit standaardwerk te actu-

aliseren en beschik-
baar te maken via 
het Internet. Het 
project nadert vol-
tooiing, in 2004 zal 
de DLMF (Digital
Library of Mathe-
matical Functions)
het licht zien als
boek, als cd-rom en
op het Internet. Wie
alvast een klein voor-
proefje wil zien van
de digitale Abra-
mowitz bezoeke
http://dlmf.nist.gov
waar een proefversie
van het hoofdstuk
over Airy-functies

staat met fascinerende 3D-
plaatjes, zoals hiernaast 
afgebeeld.

Journaal
pythagoras februari 2004                                nummer  4

door Alex van den Brandhof en Marco Swaen

Open dagen
universiteiten

Speciale functies op Internet
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Niemand weet wie het Voynich manuscript,
een mysterieus geschrift uit de Middel-
eeuwen, heeft gemaakt. Was het een helder-
ziende, of misschien toch een zwendelaar?
Goedgelovige esote-
rici denken dat er
allerlei voorspellin-
gen, magische for-
mules en alche-
mistische beschrij-
vingen in staan.
Maar volgens
Gordon Rugg, een
Britse wiskundige,
heeft een sluwe
oplichter het boek
gemaakt, voor veel
geld. Om precies te
zijn: de alchemist en
avonturier Edward
Kelley. Na de vol-
tooiing verkocht hij
het manuscript aan
een rijke en goedge-
lovige keizer.
Het Voynich manu-
script bevat onver-
klaarbare letters 
en tekeningen van
vreemde planten
(zie afbeelding),
badende nimfen, en
vermoedelijk astro-
logische symbolen. In totaal zijn het 234
pagina’s onbegrijpelijke kopij.
Antiquair Wilfrid Voynich kocht het boek in
1912 van een Italiaanse boekhandelaar.
Voynich daagde cryptologen uit het boek te
ontcijferen, maar dat bleek een onmogelijke
opdracht. Uiteindelijk kocht een antiquair
uit New York het boek, die het in 1969
schonk aan de universiteit van Yale. Daar
ligt het nog altijd te wachten op ontcijfering.
Volgens cryptologen kost het jaren om de
complexe ‘taal’ waarin het manuscript
geschreven is, zo vlekkeloos en overtuigend
onder de knie te krijgen. Maar zulke com-
plexiteit voortbrengen is zo moeilijk nog niet,
denkt Rugg. Het kost maar een paar maan-
den tijd als je gebruik maakt van een zoge-

heten ‘rooster van Cardan’, een relatief een-
voudige manier om geheimschrift op te stel-
len. Het Cardanrooster, dat halverwege 
de zestiende eeuw werd bedacht, werkt 

als een stuk karton
met een aantal
gaatjes erin. Als je
die boven een tekst
houdt, kun je
slechts een paar
woorden lezen.
Maar als je de tekst
op een slimme ma-
nier schrijft, kun je
een geheime bood-
schap maken van
de woorden die
zichtbaar zijn met
een Cardanrooster.
De maker van het
Voynich manuscript
heeft waarschijnlijk
de tekst geschreven
met behulp van zo’n
Cardanrooster en
een tabel van
vreemde ‘woorden’,
denkt Rugg. De wis-
kundige paste het
rooster toe op een
aantal zinnen uit
het manuscript. De
tekst die hieruit

voortkwam bevatte veel van de eigenschap-
pen die terug te vinden zijn in de gehele
tekst. Dit patroon toont volgens hem aan dat
de maker het Cardanrooster heeft gebruikt.
De wiskundige gaat het manuscript verder
onderzoeken op patronen die je met het
Cardanrooster kan maken. Op dit moment
ontwikkelt hij een computerprogramma dat
het hele manuscript kan ontcijferen met
denkbeeldige roosters.

Bron: www.vpro.nl/wetenschap 

Meer informatie:
http://membres.lycos.fr/cryptologie/tpe/codages/cardan.htm
http://www.keele.ac.uk/depts/cs/staff/g.rugg/voynich/
http://www.voynichinfo.com/color/color.html 

pythagoras februari 2004                                nummer  4

Voynich manuscript
doorgeprikt?
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In elk nummer van Pythagoras tref je
de Pythagoras Olympiade aan: twee
uitdagende opgaven die je doorgaans
niet in de schoolboeken tegenkomt.
Ga de uitdaging aan en stuur ons je
oplossing! Onder de goede leerling-
inzenders wordt per opgave een boe-
kenbon van 20 euro verloot. Ook wor-
den er prijzen aan het eind van het sei-
zoen weggegeven: voor de drie leer-
lingen die over de hele jaargang het
beste hebben gescoord zijn er boeken-
bonnen van 120, 100 en 80 euro.
Verder kun je je met je hele klas op de
opgaven storten. De klas die aan het
eind van het seizoen bovenaan staat,
wint drie prachtige boeken voor de
schoolbibliotheek. De stand van de
laddercompetities wordt bijgehouden
op de homepage van Pythagoras.

Hoe in te zenden
Insturen kan per e-mail:
pytholym@pythagoras.nu
of op papier naar het volgende adres:
Pythagoras Olympiade 
Mathematisch Instituut 
Universiteit Leiden 
Postbus 9512 
2300 RA Leiden.
Voorzie het antwoord van een duidelijke
toelichting (dat wil zeggen: een bereke-
ning of een bewijs). Vermeld bij een indi-
viduele inzending je naam, adres, school
en klas. Bij een klasseninzending vermeld
je je klas, de naam van de wiskundedo-
cent en van de school en het adres van
de school. Je inzending moet bij ons
binnen zijn vóór 30 april 2004.

Pythagoras 
Olympiade 104

OPGAVE

Bert en Ernie spelen het volgende spel-
letje: ze leggen 2004 lucifers op een
tafel en halen om de beurt lucifers weg.
Hierbij moeten ze steeds minimaal één
lucifer en maximaal de helft van wat op
tafel ligt weghalen. Degene die de laat-
ste lucifer overlaat, verliest. Als Ernie
begint, wie heeft er dan een winnende
strategie en hoe moet hij dan spelen?

105
OPGAVE

A, B en C zijn drie rijtjes nullen en enen
van dezelfde lengte n. Definieer voor
twee rijtjes x en y de afstand d(x, y) als
het aantal plaatsen waar x en y niet het-
zelfde getal hebben (bijvoorbeeld
d(10011, 11010) = 2). Als nu d(A, B) =
d(A, C) = d(B, C) = t, bewijs dan dat 
a. t even is;
b. er een rijtje D van lengte n is met
d(A, D) = d(B, D) = d(C, D) = . 

o

door René Pannekoek en Allard Veldmandoor René Pannekoek en Allard Veldman

o
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100
OPLOSSING

Bewijs dat er een veelvoud van 5100

bestaat dat in de decimale schrijfwijze
geen nul bevat. 

Oplossing. Begin met het getal 5100 en
werk achtereenvolgens alle nullen weg
op de volgende manier: stel dat de eer-
ste nul van achteren op de plaats van
de 10n-tallen staat, tel dan 10n . 5100

bij het getal op, en de nul verandert in
een 5 (het ontstane getal is nog steeds
een veelvoud van 5100). Als je zo een-
maal een getal verkregen hebt dat op
de laatste 100 plaatsen geen nul meer
heeft, kun je daarna eenvoudig van alle
resterende nullen een 1 maken omdat
alle machten van 10 vanaf 10100 een
veelvoud van 5100 zijn. 
Deze opgave werd opgelost door: Johan Konter
van het Stedelijk Gymnasium Breda te Breda,
Victor Pessers van het Sint-Odulphus Lyceum te
Tilburg, Wilke van der Schee van de CSG Het
Streek te Ede en H. Verdonk te Den Haag. 
De boekenbon gaat naar Johan Konter.

101
OPLOSSING

a. Bewijs dat je de getallen 1 tot en
met 32 zó kunt rangschikken dat voor
elk tweetal getallen geen enkel getal
dat ertussen staat gelijk is aan het
rekenkundig gemiddelde van die twee
getallen. 
b. Kun je dit ook zo doen met de getal-
len 1 tot en met 100? 

Oplossing. Begin met het rijtje (1, 3, 2,
4) van lengte 4. Construeer nu vanuit
een rijtje (a1, a2, ..., an) van lengte n =

telkens het rijtje (2a1, 2a2, ..., 2an,
2a1 – 1, 2a2 – 1, ..., 2an – 1) van lengte

. Als het oude rijtje aan de eis vol-
deed, voldoet het nieuwe rijtje ook aan
de eis: de deelrijtjes (a1, a2, ..., an) en
(2a1 – 1, 2a2 – 1, ..., 2an – 1) voldoen
duidelijk en het gemiddelde van een
even en een oneven getal is geen ge-
heel getal en komt dus niet in het rijtje
voor. Zo krijgen we voor elke macht
van twee een geschikt rijtje, dus ook
voor n = 32. Voor n = 100 nemen we
dan het rijtje voor n = 128 en laten alle
getallen boven de honderd hieruit weg. 
Deze opgave werd opgelost door: Karel van
Bockstal van het EDUGO Campus de Toren te
Oostakker (België), Johan Konter van het Stedelijk
Gymnasium Breda te Breda, P. Dekker te Krimpen
a/d Lek, Victor Pessers van het Sint-Odulphus
Lyceum te Tilburg, Wilke van der Schee van de CSG
Het Streek te Ede en H. Verdonk te Den Haag. 
De boekenbon gaat naar Wilke van der Schee. 
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door Jan Guichelaar

De wet van 
oo

liusSnel
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Lichtstralen volgen rechte lijnen. Tenminste,
zolang het licht betreft dat zich door één 
medium verplaatst. Bij de overgang van het ene
medium naar het andere breken lichtstralen. 
Uit ervaring weet je dit: bijvoorbeeld als je door
het wateroppervlak kijkt, dan maken je kijklijnen
een knik. De hoek waaronder de lichtstralen 
breken, is te berekenen met de wet van Snellius,
genoemd naar de Nederlandse wiskundige
Willebrord Snell van Royen (1580-1626). 
Hoe Snellius zijn wet afleidde is niet meer te
achterhalen, omdat zijn aantekeningen helaas
verloren zijn gegaan. Maar met wat gezond 
verstand en een beetje goniometrie komen wij
er zelf ook wel uit. 

De wet
Stel, een lichtstraal valt door een vlak van
medium 1 in medium 2, zie figuur 1. Noem
de hoek van inval i en de hoek van breking
gemeten vanaf de normaal n loodrecht op
het grensvlak r. 
Het quotiënt sin i / sin r heet de brekings-
index en is gelijk aan de verhouding van de
snelheden c1 en c2 van het licht in de twee
media: 

Je kunt op natuurkundige gronden ook zo
tegen breking aankijken: een lichtstraal
volgt de kortste weg in tijd van punt A in
medium 1 naar punt B in medium 2. Uit 
dit ‘snelste-weg-principe’ is de wet van
Snellius namelijk gemakkelijk af te leiden.

Eerst echter zullen we de wet afleiden
door de lichtstraal te vergelijken met een
voertuigje dat schuin de overgang van bij-
voorbeeld asfalt naar zand maakt. 

Figuur 1

Februari pyth_binnen_gtb  26-01-2004  09:48  Pagina 21



Een asje op wieltjes
Met een klein mechanisch experimentje in
twee dimensies en een beetje meetkunde
kunnen we de wet van Snellius afleiden en
tevens aantonen dat de brekingsindex de
verhouding van de twee snelheden is. 

Bekijk figuur 2. We nemen een asje AB,
dat op kleine wieltjes met een vaste snel-
heid v1 naar de grenslijn van de media 1 en
2 rolt. Het asje stelt het golffront van een
bundeltje lichtstralen voor. 

Een wieltje dat in medium 2 komt, krijgt
een andere snelheid v2 (we nemen v2 < v1).
Op een bepaald ogenblik bereikt wieltje A
in punt P het grensvlak en krijgt dan een
snelheid v2, terwijl wieltje B snelheid v1
houdt. Het asje gaat dan een cirkel beschrij-
ven met middelpunt M. Wieltje A beschrijft
boog PC met straal MP, en wieltje B
beschrijft boog QD met straal MD. Vanaf
punt D krijgt wieltje B ook snelheid v2 en
rijdt het asje (het ‘golffront’) verder met
snelheid v2 . 

De hoek van inval i is in figuur 2 te zien 
tussen de weg van wieltje A en de normaal
n in medium 1 (loodrecht op de grenslijn)
en ook als hoek QPD en hoek PMU. De
hoek van breking r is te zien tussen de weg
van wieltje B en de normaal n in medium 2
en ook als hoek CDP en hoek DMV. De stra-
len van de twee cirkelbogen hebben natuur-
lijk de verhouding van de twee snelheden: 

MD : MP = v1 : v2 (ga dit na). Met behulp
van figuur 2 is nu snel in te zien dat de wet
van Snellius geldt voor dit rijdende asje: 

De snelste weg
In figuur 3 gaat lichtstraal 1 van punt A in
medium 1, via punt Q op het grensvlak,
naar punt B in medium 2, waarbij geldt dat
sin i / sin r = c1 / c2. Als dit de kortste weg
is, dan moet de lichtstraal over de weg van
A naar B via P een langere tijd doen. 

Eerst laten we zien dat de tijd van een
lichtstraal over SQ (tSQ, met PS loodrecht
op de lichtstraal) gelijk is aan die over PU
(tPU, met QU loodrecht op de lijn door P
evenwijdig met straal 1 in medium 2): 
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Figuur 2
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De tijd voor de lichtstraal van A naar B via
Q noemen we TQ en de tijd van een licht-
straal via P noemen we TP. Dan geldt: 

Hierbij is in figuur 3 te zien dat PR de cir-
kelboog is met middelpunt A en QV de 
cirkelboog met middelpunt B. Nu is in de
figuur te zien:

tRQ < tSQ
en dus

– tRQ > –tSQ.

Nu hebben we nog het cirkelboogje UX
met middelpunt P nodig, zie de uitvergro-
ting in figuur 3. Te zien is dat X ‘boven’ W
ligt en V ‘onder’ W (W is het snijpunt van
QU met PB). 
Dan geldt:

tPV > tPX = tPU

en dus

TP = TQ – tRQ + tPV >

> TQ – tSQ + tPU = TQ.

Uit TP > TQ volgt dat de weg via Q korter
is dan die via P. Om het bewijs compleet te
maken, moet je natuurlijk ook nog een
straal via een punt R rechts van Q laten
lopen en ook bewijzen dat deze er langer
over doet. Dat bewijs laat ik aan jou over. 

Figuur 3
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door Dion Gijswijt

Zevenentwintig kubusjes
Marloes heeft zevenentwintig eenheidsku-
busjes. Kan zij de zijvlakjes elk rood, blauw
of wit kleuren op zo’n manier, dat zij er
daarna één grote kubus van kan maken met
de gehele buitenkant in elke gewenste
kleur? 

Groter of kleiner
Zoek zonder rekenmachine uit welk getal
de grootste van de twee is: 

of  ? 

Een heel grote taart
Een heel grote taart wordt verdeeld over
honderd gasten. De eerste gast krijgt 1
procent van de taart. De tweede gast krijgt
2 procent van het overgebleven deel. De
derde gast krijgt 3 procent van het stuk dat
dan nog over is, en zo door tot en met de
laatste gast die 100 procent van het laatste
restje krijgt. Wie krijgt het grootste stuk
taart? 

Logisch puzzelen
We hebben een onbeperkt aantal van de
volgende vier puzzelstukjes: elk met dezelf-
de vorm maar met vier verschillende kleu-
ringen.

Als we de kleuren zwart en wit gelijkstellen
aan de getallen 1 (waar) en 0 (niet waar),
dan kunnen we met de puzzelstukjes logi-
sche berekeningen uitvoeren (zie het artikel
op pagina 10). Elk van de puzzeltjes hieron-
der moet gelegd worden met de vier soor-
ten stukjes (ze mogen gedraaid worden,
maar niet omgekeerd), en stukjes moeten
altijd in gelijke kleuren aan elkaar grenzen.
Als de kleuren x en y zijn gegeven, wat is
dan de kleur van de onbekende zijde uitge-
drukt in de variabelen x en y? Kun je zelf
een puzzel bedenken die uit x en y het
getal x + y (x óf y) bepaalt? 
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Problemen
o 
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Oplossingen 
nr.3

o 

Van A naar B
De balk meet a x b x c, met a ≤ b ≤ c.
Omdat de drie gemeten afstanden verschil-
lend zijn, is AB een lichaamsdiagonaal van
de balk en geldt: a + b + c = 49, a2 + b2 +
c2 = 292 en (a + b)2 + c2 = 352. Uitwerken
geeft a = 12, b = 16, c = 21. 

Eerlijk delen
Omdat er in totaal een even aantal stenen
is, zijn er 0, 2 of 4 stapeltjes met een one-
ven aantal stenen. We kunnen dus in de
eerste zet de stenen in twee stapeltjes her-
verdelen en in de volgende zet de stenen in
de twee andere stapeltjes herverdelen. De
aantallen stenen in de vier stapeltjes zijn nu
a, a, b, b voor zekere getallen a en b met 
a + b = 20. Nu kunnen we een stapeltje
met a stenen en een stapeltje met b stenen
nemen, en via 10, 10, a, b uitkomen bij de
verdeling 10,10,10,10. 

Vreemde rij
Omdat

zien we dat

Dus a100 = 49 + a2 = 49 + 1 = 50.

De spin Sebastiaan

Nummer de acht posities rond de cirkel 
1 t/m 8 en nummer de schoenen ook van 
1 t/m 8. Als iedere schoen op z’n eigen plek
staat en Sebastiaan kijkt in de richting van
de pijl, zitten alle schoenen aan de juiste
voet. We willen elke schoen kloksgewijs een
aantal plaatsen opschuiven, zodat daarna
op iedere plek weer een schoen staat en er
één schoen 1 plaats is opgeschoven, één
schoen 2 plaatsen is opgeschoven, één 3
plaatsen is opgeschoven, enzovoort. Dat
kan echter niet. Want als we van iedere
schoen het plaatsnummer nemen en die
getallen optellen, dan moet er 1 + 2 + ··· +
8 = 28 uitkomen, zowel voor als na de ver-
schuivingen. Maar door de verschuivingen is
deze som veranderd met 1 + 2 + ··· + 8 min
een veelvoud van 8 (omdat kloksgewijs na
postie 8 positie 1 komt en niet positie 9).
Dit getal kan echter niet 0 zijn, omdat 28
geen 8-voud is. 
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In dit artikel bekijken we
hoe Isaac Newton uitdruk-
kingen voor de logaritme en
de exponentiële functie
maakte.

In 1669 schreef Isaac Newton (1642-1727)
een artikel met de naam ‘De Analysi Per
Æquationes Numero Terminorum Infinitas’
(Van Analyse Van Vergelijkingen Met
Oneindig Veel Termen). De eerste pagina
van het boek waarin dit verscheen is hier-
naast afgebeeld. Hierin legde hij uit hoe je
de oppervlakte onder bepaalde krommen
kunt uitrekenen.

Newton schreef AB = x en BD = y en deed
meteen zijn eerste bewering: 
Regel I. Zij y = axm/n; dan is 

. 

Na de regel volgen wat voorbeelden; we
houden de notatie van Newton aan, met de
haakjes die hij ter verduidelijking gebruikte. 

Als , dus met a = 1 = n en
m = 2, dan geldt . Als

, dan . 
Als , dus met a = 1 = n en 

m = –2, dan geldt 
ABD. Newton legde uit dat het minteken
verscheen omdat we de oppervlakte aan de
andere kant van de lijn BD krijgen en die
moeten we negatief rekenen. 

Het laatste voorbeeld was de hyperbool
met vergelijking . 
Hier kreeg Newton de uitkomst

x 1 = = een oneindige hoe-
veelheid; zoals de oppervlakte onder de
hyperbool is, aan beide zijden van de lijn
BD.

27

Analyse
volgens Newton

door Klaas Pieter Hart

ooo
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Newton schoof daarom de hyperbool één
eenheid naar links zodat hij de grafiek van

kreeg. 

Maar hij had nog steeds een probleem: de
formule uit Regel I was nog niet toepas-
baar. Maar met een staartdeling kon hij 
omwerken tot iets bruikbaars: 

Met gaf Newton aan dat deze staartde-
ling oneindig lang door zal blijven gaan en
ook dat het patroon (–1)nxn zich in het
quotiënt zal blijven herhalen. 

Dit verklaart ook de titel van Newtons
artikel: de hyperbool wordt nu door
een vergelijking met oneindig veel termen
beschreven. 

y = 1 – x + x2 – x3

Hiermee kon Newton Regel I weer toepas-
sen (en de optelregel voor oppervlakten
natuurlijk); de oppervlakte onder de hyper-
bool wordt dan  

Volgens Newton: ‘Het is dan wel een onein-
dige som, maar toch zo dat een paar ter-
men al een resultaat geven dat in de prak-
tijk exact genoeg is.’ 

Dus het klassieke probleem – ‘vind de
oppervlakte van een gebied begrensd door
een hyperbool’ – leidt tot een vergelijking
met oneindig veel termen. De oppervlakte
van ABD kan ook met behulp van de
natuurlijke logaritme beschreven worden: er
geldt namelijk 
Opp ABD = ln(1 + x). Newtons formule ver-
telt ons dus dat 

waarbij de som van de eerste paar termen
al een goede benadering zou moeten
geven.

Opgave 1. Onderzoek hoe goed de bena-
dering met vier termen van ln(1 + x) is. Laat
je rekenmachine de waarden voor wat x-en
uitrekenen of laat de grafieken plotten.
(NB. De manier waarop rekenmachientjes
logaritmen benaderen, is voor een groot
deel op deze formule gebaseerd.) 

Het omkeerprobleem
Verderop in het artikel pakte Newton een
ander probleem aan: ‘vind de basis, x, als
de oppervlakte, z, gegeven is’. Dit is een
natuurlijke vraag en het was vooral hier dat
de vergelijkingen met oneindig veel termen
hun nut bewezen. 

Zijn eerste voorbeeld was meteen de
hyperbool en hij liet zien hoe je de vergelij-
king 

naar x kunt oplossen. Dat deed hij door de
vergelijking met de volgende deelvergelij-
kingen te benaderen:     

Vervolgens loste hij die deelvergelijkingen
op. De eerste is geen kunst: x = z. 
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De oplossing van de tweede vergelijking
zou een verbetering van de oplossing van
de eerste moeten zijn. Daarom schreef
Newton x = z + p en vulde hij dat in:  

Wegstrepen van z en toepassing van de
abc-formule geeft ons  

Nu moet x bijna 0 zijn als z dat is, dus moe-
ten we hebben.
Newton had intussen al laten zien hoe je

tot een oneindige som kunt
ombouwen: 

Daarmee vond hij .

Opgave 2. Kwadrateer 1 + ax + bx2 + cx3,
stel het resultaat gelijk aan 1 – 2x en bepaal
zo a, b en c. 

Omdat hij met een kwadratische vergelij-
king begon, wist Newton dat hij de wel
kon vertrouwen, maar de nog niet.
Daarom schreef hij p = + q (en dus x = z
+ + q) en vulde dat in in de derde ver-
gelijking. Het werkt makkelijker als je eerst
x = z + p invult en de voorgaande stappen
over doet maar nu met erbij. Na invul-
len en wegstrepen hou je dan het volgende
over:   

Als we nu p = + q invullen, valt de 
weg en blijft het volgende over: 

we hebben alleen zp uitgewerkt omdat de
andere producten hogere machten van z
dan de derde opleveren. Dit wist Newton
ook en hij interpreteerde het resultaat daar-
om als volgt:  

(De was inderdaad niet betrouwbaar.)
De volgende stap laat zich nu raden: stel 
q = + r en gebruik de vierde vergelij-
king. Het kost wat moeite, maar je vindt
dan 

Daarmee heb je dan al de volgende bena-
dering van x te pakken:  

In zijn artikel ging Newton nog één stap
verder:

Hij moet op kladpapier nog een stuk door-
gerekend hebben, want even later
beschrijft hij hoe het verder zal gaan met
deze benaderingen: de n-de macht van z
moet gedeeld worden door het product van
de getallen 2, 3, tot en met n. Conclusie,
als je wilt weten bij welke x de oppervlakte
onder de grafiek van gelijk is aan z, dan
is dat

De e-macht
Als we de logaritme nog even bij ons verhaal
betrekken, dan zien we dat we de vergelij-
king ln(1 + x) = z naar x hebben opgelost,
maar we weten nog een manier om die
oplossing op te schrijven, namelijk x = ez – 1.
Newton had dus een oneindige som voor 
ez – 1 (en dus voor ez) gevonden. We weten
nu ook wanneer de oppervlakte precies 1
is, namelijk bij z = e – 1 en voor dat getal
hebben we nu ook een oneindige som
gevonden: 

ofwel 
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Een anti-stress middel voor neuroten, 
een instrument voor bezigheidstherapie,
speelgoed voor baby’s, een kunstwerk
met therapeutische krachten, Tangle is
dat allemaal. Tangle is een puzzel die
iedereen kan oplossen – omdat er niets
op te lossen valt. Maar ook zonder puz-
zelopdracht blijft Tangle fascineren. Als je
met Tangle een tijdje speelt, zul je mer-
ken dat het vele wiskundige vragen
oproept. Leerlingen die op 28 november
2003 hebben meegedaan aan de wiskun-
de B-dag, hebben dat al gemerkt: Tangle
was dit jaar het onderwerp van de wis-
kunde B-dag. 

In de Knutsel-Frutsel winkel te Amsterdam
ontdekten wij de Tanglepuzzel. De ‘J(unio)r’-
uitvoering kost 4,50 euro en zit in een drie-
hoekige, doorzichtige verpakking. De puzzel
bestaat uit achttien dezelfde stukjes. Elk
stukje is een plastic buisje dat gebogen is in
de vorm van een kwart cirkel – denk aan
elleboogmacaroni. De plastic stukjes kun je
met een kliksysteem los- en vastmaken. Het
bevestigingspunt is beweeglijk: de stukjes
kunnen ten opzichte van elkaar draaien, 360
graden in de rondte (de draaiing vindt
plaats in het klikvlak loodrecht op de as van
de buis). De achttien stukjes die je koopt,
vormen een gesloten lus. Door de bewe-
gingsvrijheid in de bevestingspunten laat
deze lus zich soepel vervormen. Het spelen
met zo’n sliert is verslavend op zich – van
harte aanbevolen voor mensen die uitgeke-
ken zijn op de bekende anti-stress balletjes.

Zelf maken
Tangle kun je bestellen op de webpagina
van de fabrikant: tangletoys.com. Er zijn
vele uitvoeringen: met fluoricerend plastic,
voor baby’s, luxe metalen versies, een
museumversie, enzovoort. Maar met wat
simpele materialen uit de doe-het-zelfwinkel
heb je zo een eigen versie gemaakt.  

Benodigdheden:
– achttien pvc ‘knietjes’ (dat zijn gebogen
stukken pvc-buis die gebruikt worden om
een bocht te leggen in electriciteitsbuizen);
– pvc-lijm; 
– 1 meter rechte pvc-buis. 

Zaag de rechte pvc-buis in korte stukjes,
precies lang genoeg om twee knietjes slui-
tend aan elkaar te koppelen (dus zo dat je
geen rechte buis meer ziet). Lijm per knietje
in één van de twee uiteinden zo’n passtukje.

Je hebt nu een systeem om de knietjes
aan elkaar te schuiven. Het enige bezwaar is
dat de stukjes misschien wat snel losschie-
ten. Met een stukje plakband om het vrije
uiteinde van de passtukjes kun je proberen
de verbinding steviger te maken. 

Geen stress
De Tanglepuzzel heeft geen doel. Dit verlost
ons van de bekende puzzelstress: ‘Kan ik
deze puzzel wel oplossen?’

Met Tangle kun je alleen spelen. Rond-
draaien, los- en vastmaken, lussen in elkaar
verstrengelen. Spelen met Tangle gaat
eigenlijk vanzelf. Tangle wordt veel ingezet
voor therapeutische doeleinden, zie het

door Chris Zaal

Tangle
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Figuur 1 Een vlakke figuur met twaalf Tanglestukjes Figuur 2  Een andere vlakke figuur met twaalf Tanglestukjes

Figuur 3  Nog een vlakke figuur met twaalf Tanglestukjes Figuur 4  Boven de ‘maxicosi’, onder het ‘kroontje’, gemaakt
met zes Tanglestukjes
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gastenboek op tangletoys.com. Maar Tangle
leent zich ook voor spannende wiskunde. 

Tangle in het vlak
In de originele puzzel vormen de achttien
stukjes samen een gesloten lus. Hoe
beweeglijk ook, die lus kun je niet in het
platte vlak ‘dwingen’. 

Twaalf stukjes passen wél in het platte
vlak, zie figuur 1, 2 en 3. Verder experimen-
teren leert dat ook vier, acht en zestien
stukjes in het platte vlak passen. Zou dit
altijd zo zijn? We formuleren dit als volgt.  

Stelling. Als een gesloten Tanglelus in het
platte vlak past, dan is het aantal stukjes
een viervoud.

Kun je dit bewijzen? Deze stelling roept
ook meteen de omgekeerde bewering op. 

Stelling. Als het aantal stukjes van een
gesloten Tanglelus een viervoud is, past de
lus in het platte vlak.

Ook deze stelling is waar. Kijk maar of je
die bewijzen kunt.

Vlakke vormen
Hiermee zijn de raadsels rond Tangle in het
platte vlak nog niet opgelost. Bijvoorbeeld:
hoeveel verschillende vlakke vormen kun je
krijgen met een gesloten Tanglelus? Met
vier stukjes krijg je precies één vorm: de cir-
kel. Met acht stukjes is er nog steeds één
vorm mogelijk: een acht. Maar met twaalf
stukjes zijn er al drie vormen mogelijk, zie
figuur 1, 2 en 3. 

Hoeveel vormen zijn er mogelijk met
zestien stukjes? Met twintig? Met vieren-
twintig? Is er een formule voor het aantal
gesloten vormen van 4k stukjes? Wij hebben
geen flauw idee! 

De magische zes
Met een lus bestaande uit zes Tanglestukjes
is iets bijzonders aan de hand. Er is niet één
lus – er zijn er twee, en wel twee heel ver-
schillende. Om te beginnen kun je van zes
Tanglestukjes een ‘kroontje’ maken: een cir-

kelvorm waarin de stukjes om en om naar
boven en naar beneden wijzen, zie figuur 4
(onder). Dit kroontje is ‘star’: er zit geen
enkele beweging in. 

Met zes stukjes kun je ook een andere
vorm maken, een ‘maxicosi’. Twee halve cir-
kels staan in een hoek tegenover elkaar, de
uiteinden zijn paarsgewijs verbonden door
een Tanglestukje, zie figuur 4 (boven). 
Deze figuur kun je wél vervormen. Elk
bevestigingspunt kan ongeveer 180 graden
draaien. Deze draaiing zet zich voort over
de hele figuur. Daarbij verandert de totaal-
vorm niet, die blijft een maxicosi. 

Een dergelijk wonder is voor zover wij
weten niet eerder vertoond: een puzzel die
je op twee manieren in elkaar kan zetten, en
waarbij de ene oplossing zich totaal anders
gedraagt dan de andere oplossing. 

Een ‘verklaring’ voor dit mirakel hebben
we niet. Dit verschijnsel roept ook andere
vragen op. Bijvoorbeeld: zijn er andere
gesloten Tanglevormen te bedenken die,
net zoals het kroontje, star zijn?  

Wiskunde B-dag
Op 28 november 2003 vond voor de vijfde
keer de jaarlijkse wiskunde B-dag plaats.
Ongeveer 140 scholen hebben dit jaar mee-
gedaan, wat neerkomt op ongeveer 1500
teams! Wiskundige vragen die betrekking
hebben op Tangle stonden dit jaar centraal.
Ben je bijzonderheden tegengekomen? Laat
het ons weten! Heb je niet meegedaan met
de wiskunde B-dag? Ga dan alsnog aan de
slag met het fenomeen Tangle. We houden
ons aanbevolen voor alle vragen én ant-
woorden op Tanglegebied. 

Internet
http://www.tangletoys.com
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