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door Dick Beekman 
www.homepages.hetnet.nl/~dickbeekman 

Kleine nootjes zijn 
eenvoudige opgaven 
die iedereen zonder enige 
wiskundige voorkennis kan 
oplossen. 
De antwoorden vind je in 
het volgende nummer 
van Pythagoras. 

Kleine . n^^tjes 
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door Matthijs Coster 

Bij een gedistribueerde berekening wordt een groot probleem 
opgedeeld in kleine stukken die afzonderlijk door diverse 
computers kunnen worden opgelost. In de vorige Pythagoras 
kwam aan bod hoe er middels gedistribueerde berekening 
gezocht wordt naar Mersenne-priemgetallen. In dit artikel 
gaan we in op diverse andere gedistribueerde berekeningen. 

Een mainframe zoals gebruikt wordt bij het 
KNMI is uitermate handig om grote bereke-
ningen uit te voeren. Lang niet iedereen 
heeft echter toegang tot zo'n supercompu-
ter. Bovendien zijn er ook aan de rekenca-
paciteit van een mainframe grenzen. 
Vandaar dat veel organisaties voor hun 
rekenwerk een beroep doen op de miljoe-
nen particuliere computergebruikers die 
maar een klein gedeelte van de rekencapa-
citeit van hun computer benutten, en aan-
gesloten zijn op Internet. Terwijl Word en 
Internet Explorer op hun computer gewoon 
draaien, worden er op de achtergrond bere-
keningen uitgevoerd. Eens in de zoveel tijd 
is er dan via Internet contact met de organi-

satie; de resultaten van de uitgevoerde 
berekeningen worden opgestuurd, en nieu-
we rekentaken worden binnengehaald. De 
organisatie houdt een database bij waarin 
staat wie wanneer wat berekent, en wat de 
resultaten hiervan zijn. 

Een voorbeeld van zo'n gedistribueerde 
berekening is het zoeken naar Mersenne-
priemgetallen, zie de voorafgaande afleve-
ring van Pythagoras. In totaal zijn er op dit 
ogenblik meer dan honderd organisaties die 
om de gunst van de computergebruiker 
vechten. Te veel om allen in dit artikel aan 
bod te laten komen. Een vrij gedetailleerde 
lijst vind je op www.pythagoras.nu. In dit 
artikel bekijken we vooral de projecten die 
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wiskundig het interessantste zijn. En we 
noemen nog enkele (andere) toppers. 

De eerste gedistribueerde berekening 
die gebruik maakte van het Internet werd 
georganiseerd door Arjen Lenstra (uit 
Nederland) en Mark Manasse in 1988. Het 
ging om het factoriseren van getallen. 
Iedereen die mee wilde doen, kon per e-
mail opdrachten krijgen, en de resultaten 
eveneens per e-mail terugsturen. In 1990 
factorlseerden zij met de hulp van 100 vrij-
willigers een getal van 100 cijfers. Driejaar 
later hadden zij de hulp van 600 vrijwilli-
gers, en waren zij in staat om een getal 
van 129 cijfers te factoriseren. Zij konden 
daardoor een prijs van $100 opstrijken. 

Tegenwoordig is de distributie van de 
opdrachten en het verzamelen van de resul-
taten volledig geautomatiseerd. Dat moet 
ook wel, omdat er tot 5.000.000 gebruikers 
kunnen zijn die allemaal hun opdracht 
komen vragen en hun resultaten terugstu-
ren. 

Mersenne-priemgetallen 
De vorige keer schreven we over het 
zoeken naar Mersenne-priemgetallen, 
het project van 'GIMPS' (Great Internet 
Mersenne Prime Search). 

Aantal deelnemers: 30.000 (220.000 computers) 
Aantal jaren CPU: 2.600.000 
Gevonden resultaten: zes Mersenne-priemgetallen 
site: http://www.mersenne.org 

Optimale Golomb-llnlaal 
'Distributed.net' heeft diverse projecten. 
We bespreken er hier twee. We zetten 
op een liniaal een aantal merktekens, op 
zo'n manier dat geen afstand tussen twee 
merktekens tweemaal voorkomt. Een 
dergelijke liniaal heet Golomb-liniaal. 
Een optimale Golomb-liniaal is de kortst 
mogelijke Golomb-liniaal met een gege-
ven aantal merktekens. Bijvoorbeeld op 
de optimale Golomb-liniaal met drie 
merktekens staan de merktekens op O, 1 
en 3. De afstanden 1, 2 en 3 komen alle 
precies eenmaal voor. Als we vier merkte-
kens op een optimale Golomb-liniaal 
willen plaatsen, dan kan dit op O, 1, 4 en 6. 
Nu komen de afstanden 1, ..., 6 eenmaal 
voor. Voor grotere aantallen merktekens is 
het een lastig probleem. In het algemeen 
zullen er gaten vallen in de afstanden die 
voorkomen. Op de optimale Golomb-lini-
aal met vijf merktekens komt de afstand 6 
bijvoorbeeld niet voor. 

Opgave 1. Hoe lang is deze liniaal? 
Opgave 2. Kun je bedenken hoe de 
merktekens moeten worden geplaatst? 

Inmiddels zijn er optimale Golomb-linialen 
bekend met 2 tot en met 23 merktekens. 

Aantal deelnemers: 140.000 
Aantal jaren CPU: > 200.000 
Gevonden resultaten: OGR 20 23 is gedaan. 
Thans wordt gewerkt aan OGR 24, 2S 
site: http://www.distributed.net 
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RC5 
RC5 is een ander project van 'Distribu-
ted.net'. Het is een vercijfer-programma 
en wordt gebruikt om dataverkeer te 
beveiligen. Er zijn veel programma's te 
koop die RC5 gebruiken. Om het vercijfer-
programma RC5 te kunnen gebruiken, 
heb je een sleutel (die bestaat uit een 
aantal bits, nullen en enen) nodig. Het 
aantal bits dat deze sleutel lang is, heet 
de sleutellengte. Naarmate deze sleutel-
lengte groter is, is het lastiger om RC5 
te kraken, en is RC5 derhalve veiliger. In 
2002 werd RC5/64 bits gekraakt, door 
alle mogelijke sleutels van 64 bits (dus 
2^'^) na te gaan. Hiervoor werd een 
bedrag van $10.000 uitgekeerd. Er is 
opnieuw een bedrag uitgeloofd van 
$10.000 voor de persoon of groep die 
als eerste RC5/72 bits kan kraken. Nu 
moeten echter 2''^ mogelijkheden worden 
nagegaan. Dit project is circa anderhalf 
jaar bezig, maar nog lang niet afgerond. 

Aantal deelnemers: 46.048 
Aantal jaren CPU: >100.000 
Gevonden resultaten: RC5/64 bits is opgelost. 
Thans wordt gewerkt aan RC5/72 bits 
site: http://www.distributed.net 

Eu\erï*«* 

Vergelijkingen met gelijke machten 
Wist je dat 289062063 + 5821623 = 
288948033 + 30641733 = 286574873 + 
85192813 = 270932083 + 162180683 = 
265904523 + 174924963 = 262243663 + 
182899223? j e ziet hier vergelijkingen 
met steeds vier (onderling verschillende) 
derde machten. Een andere vergelijking 
is 63 = 53 + 43 + 33. Zo is er ook een 
vierde macht bekend die je kunt schrijven 
als som van drie vierde machten 
(4224814 = 4145604 +217519^ +958004) 
en een vijfde macht als som van vier 
vijfde machten (1445 = 1335 + H Q S + 845 
+ 275). Dat er een zesde macht is die kan 
worden geschreven als som van zeven 
zesde machten, was al bekend in 1967 
toen Lander en Parkin vaststelden dat 
11416 =1077« + 8946 + 7026 + 4746 + 
4026 + 2346 + 746. 

Het project 'EulerNet' tracht verge-
lijkingen met gelijke machten te zoeken. 
Op het ogenblik wordt gezocht naar een 
vergelijking waarin een zesde macht kan 
worden geschreven als som van slechts 
zes zesde machten. 

Aantal deelnemers: 900 
Aantal jaren CPU: 111.5 
Gevonden resultaten: diverse vergelijkingen, zie site 
site: http://euler.free.fr 
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Ontbinden in factoren met Elliptic 
Curve Method (ECM) 
In 1985 bedacht de Nederlander Hendrik 
Lenstra een methode om getallen te ont-
binden in factoren, gebruikmakende van 
zogenaamde elliptische krommen. De 
methode is uiterst efficiënt om priem-
factoren op te sporen tot vijftig cijfers 
groot. Er zijn in de loop van jaren al vele 
getallen met deze methode ontbonden 
(zie onder meer enkele voorbeelden op 
de ondergenoemde site). 

Het project 'ECMnet' tracht getallen 
van de vorm b" ± 1 te factoriseren. 
Iedereen die het wil, kan het programma 
van het net halen, en vervolgens naar 
eigen keuze getallen trachten te factorise-
ren. Het is niet een echt gedistribueerde 
berekening, omdat iedereen bezig is met 
een ander getal. In principe is het mogelijk 
om een berekening (dus de factorisatie 
van één getal) te verspreiden over meer-
dere computers, maar dat wordt in de 
praktijk nog niet veel gedaan. Als geen 
van de factoren kleiner is dan 105", dan 
zal ECM niet zo succesvol zijn. 

Aantal deelnemers: 60.000 maal gedownloaded 
Aantal jaren CPU: 75 jaar 
Gevonden resultaten: zie de site 
site: http://www.loria.fr/-zimmerma/ecmnet/ 
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Ontbinden in factoren met Number 
Field Sieve (NFS) 
In 1988 introduceerde J.M. Pollard een 
andere manier om getallen te ontbinden 
in factoren. Hij noemde het de getallenli-
chaam-zeef (in het Engels Number Field 
Sieve, afgekort tot NFS). Deze manier 
van ontbinden in factoren is tot op heden 
de meest efficiënte manier om getallen 
tot 200 cijfers te ontbinden in factoren. 
Het factoriseren van getallen van circa 
200 cijfers vergt van een enkele computer 
ondoenlijk veel rekenwerk. 

Het project 'NFSnet' tracht getallen van 
de vorm b" ± 1 te factoriseren, gebruik-
makende van NFS. Recentelijk is binnen dit 
project het getal 2''5'i' - 1 gefactoriseerd. 
Voor een volledige lijst van ontbindingen 
verwijzen we naar de site van NFSnet. 

Aantal deelnemers: 300 
Aantal jaren CPU: 140 
Gevonden resultaten: inmiddels zijn er negen getal-
len volledig gefactoriseerd 
site: http://www.nfsnet.org 



AIDS-onderzoek 
De bestrijding van AIDS is urgent; 
gebeurt er niets, dan zullen de komende 
jaren miljoenen mensen aan deze ziekte 
sterven. In dit project worden de bereke-
ningen gedaan die nodig zijn om opti-
male medicijnen te vinden. In de eerste 
fase van de berekening is een veelbelo-
vend medicijn gevonden, dat nu nader 
moet worden getest. 

Aantal deelnemers: 60.000 
Aantal jaren CPU: 1.400 
Gevonden resultaten: de berekening heeft een 
kandidaat voor een medicijn gevonden 
site: http://fightaidsathome.scripps.edu 

Eiwitten-onderzoek 
Eiwitten bestaan uit in lange ketens ver-
bonden kool- en waterstof. Het proces van 
'opvouwen' van deze ketens is vooralsnog 
onbegrepen. Het 'Folding@Home'-project 
moet duidelijk maken hoe het vouwen van 
eiwitten werkt, welke dynamische proces-
sen er optreden en welke energieën er bij 
nodig zijn danwei vrijkomen. Die kennis en 
inzicht in wat er gebeurt als een eiwit zich 
op een 'verkeerde' manier opvouwt, kan 
een doorbraak bewerkstelligen in het on-
derzoek naar eiwit-ziektes, zoals Alzheimer, 
de Gekke-koeienziekte en Parkinson. 

Aantal deelnemers: 285.000 
Aantal jaren CPU: 300.000 
Gevonden resultaten: diverse resultaten zijn te vin-
den op http://folding.stanford.edu/papers.html  
site: http://www.stanford.edu/group/pandegroup/folding/ 

Is er leven buiten de aarde? 
Het project 'SETI@Home' heeft tot doel om 
na te gaan of er buiten de aarde wezens 
leven die gebruik maken van radiosignalen. 

Referenties en Internet 
Voor een overzicht van gedistribueerde 
berekeningen, kijk op 
http://www.aspenleaf.com/distributed/ 

Aantal deelnemers: 4.800.000 
Aantal jaren CPU: 1.800.000 
Gevonden resultaten: tot op heden zijn er geen sig-
nalen gevonden afkomstig van buitenaardse wezens 
site; http://setiathome.ssl.berkeley.edu 
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. . . D E Z O E K -
TOCHTNAAR 
E E N K U B U S -
P U Z Z E L . . . 
door Mare van Kreveld 

Een constructiepuzzel is een driedimensionale legpuzzel. Uit ervaring weet je 
ongetwijfeld dat het een hele kunst is zo'n constructiepuzzel in elkaar te krij-
gen. Een minstens zo grote uitdaging is om zelf een constructiepuzzel te ont-
werpen. In dit artikel gaan we op zoek naar een nieuwe constructiepuzzel 
gebaseerd op het skelet van een kubus. Feitelijk gaat het niet om één puzzel, 
maar om een verzameling van duizenden verschillende puzzels, die lang niet 
allemaal even boeiend zijn. Om de interessantste puzzels eruit te vissen, roe-
pen we de hulp in van de computer. 

Het puzzelidee en de stukken 
De kubus is een veelgebruikt uitgangspunt 
voor het ontwerp van een constructiepuz-
zel. De Soma-kubus is een bekend voor-
beeld. Op de website http://home.pla-
net.nl/~kalde063/puzzels/ned.htm vind je 
een aardige selectie. 

Het uitgangspunt voor onze puzzel is het 
skelet van een kubus. Elk puzzelstukje zal 
bestaan uit één hoekpunt met daaraan vast 
drie halve ribben. Figuur 1 laat zien hoe de 
puzzel eruit ziet als die gemaakt is. Ook zie 
je één los stukje. Omdat elk puzzelstukje 
één hoekpunt bevat, zijn er precies acht 
puzzelstukjes. 

Als we even verder tellen: acht puzzel-
stukjes elk met drie halve ribben, dat bete-
kent dat er 24 halve ribben en dus twaalf 
hele ribben gevormd zullen worden. Dat 

klopt; elke kubus heeft twaalf ribben. 
Laten we eens één zo'n puzzelstukje 

nader bekijken. De drie halve ribben kun-
nen op verschillende manieren tegen het 
hoekpunt aan zitten. Bekijk in figuur 2 de 
halve ribbe linksonder. Die vormt de boven-
ste helft van een ribbe. Diezelfde halve 
ribbe had ook rechts, onder of links kunnen 
zitten. We noemen deze vier mogelijke 
posities de types A, B, C en D: 

A - boven, 
B = rechts, 
C = onder, 
D = links. 
Dit geldt echter alleen als dat puzzelstuk-

je zó ligt, dat alle drie halve ribben naar ons 
toe wijzen, en dan gelden de positienamen 
alleen voor de halve ribbe linksonder. 

In figuur 3a is de halve ribbe linksonder 



Figuur 1 Kubuspuzzei en een los stukje 

van type B. Nu draaien we het puzzelstukje 
zó, dat de halve ribbe linksonder boven 
komt, de halve ribbe boven gaat naar 
rechtsonder, en de ribbe rechtsonder gaat 
naar linksonder, zie figuur 3b. Nu zien we 
dat de tweede halve ribbe van type D is. 
Draaien we het puzzelstukje nog eens op 
dezelfde manier, dan zien we dat de derde 
halve ribbe ook van type D is, zie figuur 3c. 
We noemen dit puzzelstukje voor het 
gemak van type BDD. Als we bij een ande-
re halve ribbe waren begonnen, dan had-
den we misschien DBD gevonden, of DDB. 
Dit zijn echter dezelfde puzzelstukjes. We 
spreken af dat we van de drie mogelijke 
namen altijd de alfabetisch eerste naam kie-
zen. Dus niet BCA, maar ABC. 

Figuur 2 Een stukje van de puzzel 

Figuur 3a, b en c Een puzzelstukje van het type HDD 

Hoeveel types puzzelstukjes zijn er eigen-
lijk? Dat blijken er 24 te zijn: AAA, BBB, 
CCC, DDD, AAB, AAC, AAD, ABB, BBC, 

BBD, ACC, BCC, CCD, ADD, BDD, CDD, 
ABC, ABD, ACB, ACD, ADB, ADC, BCD 
en BDC. De eerste vier hebben drie dezelf-
de halve ribben, de volgende twaalf heb-
ben twee halve ribben hetzelfde, en de 
laatste acht hebben drie verschillende halve 
ribben. Let goed op dat puzzelstukje ASC 
niet gelijk is aan ACB\ Immers, ABC = BCA 
= CAB en ACB = CBA = BAC, maar deze 
twee stukjes zijn anders. 

Een goede puzzel 
Voor één puzzel moeten we acht stukjes 
hebben die passen. Dat geeft de vraag 
wanneer twee halve ribben samen één hele 
ribbe vormen. Het blijkt dat in een kubus 
halve ribbe A en D altijd op elkaar passen, 
en B en C ook. Maar anders passen halve 
ribben nooit. Het is logisch dat één type 
halve ribbe maar op één ander type past, 
want als een halve ribbe bijvoorbeeld 
boven zit, dan moet de bijbehorende halve 
ribbe natuurlijk onder zitten, en niet links, 
rechts of ook boven. Waarom zijn het dan 
niet A en C die passen? Dat komt doordat 
altijd één van de puzzelstukjes 'gedraaid' 
zit ten opzichte van onze naamgeving van 
de halve ribben. De halve ribbe linksonder 
past op de halve ribbe rechtsonder van het 
buurpuzzelstukje in de kubus. Hoe komen 
we nu aan acht stukjes die een puzzel 
geven? Er zijn tenslotte 24 x 24 x 24 x 24 x 
M X 24 X 24 X 24 = 110.075.314.176 sets 
van acht puzzelstukjes. Voor een goede, zo 
moeilijk mogelijke puzzel, willen we nog 
een paar dingen. We willen niet dat twee 
stukjes gelijk zijn, en ook de puzzelstukjes 
AAA, BBB, CCC en DDD willen we niet. 
Het maakt tenslotte niet uit als we deze 
stukjes draaien; ze passen of ze passen niet 
en dat maakt de puzzel gemakkelijker. Dus 
zijn er twintig types puzzelstukjes waaruit 
we acht verschillende stukjes willen kiezen. 
Dat kan nog steeds op 125.970 manieren. 
Van elke keuze moeten we dan kijken of de 
puzzel een oplossing heeft. En het liefst wil-
len we een puzzel die precies één oplossing 
heeft. Bestaat zo'n puzzel eigenlijk wel? Dat 
is de zoektocht naar een kubuspuzzel. 
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Figuur 4 Met deze stukjes begint de zoektocht naar 
een goede kubuspuzzel 

Als we van elk van de twaalf ribben de 
verbinding gekozen hebben, dan weten we 
daarna welke acht puzzelstukjes we daar-
voor gebruikt hebben. Een puzzelstukje 
wordt tenslotte bepaald door z'n drie halve 
ribben. De grote truc is dus dat we nu alle 
oplossingen van alle puzzels langsgaan. 
Voor elk van deze oplossingen bepalen we 
de bijbehorende puzzel (de acht stukjes), en 
daarna kijken we welke puzzel het minst 
vaak bij een oplossing hoort. 

Hulp van de computer 
Stel je voor dat we een computer gebruiken 
om de 125.970 sets van acht stukjes te ana-
lyseren. Dan moeten we een programma 
schrijven dat een puzzel oplost. Dat is niet 
zo moeilijk, maar wel tijdrovend, zelfs voor 
een snelle computer. Er zijn namelijk voor 
één set van acht puzzelstukjes 11.022.480 
manieren om de stukjes samen te voegen. 
Veruit de meeste hiervan zullen niet wer-
ken, maar dat weten we pas als we het pro-
beren (voor de gevorderde wiskundigen: 
dat is 7! x 3^). En dan proberen we dus alles 
bij elkaar 1.388.501.805.600 mogelijkheden 
van alle sets puzzelstukjes. Dat is ook voor 
een snelle computer te gortig. Een miljard 
mogelijkheden testen kan in ongeveer tien 
minuten, afhankelijk van de computer 
natuurlijk. Maar we moeten hier ruim 1388 
miljard mogelijkheden proberen, en dat is 
meer dan negen dagen! 

'Verzin een list, jonge vriend,' zou Olivier B. 
Bommel tegen Tom Poes zeggen. En dat 
doen we ook. In plaats van alle sets puzzel-
stukjes en de manieren waarop ze zouden 
kunnen passen af te lopen, gaan we alle rib-
ben langs. Elke ribbe bestaat uit twee halve 
ribben, dat kunnen A en D zijn of B en C. 
Verder kan daarbij de A aan de ene of aan 
de andere kant zitten. Een ribbe is dus een 
verbinding van type AD, DA, BC of CB. Dat 
zijn vier mogelijkheden (zie figuur 5), en dat 
voor elk van de twaalf ribben. In totaal 
geeft dat 16.777.216 mogelijkheden voor 
alle ribben. 

K 
{ 

Figuur 5 Kubus met vier types ribbenverdeling 

De implementatie 
Om het bovenstaande idee te implemente-
ren, is het nog wel even werken. Het pro-
gramma bevat twaalf for-lussen binnen 
elkaar, één voor elk van de ribben. Met 
behulp van een schets van een kubus kun-
nen we zien welke puzzelstukjes door welke 
ribben bepaald worden. Als we helemaal 
binnen de twaalf for-lussen alle ribben en 
dus alle puzzelstukjes bepaald hebben, 
coderen we de gehele puzzel in één groot 
getal. Dit getal is zo groot dat het niet in 
een gewone Java 32-bits integer past, we 
moeten een Java long integer gebruiken. 
Alle 16.777.216 oplossingen worden één 
voor één in zo'n groot getal gecodeerd en 
achter elkaar in een array opgeslagen. Nu 
moeten we de array sorteren, zodat dezelf-
de getallen achter elkaar komen te staan. 
Als een getal (dus een puzzel) vaker voor-
komt, dan heeft die puzzel meerdere oplos-
singen. We zoeken een getal dat maar één 
keer voorkomt. Dat hoort bij een puzzel die 
maar één oplossing heeft, en daaruit kun-
nen we de puzzelstukjes reconstrueren. 
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We voegen nog een voorwaarde toe voor 
een goede puzzel: het zou mooi zijn als we 
precies evenveel Aö-combinaties als BC-
combinaties (ribben) hebben in de puzzel. 
Dan weten we zeker dat elke halve ribbe 
met meerdere andere halve ribben gecom-
bineerd kan worden. En maar eentje is juist 
als we een puzzel vinden met maar één 
oplossing. Ook gooien we alle puzzels 
waarin puzzelstukjes van type AAA, BBB, 
CCC of DDD voorkomen direct weg. En 
ook alle puzzels waarin twee stukjes het-
zelfde zijn. 

ACB, ACD, ADB, ADD, BBC, BCC. BDC, 
bijvoorbeeld. 

Andere kubuspuzzels 
Volgens hetzelfde principe kunnen we 
andere puzzels bedenken en analyseren. De 
puzzel die in figuur 6 is afgebeeld, is in 
feite precies hetzelfde als het type dat we 
net beschreven hebben. Alleen de hoeken 
zijn veel dikker gemaakt, en de ribben zijn 
vervangen door een pen-en-gat constructie. 
Deze puzzel is één van die makkelijke puz-
zels, met 69 oplossingen. 

De resultaten 
Het computerprogramma heeft enkele 
minuten nodig. Daarvan zit de grootste 
tijdsbesteding in het sorteren, dat meer tijd 
kost dan de rest van het programma. Er 
blijken 1.023.360 oplossingen van alle puz-
zels te zijn die aan onze voorwaarden vol-
doen, en deze horen bij 2290 verschillende 
puzzels. De moeilijkste puzzels hebben 24 
oplossingen en er zijn 34 van die puzzels. 
De makkelijkste puzzels hebben 1656 
oplossingen en er zijn vier van deze puz-
zels. Het valt op dat elke puzzel een veel-
voud van 24 keer voorkomt. Dat klopt ook: 
een puzzel met een unieke oplossing vin-
den we precies 24 keer. Dit komt door de 
symmetrieën van de kubus: een kubus kan 
op 24 manieren voor je liggen terwijl het 
toch dezelfde kubus is. Denk maar aan een 
dobbelsteen: we kunnen zes verschillende 
vlakjes boven leggen, en voor elk bovenvlak 
kunnen we nog vier verschillende vlakken 
kiezen voor de voorkant. Dus de puzzels 
met 24 oplossingen hebben eigenlijk één 
unieke oplossing. En de puzzel met 1656 
oplossingen heeft eigenlijk 69 verschillende 
oplossingen. 

Figuur 6 De 'pen-en-gat' variant van de kubuspuzzel 

Tot nog toe lieten we de hoekpunten heel 
en splitsten we de ribben op, maar we zou-
den ook anders te werk kunnen gaan: laat 
de ribben heel en verdeel de hoekpunten. 
Dit soort puzzels heeft twaalf stukjes in 
plaats van acht. Ook kunnen we de zes zij-
vlakken van de kubus als basis nemen. Deze 
moeten dan bij de ribben en de hoekpun-
ten kloppend worden gemaakt. Een aantal 
jaren geleden waren er zulke puzzels op de 
markt, gemaakt van schuimrubber. 

Bij het printen van de 34 puzzels die uniek 
oplosbaar zijn, blijken er nog wat onver-
klaarde dingen: al deze 34 puzzels hebben 
vier precies dezelfde puzzelstukjes, namelijk 
AAD, ADD, BBC en BCC. Alleen de andere 
vier stukjes variëren per puzzel. Eén van die 
moeilijkste puzzels heeft de stukjes AAD, 
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door Henk van Lienen 

De vorm van een kalender is afhankelijk van het 
gebruik. Onze kalenders zijn rechthoekig, bij de 
Azteken waren ze rond, zoals de beroemde kalen-
dersteen uit Mexico-stad (1479), zie figuur 1. In dit 
artikel kijken we wat de kalender van de Azteken 
te zeggen heeft over onze dag 18 april 2004. 

18 april bij de Azteken 

14 

Figuur 1 De Azteekse kalendersteen uit Mexico-stad (1479) 

De Azteken gebruikten twee jaartellingen. 
De ene telling was gebaseerd op een zon-
nejaar van 365 dagen en bestemd voor alles 
dat met de seizoenen samenhing, zoals 
zaaien en oogsten. Daarnaast gebruikten zij 
voor godsdienstige doeleinden een rituele 
kalender met 'jaren' van 260 dagen. Eén 
keer in de 52 jaar vielen de begindata van 
het nieuwe jaar van de twee kalenders 
samen. 

De rituele kalender 
De rituele kalender is het interessantst. De 
jaren van 260 dagen zijn onderverdeeld in 
twintig 'weken' van ieder 13 dagen. Elke 
week staat in het teken van een bepaalde 
god. Zo heet de eerste week Cipactii (week 
van de kaaiman) en staat in het teken van 
Ometeotl, de god van dualiteit. De eerste 
dag van het rituele jaar is 1 Cipactii, de 
tweede 2 Cipactii, enzovoorts. 
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Figuur 2 Weken en dagen In de rituele kalender 

De kalender kent twintig soorten dagen 
(zoals wij er zeven kennen). Ook die dagen 
hebben namen en staan in het teken van 
bepaalde goden. Op de zonnesteen staan 
de tekens van de twintig dagen in de 
middelste ring. 

De telling van de soorten dagen liep onaf-
hankelijk van de telling binnen de weken 
(zoals onze dagsoorten onafhankelijk van de 
maanden doortellen). Dit kun je je voorstel-
len als de twee wielen in figuur 2. Links zie 
je het wiel dat telt welke dag het in de week 
is. Dit wiel begint op 1 Cipactii, dan 2 
Cipactii, en zo door tot 13 Cipactii om over 
te gaan in 1 van de volgende week. 
Tegelijkertijd draait rechts het wiel met de 
dagsoorten, is 1 Cipactii bijvoorbeeld een 
TecpatI - dag van het mes - dan is 2 Cipactii 
een QuiahuitI - dag van de regen. 

De rituele kalender was vooral een soort 
horoscoop: op grond van de week en de 
dag was het raadzaam bepaalde dingen wel 
of niet te doen. 

18 april 2004 
Hoe denken de Azteken bijvoorbeeld over 
een dag als 18 april 2004? De dag valt in de 
negende week, oftewel in CoatI - de week 
van de slang, zie figuur 3 (links). Deze peri-
ode wordt beheerst door machtstrijd en 
intrige. Een tijd waarin je alleen moet han-

delen vanuit een sterke positie, en niet 
moet vertrouwen op de kracht van anderen. 
Verder is het de zevende dag van de week 
van de slang. Het getal 7 (zie figuur 3, 
midden) is verbonden met de aardgodin 
TIazolteotl, godin van de maïs en de vrucht-
baarheid. Tenslotte is het een Ozomatii -
een dag van de aap, zie figuur 3 (rechts). 
De aap stond bij de Azteken, net als bij 
ons, bekend als een grappenmaker. Wat 
de Azteken nu precies deden met al deze 
informatie, weten wij niet. Laten we het 
erop houden dat 18 april een dag is om 
geen riskante beslissingen te nemen, maar 
om te genieten van het leven en niet te 
zwaar te tillen aan vaste regels en forma-
liteiten. 

©© 
®© 
© 
© 
© 

Figuur 3 De Slang, het getal 7 en de Aap 

Meer informatie 
Wil je weten hoe de Azteken over de dag 
van vandaag denken, ga dan naar 
http://www.azteccalendar.com. Op de web-
site van Pythagoras vind je heel wat door-
verwijzingen naar sites over jaartellingen. 
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door Marco Swaen 

Rekenen met sutra's 
AFLEVERING @ Delen met een cijfer op de stok 

T 
Net als de vorige keer gaat het in deze afle-
vering om alternatieven die de 'Vedische' 
wiskunde biedt voor de vertrouwde staart-
deling. De methode van deze aflevering 
doet een beroep op de subsutra Dhvajanka: 

'op de stok'. Het achterliggende idee is: als 
je moet delen door bijvoorbeeld 102, deel 
dan gewoon door 100, maar corrigeer tus-
sentijds wel de afwijking per cijfer. 

Een standaard voorbeeld 
Als eerste voorbeeld berekenen we 8632 : 52. 
We gaan gewoon delen door 5 (of eigenlijk 
door 50), en zetten de 2 'op de stok'. Als 
eerste schrijf je de getallen 8632 en 52 op. 
De uitkomst zal cijfer voor cijfer onder het 
deeltal 8632 verschijnen. De komma is alvast 
gezet, omdat we direct inzien dat de uit-
komst drie cijfers zal hebben. De 2 staat 'op 
de stok'. 

8 6 3 2 

Begin vooraan met delen door 5. Nu past 5 
al in 8; dat gaat 1 keer met als rest 3. De 1 is 
het eerste cijfer van de uitkomst, zet de 3 
schuin onder de 8. 

Zowel de 1 als de 3 gebruiken we nu om het 
volgende deeltal te berekenen. De 3 voor de 
6 levert 36, haal daar 2 keer (het getal op de 
stok) 1 vanaf: 36 - 2 x 1 = 34. Deel nu 34 
door 5, dat levert 6 met rest 4. 

Herhaal vervolgens het hele procédé met 43. 
Wanneer je de komma bereikt hebt, wordt 
het volgende deeltal O en is de deling dus 
klaar. 

8 6 3 2 8 : .5 = 1 rest 3 



Negatieve cijfers 
Soms maak je bij Vedisch rekenen gebruik 
van negatieve cijfers (vergelijk aflevering 2). 
Negatieve cijfers worden aangegeven met 
een streep erboven. Voorbeelden zijn 
123 = 117,123 = 83.123 = 77. De negatieve 
cijfers bieden uitkomst als in de tussenstap-
pen negatieve deeltallen optreden. 

Dat gebeurt bijvoorbeeld bij 9434 : 53. 
Voer je de berekening uit, dan kom je na 
twee stappen uit op de volgende situatie. 

9 4 3 4 
4 1 

Het volgende deeltal is nu 13 - 3 x 8 = - 1 1 . 
Je kunt dan als volgt verder gaan. Deel je -11 
door 5, dan levert dat -2 met een rest van - 1 . 

In de volgende stap kom je dan op deeltal O 
uit en is de berekening af. Wel moet je dan 
beseffen dat 182 eigenlijk 178 is. 

8 2^ 
1 8 1 4 - 3 x 2 = 6 + 6 

Klaar! 

Opzettelijk hoger of lager 
Wil je geen negatieve cijfers gebruiken, 
dan kun je de negatieve deeltallen voorko-
men door de deling bewust te laag of te 
hoog uit te voeren. Bij het vorige voorbeeld, 
9434 : 53, was het tweede deeltal 41 . 
Bereken je 41 : 5 = 7 met een rest van 6, 
dan vermijd je de negatieve deeltallen. 

De berekeningen staan in onderstaande 
figuur. 

Ben je eenmaal handig in het op-de-stok-
delen, dan kun je ook delen door getallen 
die onder 50 liggen, zoals bijvoorbeeld 48. 
Neem dan 48 = 52, en zet niet 2 maar -2 op 
de stok. Veel succes! 

1 7 8*7 
24 - 3 x 8 = O 
Klaar! 



Olympiade 
René Pannekoek Al lard Veldman 

In elk nummer van Pythagoras tref je 
de Pythagoras Olympiade aan: twe e 
uitdagende opgaven die je doorgaans 
niet in de schoolboeken tegenkomt. 
Ga de uitdaging aan en stuur ons je 
oplossing! Onder de goede leerling-
inzenders wordt per opgave een boe-
kenbon van 20 euro verloot. Ook wor-
den er prijzen aan het eind van het sei-
zoen weggegeven: voor de drie leer-
lingen die over de hele jaargang het 
beste hebben gescoord zijn er boeken-
bonnen van 120, 100 en 80 euro. 
Verder kun je je met je hele klas op de 
opgaven storten. De klas die aan het 
eind van het seizoen bovenaan staat, 
wint drie prachtige boeken voor de 
schoolbibliotheek. De stand van de 
laddercompetities wordt bijgehouden 
op de homepage van Pythagoras. 

Hoe in t e zenden 

Insturen kan per e-mail: 

pytholym@pythagoras.nu 
ot op papier naar het volgende adres: 

Pythagoras O lymp iade 

Mathemat isch Inst i tuut 

Univers i te i t Leiden 

Postbus 9512 

2300 RA Leiden 

Voorzie het antv. ,;<.C' 

toel icht ing (dat wii zeggen: een berei<e-

ning of een bewijs) Vermeld bij een indi-

viduele irr,iendina je naam, adres, school 

en kid- inzending vermeld 

• 

p n een geheel getal en p een pr iem 

dat np + 1 een kwadraat is. Be 

• 

geven is een kwartc i rkel met m idd 

nt M en hoekpunten A en B. Aan 

ze kwar tc i rke l wo rd t in een punt R 

n raakli jn ge t rokken . De project ies 

n A en S o p deze raaklijn noemen v 
respect ievel i jk B'. Als gegeven is d. 

^' = 1 en BB' = 2, hoe g roo t is dan i 

iaal van de cirkel? 
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Een bol kan op vele manieren in stukken worden verdeeld, zoals 
bij een bezoek aan de kaaswinkel blijkt. Aldus kwam Leo van 
den Raadt op een bijzondere vraag, die hij al experimenterend 
met stroken karton en splitpennen probeert te beantwoorden. 

Laatst ging ik kaas halen bij de kaaswinkel 
aan het eind van de straat. Er was een 
mevrouw voor mij. Deze mevrouw wilde 
graag een Edammer zien. De verkoopster 
liet een Edammer zien. Als wiskundige 
dacht ik dat dit toch een mooi voorbeeld 
van een bol is. De mevrouw vond het wel 
wat veel. De verkoopster hanteerde het 
mes en de hele Edammer viel in twee gelij-
ke stukken uiteen. Als een bol wordt door-
sneden door een plat vlak, is de doorsnede 
een cirkel. Als het vlak door het middelpunt 
van de bol gaat, is de doorsnede zo groot 
mogelijk. Daarom heet zo'n cirkel dan ook 
een grootcirkel. 

De mevrouw was nog niet tevreden. 
Nogmaals werd het mes gehanteerd en er 

waren nu vier gelijke stukken. Ik zag dat 
beide grootcirkels elkaar in twee gelijke 
delen verdeelden. De mevrouw was nog 
steeds niet tevreden en opnieuw ging het 
mes erin. Nu werd één van de stukken in 
tweeën gedeeld. Deze derde grootcirkel 
ging door de twee snijpunten van de vorige 
grootcirkels. Als de andere drie stukken 
ook zo verdeeld zouden worden, zouden er 
acht partjes zijn ontstaan zoals bij een 
sinaasappel. 

Toen ik aan de beurt was, meldde ik de 
verkoopster dat het mogelijk was de derde 
grootcirkel zo te kiezen dat de bol in acht 
gelijke stukken werd verdeeld en dat iedere 
grootcirkel door de andere twee in vier 
gelijke stukken werd verdeeld, zie figuur 1. 
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Figuur 1 Drie grootcirkels die elkaar loodrecht snijden 

Bovendien was er dan minder snijwerk 
nodig geweest. De verkoopster was hier 
niet van onder de indruk en vroeg slechts 
naar het geval van vier grootcirkels. 
Hierover had ik nog niet nagedacht. 

Verdeling 
De vraag of het mogelijk is om drie, vier (of 
meer) grootcirkels op een bol te tekenen zó 
dat de bogen waarin ze elkaar verdelen 
allemaal even lang zijn, blijkt niet eenvoudig 
te zijn. Bij vier cirkels moet iedere cirkel in 
zes gelijke bogen worden verdeeld, bij vijf 
cirkels in acht gelijke bogen, bij zes cirkels 
in tien gelijke bogen, enzovoorts. Voorlopig 
heb ik slechts de oplossing gevonden voor 
drie, vier en zes cirkels. De stukken waarin 
de bol dan uiteen valt, zijn niet even groot. 
Ik vermoed dat er niet meer oplossingen 
zijn. 

Omdat het niet eenvoudig is om al teke-
nend met potlood en papier de oplossing 
te vinden, heb ik voor twee euro een vel 
knutselkarton van 40 bij 70 cm en een 
doosje met honderd splitpennen gekocht. 
Knip of snij stroken karton van 70 cm lengte 
en 1,5 cm breedte. Met een perforator kun 
je om de 8 cm een gaatje in de strook 
maken. Zet eerst op de strook om de 8 cm 
een streep. Verwijder het plastic dekseltje 
dat gewoonlijk de uitgestanste cirkeltjes 
opvangt. Je kunt dan zien of het streepje 

op de strook precies het midden van het 
gaatje wordt. Omdat de afstand tussen de 
gaatjes bij een perforator ook 8 cm is, maak 
je twee gaatjes tegelijkertijd. Hoe nauwkeu-
riger je hier werkt, des te mooier het eind-
resultaat wordt. 

Drie cirkels 
Het resultaat van drie cirkels is in figuur 1 
weergegeven. Er ontstaan acht driehoeki-
ge, gebogen oppervlakken. Deze boldrie-
hoeken hebben drie hoeken van 90° en 
beslaan een achtste deel van het gehele 
boloppervlak. 

Als je de oplossing hebt gevonden, kun je 
er voor zorgen dat iedere cirkel afwisselend 
onder of over de andere cirkel loopt. Het 
geheel wordt hierdoor steviger. De afstand 
tussen de gaatjes is 4 cm. Een aantal gaat-
jes wordt dus niet gebruikt. Waarom dat is, 
wordt straks uitgelegd. 

Vier cirkels 
Voor vier grootcirkels moet iedere cirkel in 
zes gelijke bogen worden verdeeld. Met 
een strook van acht gaatjes en twee split-
pennen kun je een cirkel maken die in zes 
gelijke bogen is verdeeld. Nog drie van 
deze stroken en wat splitpennen en je kunt 
aan de slag. Je ziet dat er nu acht gebogen 
driehoekige, maar ook zes gebogen vier-
hoekige oppervlakken ontstaan, zie figuur 2. 

Figuur 2 Een model voor vier grootcirkels 
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Zes cirkels 
Voor zes grootcirkels moet iedere cirkel in 
tien gelijke bogen worden verdeeld. Neem 
dan een strook van twaalf gaatjes en twee 
splitpennen. Vind je de cirkel nu te groot 
worden, dan kun je de gaatjes om de 4 cm 
zetten en is de strook die je nodig hebt 
natuurlijk korter. Je ziet dat er nu twintig 
gebogen driehoekige, maar ook twaalf 
gebogen vijfhoekige oppervlakken ont-
staan, zie figuur 3. 

Figuur 3 Een model voor zes grootcirkels 

Variant 
Met de stroken en splitpennen kun je overi-
gens ook gemakkelijk modellen maken voor 
andere soorten bolverdelingen, zoals één 
die behalve hele grootcirkels, ook delen van 
een grootcirkel bevat. Zo kun je bijvoor-
beeld een variant op het vliegervierentwin-
tigvlak dat Leon van den Broek in 
Pythagoras van april 2003 beschreef, 
maken, zie figuur 4. 

Maak eerst een bol met drie grootcirkels. 
Laat iedere grootcirkel bestaan uit acht 
bogen van 4 cm. Als je die in elkaar hebt 
gezet, zijn er nog twaalf gaatjes ongebruikt, 
zie figuur 1. Maak nu twaalf strookjes met 
drie gaatjes met een onderlinge afstand van 
6,3 cm. Zet de middens van deze stroken 
vast op de ongebruikte gaatjes van de drie 

grootcirkels. Je ziet nu dat twaalf keer drie 
stroken bij elkaar komen en vastgezet kun-
nen worden met een splitpen. 

Door de keuze van 6,3 cm zijn deze stro-
ken een deel van een grootcirkel. Alle 
(hoek)punten liggen nu op een bol. 
Natuurlijk zijn de zijvlakken geen platte 
vlakken meer, maar delen van het gebogen 
boloppervlak. 

De drie grootcirkels vormen samen acht 
driehoeken, zie figuur 1. leder van deze 
driehoeken wordt nu in drie gelijke delen 
verdeeld. Zo ontstaan de 24 gelijkvormige 
vliegervormige boloppervlakken. 

Tot slot 
Al experimenterend stelde ik vast dat er 
slechts drie gevallen van bolverdelingen 
bestaan met uitsluitend grootcirkels die 
elkaar in onderling gelijke bogen verdelen; 
namelijk met drie, vier of zes grootcirkels. 
Enig speurwerk in de literatuur leverde een 
bevestiging van mijn conclusie. 

Door de vraag van de verkoopster of ik 
een stukje wilde proeven, begon ik mij af te 
vragen of als ik de bol door deze grootcir-
kels in stukken zou snijden, alle stukken wel 
even groot zouden zijn. Met een blik op de 
figuren in dit artikel zul je inzien dat dat 
niet het geval is. 

Figuur 4 Een model voor het vliegervierentwintigvlak 
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door A l e x v a n d e n B r a n d h o f 

Pythagoras april 2004 nummer 5 

Puzzelen tijdens de slaap 
Slaap er nog eens een nachtje over: het stan-
daard advies voor iemand die met een moei-
lijke puzzel bezig is. Dat het brein tot veel in 
s taa t is tijdens de slaap, was al bekend en is 
onlangs nog eens bevestigd door onderzoekers 
van de universiteit van Lübeck (Duitsland). 
De onderzoekers gaven een groep mensen een 
rij getallen en een algoritme om uitgaande 
van die rij, een tweede rij getallen te maken. 
Een slimme truc om snel het laats te cijfer van 
de tweede rij te bepalen, gaven ze echter niet. 

Proefpersonen die 's avonds met het pro-
bleem worstelden en die nacht acht uur had-
den geslapen, ontdekten die t ruc de volgende 
morgen meer dan twee keer zo snel als proef-

personen die die nacht wakker bleven. Ook 
personen die in de ochtend het probleem kre-
gen voorgelegd, waren na acht uur - midden 
op de dag - net zo slecht als de wakker geble-
ven proefpersonen. 

Tijdens de REM-slaap ('rapid eye move-
ments') vertonen de hersenen een hoog niveau 
van activiteit. De proefpersonen die de puzzel 
van de getallenrij kregen voorgelegd, hebben 
ti jdens deze vorm van s laap mogelijk 
gedroomd over het probleem, waardoor ze 
sneller in s taa t waren het probleem de volgen-
de morgen te kraken. 

Bron: Nature Science Update, 22 j anua r i 2004 

Tentoonstelling 
Goochelen 
met getallen 
In Museum Boerhaave te 
Leiden is de tentoonstell ing 
Goochelen met getallen te 
zien. Een grote collectie 
r ekena t t r ibu ten , ui teenlo-
pend van een vierduizend 
j a a r oud Babylonisch kleita-
blet tot vele soorten reken-
machines, zijn te bezichti-
gen. Ook zijn er een heleboel 

spellen waarmee je de 
wereld achter de getallen 
kun t beleven. Heeft jouw 
lichaam de ideale wiskundi-
ge verhoudingen? Ooit een 
kegel omhóóg zien rollen? 
En hoe zit het eigenlijk met 
de wiskunde van de gokkast 
uit de snackbar? 

De tentoonstelling is er 
tot en met 26 september 
2004. Meer informatie kun 
je vinden op de website van 
he t museum: 
www.museumboerhaave.nl. 

De stokjes van Napier uit : 
vermenigvuldigen 

ilö.SO: een hulps tuk waarmee men zeer snel kon 

Wiskunde 
en relaties 
De veronderstelde onmacht 
van wiskundige methoden 
bij problemen die met rela-
ties te maken hebben, wordt 
door recent onderzoek (ver-
der) onderui t gehaald. In 
samenwerking met klinisch 
psychologen ontwikkelde 
wiskundige J ames Murray 
van de univers i te i t van 
Seattle een eenvoudig, maa r 
verrassend nauwkeurig mo-
del dat voorspelt of een hu-
welijk s tandhoudt of niet. 

Bovendien zijn uit het 
model conclusies te t rekken 
voor een succesvolle aanpak 
van re la t ieproblemen. De 
onderzoekers hebben hun 
bevindingen gepubliceerd in 
het recentelijk verschenen 
boek The mathematics of 
marriage: dynamic nonlinear 
models. 
B r o n : Nature Science Update, 14 
februari 2004 
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Het algoritme van Euclides 
In De Elementen van Euclides staat, in 
Boek IX, de volgende stelling (de vertaling 
komt uit een Nederlandse uitgave uit 
1930 van E. J. Dijksterhuis): 
Wanneer, als twee ongelijke getallen uit-
gezet zijn, en het kleinste wordt voortdu-
rend van het grootste afgetrokken, het 
overblijvende nooit het daaraan vooraf-
gaande meet, totdat de eenheid is over-
gebleven, dan zullen de oorspronkelijke 
getallen onderling priem zijn. 

Dat klinkt wat merkwaardig, maar je 
moet het meetkundig lezen. Euclides 
werkte altijd met lijnstukjes, net zoveel 
eenheden lang als de getallen groot 
waren. In dit verband betekent 'meten' 
dat het kleinere lijnstuk een geheel aantal 
malen in het grotere past en dus dat het 
kleinere getal het grotere deelt. 

Als voorbeeld nemen we 8 en 3. Trek 3 
van 8 af, dan blijft 5 over, dat is groter 
dan 3, trek 3 nogmaals af, dan blijft 2 

over. Nu is 3 de grootste, trek daar 2 van 
af, dan blijft 1 over. Nu is op geen enkel 
moment wat overblijft een deler van het 
voorgaande getal totdat we 1 (de een-
heid) bereikt hebben. Conclusie; 8 en 3 
zijn relatief priem. 

Meteen daarna gebruikte Euclides het 
bewijs van die stelling om de grootste 
gemene deler van twee getallen te vin-
den. Hij merkte namelijk op dat als het 
wel gebeurt dat 'wat overblijft het vooraf-
gaande meet' op dat moment de grootste 
gemene deler van de twee getallen 
gevonden is. 

De grootste gemene deler (ggd) van 
twee getallen is wat de naam zegt; het is 
een deler van beide getallen en het is het 
grootste getal met die eigenschap. Het 
algoritme van Euclides geeft een efficiënte 
manier om die grootste gemene deler te 
vinden, bijvoorbeeld ggd(54, 20). 

Je trekt 20 twee keer van 54 af, met 

54 

20 
Figuur 2 ggd(54, 20) = 2 



3 ^ 

Figuur 1 ggd(8, 3) = 1 

rest 14; die laatste deelt 20 niet. We gaan 
door; trek 14 van 20 af, met rest 6; omdat 
6 geen deler van 14 is doen we nog een 
stap: trek 6 twee keer van 14 af met rest 
2. Omdat 2 een deler van 6 is hebben we 
de grootste gemene deler van 54 en 20 
gevonden: ggd(54, 20) = 2. 

Het algoritme laat zich goed begrijpen 
door er meetkundig naar te kijken. Om 
ggd(8, 3) te vinden, neem je een recht-
hoek van 8 bij 3, zie figuur 1. Om ggd(54, 
20) te vinden, neem je een rechthoek van 
54 bij 20, zie figuur 2. Probeer deze recht-
hoek te betegelen met allemaal even 
grote vierkanten. De zijde van het groot-
ste vierkant dat je hierbij kunt gebruiken 
is nu net de grootste gemene deler van 54 
en 20. Die grootste tegelmaat kun je vin-
den door stapsgewijs vierkanten van de 
rechthoek af te halen tot er uiteindelijk 
alleen nog een vierkant overblijft. Eigenlijk 
precies wat we volgens het algoritme 

moesten doen. Uit het laatste plaatje van 
figuur 2 volgt dat ggd(54, 20) = 2. 

Tegenwoordig wordt het algoritme als 
volgt beschreven met delen in plaats van 
aftrekken; 'blijf de grootste door de klein-
ste delen tot de deling opgaat', dan heb 
je de grootste gemene deler te pakken. 
We bekijken de getallen die Euler gebruik-
te nog een keer; de onderstaande reeks 
delingen laat zien dat ggd(1461, 59) = 1. 

1461 = 2 4 - 5 9 + 45 
59 = 1 45 + 14 
45 = 3 14 + 3 
14 = 4 3 + 2 
3 = 1 2 + 1 
2 = 2 1 

Bij de deling die uiteindelijk opgaat, is 1 
de deler en dat is gelijk de grootste 
gemene deler; ggd(1461, 59) = 1. 

Opgave. Bepaal op dezelfde manier de 
grootste gemene deler van 1461 en 57. 

^ 



door René Swarttouw 

De post 

123456789 (1) 
Naar aanleiding van het artikel '123456789' 
uit de Pythagoras van november stuurde 
Aad van de Wetering ons (naast alle ant-
woorden op de gestelde vragen) een twee-
tal manieren om 2004 te schrijven; 
(1 - (2 + 3)) X (4 + 5 - (6 + 7 X 8 X 9)) 
en, met 'plakken' van de cijfers; 
12x (3 + 4 x 5 + 6 x ( 7 + 8 + 9)). 

123456789 (2) 
Ook Jaap Versluijs is na het lezen van 
bovengenoemd artikel aan het puzzelen 
gegaan. Met name het vinden van priemge-
tallen heeft zijn aandacht. Zo vindt hij; 
• het kleinste priemgetal; 

2 = I2;M567 - 8 + 9, 

• het kleinste palindroom van drie cijfers: 
101 = - 1 x 2 3 4 + 5 + 6 7 - 8 + 9, 

• het vierde priemgetal van Mersenne: 
127 = 1 x (2! + 3! + 4!) + 5 X 6 + 7 X 8 + 9. 

Merk op dat de cijfers 1 tot en met 9 steeds 
in de juiste volgorde staan! 

Opgave 100 Pythagoras Olympiade 
Hans Verdonk schreef ons dat hij met Frits 
Beukers contact had over opgave 100 van 
de Pythagoras Olympiade: bewijs dat er 
een veelvoud van Si^o bestaat dat in de 
decimale schrijfwijze geen nul bevat. 
Frits Beukers vond (m.b.v. de computer) 
een concrete oplossing, namelijk 1451 x 51"" 
en stelde bovendien vast dat dit het kleinste 
veelvoud is met die eigenschap. 

Gelijk uitpakken 
Thomas Beuman attendeerde ons op een 
fout in de antwoorden bij het artikel 'Gelijk 
uitpakken' in het decembernummer. Het gaat 
om de vraag naar de kans op het in één keer 
succesvol trekken van lootjes in een gezin 
van zeven mensen. In de situatie van één 
cyclus van 3 en twee cycli van 2 is geen reke-
ning gehouden met de symmetrie die ont-
staat bij de twee cycli van gelijke lengte. Het 
aantal manieren waarop vier personen over 
de twee cycli verdeeld kunnen worden, is 3 
en niet 6 = (2), zoals in het artikel wordt ver-
meld. Het juiste antwoord is dus ^ en dat 
komt ook overeen met de bekende formule 

^ k\ 1! 2! 3! 7! 
*=o 

Hoe groot is / i ! ongeveer? 
In het artikel 'Hoe groot is nl ongeveer?' in 
het decembernummer wordt de formule 
van Stirling afgeleid; 

Deze formule geeft een goede benadering 
van nl voor grote waarden van n en de fout 
die hierbij wordt gemaakt is ongeveer ^ 
deel van het product. Jaap Versluijs meldt 
ons het bestaan van een benaderingsformu-
le die veel nauwkeuriger is. Het gaat om de 
uit 1883 daterende formule van de Schotse 
wiskundige Andrew Forsyth; 

„.*(£*^)"', 
De fout die nu wordt gemaakt, is slechts 
^ ~ j deel van het geheel! 

PYTHAGORAS AIRII, ^noi 
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