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Problemen - Oplossingen

Onverwachte verwachtingen,
deel 1

De wiskunde van
Hendrik Lenstra

Journaal

Oplossingen
Kleine nootjes nr. 3




door Dick Beekman en Jan Guichelaar

Kleine
ne

Hardlopen
Arjan, Bart en Cees doen
dagelijks een hardloopwedstrijd.
Na dertig dagen is de volgende
situatie bereikt:
Arjan eindigde vaker voor Bart dan
na Bart, en Bart eindigde vaker voor
Cees dan na Cees. Kan het zo zijn
dat Cees vaker voor Arjan dan
na Arjan eindigde?
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Kleine nootjes zijn puzzeltjes

die weinig of geen wiskundige
voorkennis vereisen om opgelost
te kunnen worden.

De antwoorden vind je in het
volgende nummer van Pythagoras.

tjes

Dobbelsteen
Jim gooit een aantal keren met

een dobbelsteen. Gemiddeld gooit
hij 4,2 ogen. Hoe vaak heeft
Jim minimaal gegooid?




Zes stokjes
Marry heeft zes stokjes,
met lengtes 5,5, 5,5, 5 en 6.
Hoeveel verschillende
viervlakken kan zij daarmee
maken? En als de lengtes
5,5,5,5,6 en 7 zijn?

Schoenen
Hoeveel schoenen gaan er in een
dozijn? En hoeveel schoenenparen?

Vrachtwagen
Een vrachtwagen passeert
een andere vrachtwagen met
anderhalf keer zijn snelheid (van neus
naast achterkant tot achterkant naast
neus). Hoeveel keer zo snel gaat de
passage als ze elkaar tegemoet
komen (neus-neus tot achterkant-
achterkant)?
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door Roland van der Veen

illustraties Marco Swaen

‘De vorm van de ruimte

Wat is de vorm van de ruimte om ons heen
en hoe kunnen we daar achter komen? Op
deze vraag vond de beroemde wiskundige
Henri Poincaré in 1904 een gedeeltelijk
antwoord, maar hij kon zijn vermoeden
niet bewijzen. Honderd jaar later is zijn
vermoeden een van de onopgeloste
millennium problems waarmee je een
miljoen dollar kunt verdienen. Mogelijk
gaat de prijs naar de Rus Grisja Perelman,
zijn bewijs weerstaat al twee jaar

lang alle kritiek.

Het Poincaré-vermoeden

De ruimte om je heen ziet er simpel uit: hij
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‘Kaart’ van de 3-torus

strekt zich gelijkmatig en voorspelbaar in
drie richtingen of dimensies uit: van boven
naar beneden, van achteren naar voren en
van links naar rechts. Alles ertussen kan
netjes met codrdinaten worden vastgelegd
via een assenstelsel in deze richtingen. Maar
krijg je zo ook een complete beschrijving
van onze gehele ruimte?

Het antwoord is nee, want anders zou je
ook wel kunnen beweren dat de aarde plat
is omdat die er van dichtbij overal min of
meer plat uitziet. Pas vanuit de ruimte kun je
zien dat de aarde rond is. Als je alleen maar
kijkt naar wat je direct om je heen ziet, merk
je dat niet. Net zo zou de ruimte als geheel




best een bizarre vorm kunnen hebben zon-
der dat je dat van binnenuit direct kunt zien.
We zouden bijvoorbeeld best in een 3-sfeer,
de ruimtelijke ‘schil’ van een vierdimensio-
nale bol, kunnen wonen!

Om erachter te komen wat de vorm van
ons heelal is, kunnen we niet buiten het

heelal stappen. Poincaré zocht daarom naar

manieren om achter de vorm van de ruimte
te komen zénder die ruimte te hoeven verla-
ten. Het Poincaré-vermoeden is een poging
in die richting.

Poincaré-vermoeden: als alle wegen met
hetzelfde begin- en eindpunt met elkaar ver-
want zijn en de ruimte is gesloten, dan heeft
de ruimte de vorm van een 3-sfeer.

De begrippen ‘verwante wegen’, ‘gesloten’
en ‘3-sfeer’ leggen we verderop uit. Toch zie
je waarschijnlijk wel dat het vermoeden een
manier aangeeft om in het geval van een
‘3-sfeer’ van binnenuit te ontdekken in wat
voor ruimte je zit.

Lagere dimensies

Om te begrijpen wat het Poincaré-vermoe-
den betekent, onderzoeken we eerst ‘platte
ruimten’, zoals het (aard)boloppervlak,
waar we wél van buitenaf bovenop kunnen
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kijken. Om de parallel te blijven zien met de
ruimte om ons heen, moeten we het bolop-
pervlak, of welke andere ‘platte ruimte’ dan
ook, steeds beschouwen als een ruimte op
zichzelf. Zie die ruimte maar als een platte
schil waarbinnen kleine platte wezentjes
leven die hun ‘ruimte’ zien als een platte
vlakte met maar twee echt verschillende
richtingen: voor/achter en links/rechts. Deze
wezentjes, de platlanders, hebben er geen
weet van dat hun wereld eigenlijk een bol-
oppervlak is in een driedimensionale ruimte.
De begrippen ‘boven’ en ‘onder’ zijn voor
hun totaal niet voorstelbaar. Zo leven wij zelf
namelijk ook in onze ruimte met het idee
dat er drie richtingen zijn (boven/onder is de
derde) zonder een voorstelling of zelfs maar
woorden voor een mogelijke vierde richting.
Het aantal onafhankelijke richtingen
binnen een ruimte heet de dimensie van
die ruimte. Onze eigen ruimte heeft drie
dimensies en het oppervlak van een bol
maar twee. (Anders dan in het normale
spraakgebruik, waarin een boloppervlak wel
driedimensionaal wordt genoemd, gaat het
in dit stuk steeds over wat je van binnen de
ruimte ziet en in het geval van de bol is dat
een vlakte, iets tweedimensionaals dus.)
Als we over een ruimte praten, dan bepaalt
de dimensie precies hoe die ruimte er van

Figuur 1
Een torus en
twee krakelingen




binnen voor zijn bewoners uitziet, namelijk
‘plat” in het geval van de bol en ‘zoals we
het kennen’ in onze eigen ruimte. Maar wat
de vorm van de ruimte in zijn geheel is, ligt
hierdoor nog niet vast.

Lijnlanders
In een ééndimensionale ruimte kun je als
bewoner maar één richting op, namelijk naar
voren (of naar achteren). Er valt dus niet
veel te zien en elkaar inhalen is onmogelijk.
Hoewel de ruimte er overal plaatselijk uitziet
als een lijn, betekent dit nog niet dat de
ruimte in zijn geheel ook een onbegrensde
lijn is. Het zou ook een cirkel kunnen zijn,
want plaatselijk is er geen verschil tus-
sen een lijn en een cirkel. Van binnenuit is
de enige manier om hier achter te komen
steeds rechtdoor te lopen en te kijken of je
vanzelf weer terugkomt waar je begon.
Omdat het erom gaat wat ‘lijnlanders’
binnenin zien, heeft het geen zin om een
ovale, een driehoekige of een cirkelvormige
ruimte uit elkaar te houden. In het algemeen
zullen we steeds alle ruimten die als elas-
tiekjes opgevat hetzelfde zijn, als hetzelfde
beschouwen. Anders gezegd: we kijken
door de bril van de topologie (‘rubbermeet-
kunde’, het thema van de vorige jaargang

Figuur 2
Paden op de bol
en de torus
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van Pythagoras). We hebben zojuist al alle
mogelijke ééndimensionale ruimten be-
schreven. De aanname dat de ruimte er op
alle plaatsen uitziet als een lijn, laat topolo-
gisch gezien geen andere globale vormen
toe dan een cirkel of een onbegrensde lijn.

Platlanders

Voor tweedimensionale ruimten blijkt veel
meer mogelijk, zoveel zelfs dat we ons vanaf
nu beperken tot gesloten ruimten. Dit zijn
ruimten waar je niet oneindig ver van je

startpunt kunt komen. In de formulering van

het Poincaré-vermoeden hierboven gingen
we ook uit van een ruimte die gesloten was.
Andere voorbeelden van gesloten ruim-

ten zijn de (ééndimensionale) cirkel en het
(tweedimensionale) boloppervlak. Die zijn

in zichzelf gesloten, zodat je onmogelijk
oneindig ver van huis kunt komen. In een
ruimte die bestaat uit een oneindig vlak, kan
dit uiteraard wel gebeuren.

Naast het boloppervlak zijn er nog veel
meer gesloten tweedimensionale ruimten,
bijvoorbeeld de torus. Dat is het oppervlak
van een ring of een zwemband, zie figuur 1.

Ook krakelingen, oppervlakken met meer
dan één gat, zijn mogelijk. De precieze vorm
van de ruimte maakt niet uit. Hier gaat het




Figuur 3
Verwante paden

er namelijk om hoe de platlanders die op
zo'n oppervlak leven, hun ruimte zouden
beschrijven. De gaten, die wij van buitenaf

zien, kunnen de platlanders niet waarnemen.

Zij kunnen zich de gaten zelfs niet voorstel-
len, omdat die buiten hun platte ruimte lig-

gen. August Mobius heeft bewezen dat we

zojuist alle mogelijke gesloten tweedimen-

sionale ruimten hebben beschreven: het zijn
of bollen 6f krakelingen (zie ook Pythagoras
44-3 (januari 2005)).

Verkenningstochten

De vraag die we uiteindelijk voor onze eigen
ruimte willen beantwoorden, is hoe je er van
binnenuit achter komt wat de vorm van de
ruimte is. Platlanders kunnen het antwoord
op deze vraag vinden door systematisch
door hun ruimte te lopen en hun paden te
markeren.

Laten we eerst kijken hoe ze op zo'n
manier een bol van een torus kunnen on-
derscheiden, zie figuur 2. In beide ruimten
onderzoeken we hoe je van een startpunt S
naar een eindpunt E kunt lopen. Van buiten-
af is het makkelijk te zien dat er op de torus
veel echt verschillende paden van S naar E
mogelijk zijn, terwijl op de bol alle paden
van S naar E met elkaar verwant zijn. Met
verwante paden bedoelen we paden die
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geleidelijk in elkaar over kunnen gaan, zoals
bij een elastiekje, maar natuurlijk zonder de
ruimte (het oppervlak) te verlaten, zie fi-
guur 3. De platlanders op de torus kunnen
zélf ontdekken dat er paden van S naar E
zijn die niet met elkaar verwant zijn. Ze zul-
len zelfs oneindig veel niet-verwante windin-
gen vinden rond hun torus. Daarmee weten
ze zeker dat ze niet op een bol leven. Als
het echt goede wiskundigen zijn, kunnen ze
na zo'n onderzoek zelfs beredeneren dat er
maar één ‘gat’ in hun ruimte zit, dus dat ze
op een torus en niet op een krakeling leven!
Op dit soort redeneringen baseerde
Poincaré ook zijn vermoeden. Hij vroeg zich
af of je in de echte ruimte ook zeker weet
wat de vorm ervan is als je merkt dat alle
wegen met hetzelfde begin- en eindpunt
met elkaar verwant zijn. We zullen zien dat
er in elk geval één gesloten ruimte is waarin
alle wegen met elkaar verwant zijn, name-
lijk de 3-sfeer. Poincarés vermoeden is dus
dat de 3-sfeer de enige gesloten ruimte is

met deze eigenschap, net als het bolopper-

vlak (dat je ook wel de 2-sfeer zou kunnen
noemen) dat is bij de tweedimensionale
gesloten ruimten.

Ruimtelanders
Nu zijn wij zelf de platlanders, of liever




Figuur 4 Kaart van de 2-sfeer (boloppervlak) en van de 3-sfeer

gezegd, de ruimtelanders. We weten alleen
hoe het is om binnen onze ruimte te zijn,
maar dat vertelt ons weinig over de vorm
van de ruimte zelf. De beste manier om toch
een voorstelling te krijgen van zulke driedi-
mensionale ruimten, zoals de 3-sfeer, is door
er kaarten van te maken.

In figuur 4 staan boven bekende kaarten
van de wereld, en beneden kaarten van de
3-sfeer. Reizen we van Europa zuidwaarts
naar de evenaar, dan weten we dat we
daarna vanzelf in het zuidelijk deel van
Afrika op de andere kaart uitkomen. We
stellen ons dus voor dat de kaarten van
het noordelijk en het zuidelijk halfrond (dat
zijn twee cirkelschijven) langs hun randen
(de evenaar) aan elkaar vastzitten, zodat
ze samen de hele globe vormen. Net zo,
maar dan met één dimensie meer, moeten
we de kaarten van de 3-sfeer lezen. Deze
bestaan niet uit twee schijven, maar uit twee
massieve bollen die de rol van noordelijk en
zuidelijk halfrond spelen. De oppervlakken
van de twee bollen zitten weer aan elkaar
vast en spelen dus de rol die de evenaar op
de globe heeft. Binnen de bollen kun je vrij
heen en weer lopen of vliegen. Het ziet er
daar heel vertrouwd driedimensionaal uit,
zeker als je heel klein bent ten opzichte van
de grootte van de bollen.
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2-sfeer

3-sfeer

Hoewel we ons niet direct kunnen voorstel-
len hoe de 3-sfeer er als geheel uitziet, heb-
ben we zo toch een aardig beeld. De 3-sfeer
is de driedimensionale versie van het bolop-
pervlak, zoals de bol weer de tweedimensio-
nale versie van de cirkel is. Op de twee kaar-
ten van de 3-sfeer kunnen we bijvoorbeeld
duidelijk zien dat de 3-sfeer net als de bol
gesloten is, want je kunt niet oneindig ver
wegkomen van je beginpunt. Bovendien zijn
alle paden tussen twee punten binnen de 3-
sfeer met elkaar verwant. Om dit in te zien,
redeneren we als volgt. Voor twee paden
die helemaal binnen dezelfde kaart (mas-
sieve bol) liggen, is het duidelijk. Liggen de
paden niet binnen één bol, dan kunnen we
altijd twee andere kaarten van de 3-sfeer
maken waarvoor dit wél het geval is. Het

is namelijk niet wezenlijk dat je de 3-sfeer
precies langs een ‘evenaar’ in twee kaarten
knipt. Je kunt één kaart zo klein maken dat
die helemaal buiten de twee gegeven paden
ligt. De andere kaart bevat dan automatisch
de paden allebei, en binnen die kaart kun je
ze dus in elkaar vervormen.

De 3-torus

Ook de torus heeft een driedimensionaal
broertje, de 3-torus, die we in figuur 5 in
kaart hebben gebracht (op dezelfde manier




als de 2-torus). De rechthoek is een kaart
van de gewone torus zoals platlanders die
zouden kunnen maken. De bedoeling is dat
eerst de lange zijden aan elkaar geplakt
worden. Je krijgt dan een cilinder waarvan
de uiteinden gevormd worden door de over-
gebleven zijden. Plak je die ook aan elkaar,
dan krijg je inderdaad een torus. Veel oude
computerspelletjes speelden zich dus af op
een torus, want daar kwam je beneden weer
terug als je boven het scherm verliet en net
zo voor opzij.

De kaart voor de 3-torus werkt op de-
zelfde manier: we nemen nu een driedimen-
sionale rechthoek, dat wil zeggen een blok,
en plakken boven aan onder, links aan rechts
en achter aan voor. Stel dat je kamer een
3-torus was, dan ging de linker muur over in
de rechter muur, als je recht naar voren kijkt
zie je je rug, en een kraai die door de vloer
vliegt komt door het plafond weer tevoor-
schijn, zie de tekening op pagina 4.

Uit Poincarés vermoeden volgt dat er
paden in de 3-torus moeten zijn met een
gelijk begin- en eindpunt die niet met elkaar
verwant zijn. Maar dat zie je ook direct,
want net als bij de gewone torus zit er een

onzichtbaar gat in de 3-torus waar je paden

omheen kunt winden. Denk bijvoorbeeld
aan een pad dat door het plafond naar

Figuur 5 Kaart van de 2-torus en van de 3-torus

boven verdwijnt en dus via de vloer weer
tevoorschijn komt, en dan weer bij het be-
ginpunt eindigt.

Hoewel willekeurige driedimensionale
ruimten erg moeilijk voorstelbaar zijn, is het
verrassend dat er bij zo'n ruimte wel altijd
kaarten te maken zijn. Deze kaarten lijken
erg op die van de 3-sfeer, maar nu met twee
massieve krakelingen in plaats van bollen.
Helaas zijn deze kaarten niet gemakkelijk te
lezen, omdat hun oppervlakken meestal op
buitenissige manieren aan elkaar geplakt zijn.

Een van de dingen die het Poincaré-ver-
moeden zo moeilijk maken, is dat paden
hopeloos in de knoop kunnen raken en nog
erger, dat de ruimte zelf ‘geknoopt’ kan
zijn. Het begrip ‘knoop’ is typisch voor drie
dimensies: in één of twee dimensies bestaan
geen knopen, omdat er niet genoeg ruimte is
om een knoop te leggen. In vier of meer di-
mensies blijkt er te veel ruimte te zijn om een
knoop nog vast te kunnen trekken en dan
bestaan er dus ook geen knopen. De vier- of
meer dimensionale versie van het Poincaré-
vermoeden is daarom wél bewezen.

Op de volgende pagina kun je lezen over
Perelmans idee voor het bewijs van het
Poincaré-vermoeden.

2-torus

. 9
3-torus
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Grisja Perelman en het
Poincaré-vermoeden

De Rus Grisja Perelman pakt het Poincaré-
vermoeden aan door te laten zien dat je
iedere driedimensionale ruimte in een aantal
eenvoudigere meetkundige stukken kunt
snijden. Binnen al deze stukken kun je (bijna)
net zo ruimtemeetkunde doen met lijnen,
afstanden, hoeken, vlakken enzovoort, als
we gewend zijn. Het was al langer bekend
dat het Poincaré-vermoeden waar is voor
ruimten die zich zo gemakkelijk laten verde-
len, maar het leek onwaarschijnlijk dat ook
de ingewikkeldste geknoopte ruimten op
deze manier te verdelen waren.

Wat het nog moeilijker maakt, is dat er
niet één meetkunde is die werkt op alle
meetkundige ruimten. In twee dimensies is
dit net zo: op een bol is prima meetkunde
te doen, maar dat is niet de bekende vlakke
meetkunde. Een driehoek tekenen met drie
rechte hoeken is op een bol bijvoorbeeld

geen enkel probleem; in het vlak lukt het

niet. Voor driedimensionale ruimten spelen
naast de ruimtemeetkunde die we kennen
nog niet minder dan zeven andere typen
meetkunde een rol.

Perelmans bewijs lijkt op het opblazen
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van een ballon. Geleidelijk blaast hij de
ruimte op met de zogenaamde Ricci flow.
Zo creéert hij gebieden die steeds meer
op bekende typen meetkundige ruimten
gaan lijken. Wat er mis kan gaan, is dat
twee aangrenzende gebieden naar verschil-
lende typen meetkundige ruimte streven.
In dat geval barst de ruimte op de grens
uiteindelijk uit elkaar. Met technisch heel
subtiele chirurgie kan dit probleem voorko-
men worden door de ruimte vlak voor het
moment van barsten bij de grens open te
snijden en er aan beide kanten massieve
bollen of torussen in te naaien. Vervolgens
wordt de Ricci flow opnieuw gestart en gaat
de vorming van meetkundige stukken ver-
der. Perelman laat zien dat je zo eindeloos
door kunt gaan met opblazen en opereren,
en dat je uiteindelijk inderdaad alleen maar
bekende meetkundige stukken overhoudst,
zodat het Poincaré-vermoeden dan bewe-
zen is.

Of Perelman het Poincaré-vermoeden nu
echt bewezen heeft of niet, zijn werk geeft
een originele nieuwe kijk op het samenspel
tussen topologie en meetkunde.




UDOKU

met de computer

door Jos Groot

Als wij een sudoku-puzzel oplossen, moeten we daar nog aar-
dig bij nadenken. Het is dan ook frustrerend om te zien hoe

makkelijk een computer een sudoku invult. Hoe doet een com-

puter dat? In dit artikel bespreekt Jos Groot de methode van

‘backtracking'’.

Verschillende methoden

Er zijn verschillende manieren waarop een
computer sudoku’s kan oplossen. Eén me-
thode is wat ik zou willen noemen de ‘men-
senmethode’. Menselijke sudoku-puzze-
laars hebben allerlei regels en handigheidjes
die ze gebruiken om de puzzel op te lossen.
Hiervan zijn verschillende aan de orde ge-
komen in het vorige nummer van Pythago-
ras. Die regels kun je één voor één in een
computerprogramma zetten. Na elke toe-
gevoegde regel test je het programma met
een aantal puzzels. Stel dat het programma

een bepaalde puzzel niet kan oplossen, dan
is je oplosmethode nog niet compleet, en is
er blijkbaar nog een regel nodig.

Andere methoden zijn niet gebaseerd
op menselijke slimheid, maar op de brute
kracht van de computer. Bij één zo'n metho-
de, ‘backtracking’ geheten, zoekt de compu-
ter domweg alle mogelijkheden af tot hij de
oplossing heeft gevonden. In feite maakt het
niet uit in welke volgorde hij de mogelijkhe-
den afzoekt, als hij maar onthoudt welke hij
al gehad heeft. Het enorme geheugen en de
rekencapaciteit stellen hem daartoe in staat.

3|5]6

7

912|7] |5

4

3

41112

Met backtracking lost de computer deze sudoku
op door 6885 keer een lus te doorlopen

PYTHAGORAS FEBRUARI 2006

1"



12

Backtracking
Bij backtracking bouwt de computer een be-
stand op van gedeeltelijk ingevulde sudoku’s
dat hij net zo lang uitbreidt tot hij de oplos-
sing heeft. Dat bestand zorgt ervoor dat hij
niet dezelfde mogelijkheid weer opnieuw
gaat proberen. Dat bestand is geordend als
een boom. Hieronder wordt de methode ge-
illustreerd aan de hand van het simpele ge-
val van een 2 x 2 sudoku, waarin één cijfer is
ingevuld. De enige regel is dat in elke kolom
en rij precies één 1 en één 2 komt te staan.
In elke ’knoop’ van de boom staat een deels
ingevulde sudoku. Naar beneden toe in de
boom is er steeds één vakje extra ingevuld.
De computer is steeds bezig in één van de
knopen van de boom. Een aanroep van het
programma heet een iteratie (herhaling).
Het is niet gek als je het volgen van het
onderstaande voorbeeld lastig vindt, het
is tenslotte een computermethode. Bij dit
voorbeeld zijn in totaal vijf knopen en vier

a C

b d

2

g
2

Backtracking
Een mini-sudoku

van 2 bij 2 wordt stap het eerste

takken, met slechts één knoop waar twee
takken aan ontspruiten.

Voor echte sudoku’s wordt het veel inge-
wikkelder. Bij de sudoku op pagina 11 krijg
je al 6885 knopen. Aan 2129 van die knopen
zitten geen (naar beneden wijzende) takken
vast, aan 2798 één, aan 1788 twee en aan
170 drie. Er zijn blijkbaar zoveel cijfers ge-
geven dat de mogelijkheden vier tot en met
negen (het maximum) niet voorkomen.

Voor- en nadelen van backtracking

De vertaling van ‘to backtrack’ is ‘op z'n
schreden terugkeren’ of ‘terugkrabbelen’.
Dat is precies wat de backtracking-methode
doet: teruggaan als het verder niet gaat. In
het voorbeeld hieronder is dat het geval bij
het derde plaatje.

De backtracking-procedure is niet alleen
iteratief, maar ook recursief. Dat wil zeggen
dat hij zichzelf aanroept. Duizelingwekkend,
een procedure die zichzelf aanroept die zich-

voor stap ingevuld. lege vakje

Daarbij wordt gewerkt
in de volgorde aan-

gegeven met a, b, ¢, d. hierin

passen 1 en 2;
hang beide
mogelijkheden

De mogelijkheden
worden steeds
onder aangehangen.
Loop je vast, dan ga
je naar boven tot je
naar rechts kunt.

eronder
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s n B \Nieuwe mogelijkheid

en ga naar het eerste
lege vakje in de linker

hier past geen 1
en ook geen 2, dus
terug naar boven, tot
je naar rechts kunt



zelf aanroept, enzovoorts. En dan moet ook
nog onthouden worden wat bij elke proce-
dure-aanroep uitgerekend is. Het is duide-
lijk: voor recursieve procedures heb je een
goed geheugen en uithoudingsvermogen
nodig. Geknipt voor een computer! Maar... is
die wel snel genoeg?

Een backtracking-programma is vaak sim-
pel en kort, elegant zelfs. Tenminste, als je
gevoel voor iteratieve procedures hebt. Een
programma volgens de mensenmethode is
langer en kost vaak meer tijd om te maken.
Het werkt echter wel doelgericht en is daar-
door snel. De backtracking-procedure is dat
lang niet altijd. Bij backtracking loop je im-
mers domweg de mogelijkheden af tot je de
goede tegenkomt. Op het eerste gezicht is
het overigens helemaal niet zo duidelijk hoe
je alle mogelijkheden af kan gaan, dus zo
dom is de methode ook weer niet. Maar als
je pech hebt, is pas de allerlaatste mogelijk-
heid de oplossing. Een sudoku oplossen kan

dan ook heel lang duren. Als de puzzel op
pagina 11 bijvoorbeeld wordt gespiegeld om
de middelste kolom, dan zijn er maar liefst
325764 in plaats van 6885 knopen. Dat is bij-
na 50 keer zoveel, wat de rekentijd van een
paar seconden op een paar minuten brengt.
Kortom, backtracking heeft duidelijk zijn
voor- en nadelen.

De Engelstalige Wikipedia geeft informa-
tie over andere methoden om sudoku’s met
de computer op te lossen.

Zie http://en.wikipedia.org/wiki/sodoku.

hier kan alleen 1,
dus vul die in en hang
die eronder

hier kan alleen 1,

dus vul die in en hang
die eronder
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geen lege
vakjes meer,
dus klaar
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door Chris Zaal

De proef
van
Eisenstein-Hopf

‘In de tijd dat ik wiskunde studeerde, moest
ik ook natuurkundepractica doen. Vrese-

lijk. Daar bakte ik niets van. Gelukkig sleepte
mijn goede vriend Han mij er doorheen. Han
studeerde natuurkunde en hielp mij bij die
practica. Op een gegeven moment moesten
we de proef van Eisenstein-Hopf doen. Een
metalen ring werd om een hangende ketting
geschoven. Door de ketting liep stroom en
rondom de ring werd een magnetisch veld
opgewekt. De ring moest langs de ketting
naar beneden vallen op een plaat met ijzer-
vijlsel. (Zoals je weet, komt in elke natuurkun-
deproef ijzervijlsel voor.)

Voor mijn studievriend was deze proef een
eitje. Han liet de ring los en die viel keurig op
de plaat met ijzervijlsel. Maar als ik de proef
deed, ging alles verkeerd. Steeds als ik de
ring losliet, bleef die in de ketting hangen. Ik
voelde me z6 dom! Toen de docent even niet
keek, heeft Han voor mij de proef gedaan en
was ik gered.’

Aldus Ed de Moor, wiskundige en onder-
wijskundige in ruste, op het verjaardags-
feest van zijn vriend Han Flamman. Ed be-
sloot zijn verhaal met een demonstratie van
de proef. Mét ring en ketting, maar zén-
der stroom, zonder magneetveld en zonder
plaat met ijzervijlsel. En inderdaad, de ring
bleef bij hem in de ketting hangen. Toen Han
de proef daarna herhaalde, viel de ring ge-
woon naar beneden.

De aanwezigen waren niet eens verbaasd.
Een deel van het verhaal klopte. Ed en Han

hebben samen gestudeerd, en Han heeft re-
gelmatig Ed geholpen bij zijn natuurkunde-
practica. Maar de proef van Eisenstein-Hopf
bestaat helemaal niet, die heeft Ed de Moor
voor de gelegenheid uit zijn duim gezogen.

Goocheltruc

De proef van Eisenstein-Hopf is in werkelijk-
heid een goocheltrucje dat een zekere han-
digheid vereist. Figuur 1 geeft de beginsi-
tuatie weer: een gesloten metalen ketting
hangt over je hand. De ketting hangt over de
vier vingers, over kootjes tussen de knokkels
van de hand en de grootste vingerknokkels.

Om de vrij hangende ketting schuif je van
onderen een metalen ring die je met duim
en middelvinger vasthoudt. Duim en mid-
delvinger zitten aan weerzijden van (het vlak
van) de ketting. De lijn tussen duim en mid-
delvinger staat loodrecht op het vlak van de
ketting.

Dan laat je de ring los. Niet bewegen of
draaien, maar simpelweg loslaten. Duim en
middelvinger bewegen niet méér dan nodig
is om de ring te laten vallen. Lukt de truc,
dan valt de ring niet op de grond zoals in fi-
guur 2, maar blijft met een knoop in de ket-
ting hangen, zie figuur 3.

Zelf maken

Je kunt deze puzzel zelf makkelijk maken. Ga
naar de ijzerhandel en schaf aan: 85 cm sani-
tairketting, een sluitinkje voor een sanitair-
ketting en een metalen ring met buitendia-
meter 5 cm en binnendiameter 4 cm. Alles




samen kost niet meer dan een euro of drie.
Sluit de ketting met behulp van het sluitink-
je, en klaar is Kees!

De truc

Zelf heb ik in oktober 2004 de proef van
Eisenstein-Hopf voor het eerst gezien. Wil
Strijbos, een fervent puzzelaar uit Venlo, de-
monstreerde de truc op de jaarlijkse bij-
eenkomst van de Nederlandse Kubus Club.
Meteen heb ik zo'n kettinkje en ring aange-
schaft. De twee weken daarna heb ik gepro-
beerd en geprobeerd. Eindeloos heb ik ge-
oefend, totdat ik op een gegeven moment
de truc doorhad. Toen ik de goocheltruc
eenmaal snapte, kon ik de truc feilloos uit-
voeren.

Als je ermee begint, lukt de truc soms per

ongeluk. Door te blijven proberen lukt de
truc steeds vaker, maar minstens even vaak
lukt het niet. Je hoeft er niets speciaals voor
te doen. Alleen maar loslaten. Er is een ge-
heimpje dat maakt dat de ring in een knoop
in de ketting blijft hangen. Een geheimpje
dat te snappen valt. Een geheimpje dat zo-
dra je het doorhebt heel logisch is. En dat

Figuur 2 Mislukt...

geheimpje... mag je zelf ontdekken! Anders
moet je wachten op het volgende nummer
van Pythagoras. Daar lichten we een tipje
van de sluier op.

Figuur 1 De beginsituatie

Figuur 3 Gelukt!




‘Pythagoras
Olympiade

door Arno Kret en Thijs Notenboom

In elk nummer van Pythagoras tref je

de Pythagoras Olympiade aan: twee
uitdagende opgaven die je doorgaans
niet in de schoolboeken tegenkomt. Ga
de uitdaging aan en stuur ons je oplos-
sing! Onder de goede leerling-inzenders
wordt per opgave een boekenbon van
20 euro verloot. Aan het eind van de
jaargang wordt gekeken wie in totaal de
meeste opgaven heeft opgelost. Deze
persoon, die geen leerling hoeft te zijn,
wint een boekenbon van 100 euro.

De tussenstand is te volgen op de web-
site van Pythagoras.

Hoe in te zenden

Insturen kan per e-mail:
pytholym@pythagoras.nu

of op papier naar het volgende adres:
Pythagoras Olympiade
Mathematisch Instituut

Universiteit Leiden

Postbus 9512

2300 RA Leiden

Voorzie het antwoord van een duidelijke
toelichting (dat wil zeggen: een bereke-
ning of een bewijs). Vermeld behalve je
naam, ook je adres, school en klas.

Je inzending moet bij ons binnen zijn véoér
31 maart 2006.
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OPGAVE
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Gegeven een positief geheel getal n,
bereken

>>()()

129

Achilles en de schildpad spelen een potje
Set (de spelregels staan in Pythagoras 39-2
(december 1999), zie ook www.pythagoras.
nu; ook kun je de regels lezen op
www.setgame.com).

Stel dat er nog maar drie kaarten over zijn
(de overige 78 kaarten zijn dus verdeeld).
Bewijs dat deze drie kaarten een set zijn.




OPLOSSING

124

Laat zien dat voor alle natuurlijke getallen n
waarvoor geldt dat n + 1 deelbaar is door 3,
de som van de delers van n ook deelbaar is
door 3.

Oplossing. Stel n + 1 is deelbaar door 3.
Dan geldtn =2 mod 3. Als d een deler is
van n, dan is 2 ook een deler van n.

Als voor twee getallen a en b geldt

a:-b=2 mod3

dan is a of b congruent aan 2 mod 3, en de
ander congruent aan 1 mod 3. Dit geldt dus
ook voor de getallen n en % . Eén van beide
is 2 mod 3 en de ander is 1 mod 3. De som
van beide is dus 0 mod 3.

Voor iedere deler van n kunnen we dus
een andere deler vinden zodat deze delers
samen gelijk zijn aan 0 mod 3. En dus is de
som van alle delers 0 mod 3.

Deze opgave werd opgelost door: Elias C. Buissant des
Amorie uit Castricum, P. Dekker uit Krimpen a/d lek,
Jacco Heres van het Sintermeertencollege te Heerlen,
Milo van Holsteijn uit Wageningen, Milan Lopuhaé van
het Gymnasium Felisenum te Velsen-Zuid, Clara Mer-
tens van het Sint-Jozefscollege te Aarschot, John Val uit
Leiden, Jens Vande Cavey van het Heilige-Drievuldig-
heidscollege te Leuven en H. Verdonk uit Den Haag.

De boekenbon gaat naar Jacco Heres.
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OPLOSSING
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Gegeven zijn een cirkel met middellijn AB
en een koorde (lijnstuk tussen twee punten
op de cirkel) ST met vaste lengte, die over
de cirkel beweegt. Als M het midden is van
de koorde en P de projectie van S op AB
(M en P bewegen met de koorde mee),
bewijs dan dat £SPM niet afhankelijk is van
de positie van de koorde ST.

Oplossing. Noem het middelpunt van de
cirkel R. Er geldt:

LSMR + LSPR =90° + 90° = 180°.

Dus is SMRP een koordenvierhoek. Laat ¢
de omgeschreven cirkel van SMRP zijn. Dan
staan £SPM en LSRM op dezelfde boog
van c. Dus geldt ZSPM = ZSRM. Omdat
LSRT = 2-/SRM constant is, is ZSRM, en
daarmee £SPM, dat ook.

Opmerking. Een aantal inzenders merkte
terecht op dat als punt A tussen S en T ligt,
£SPM dan omklapt. Als A samenvalt met
punt S of T, dan geldt natuurlijk £SPM = 0.
Inzendingen waarbij deze twee gevallen
ontbreken, hebben we goedgerekend.

Deze opgave werd opgelost door: Elias C. Buissant des
Amorie uit Castricum, Milo van Holsteijn uit Wage-
ningen, Clara Mertens van het Sint-Jozefscollege te
Aarschot, Jens Vande Cavey van het Heilige-Drievuldig-
heidscollege te Leuven en John Val uit Leiden.

De boekenbon gaat naar Clara Mertens.




door Henk Pfaltzgraff
o
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Frogrammeren oF Je TI-83 {of
-2 15 een fluitde van een
cent. Je drult op [PRGMICNER:
en [ENTERIs voert een naam

in en bedint te Prodrammeren.
Onder ZndiCATALOGT vind Je
alle ¢ OF wiw,
henkshoskde.com (K1iK op
Prihadoras’ HosHde) Kun Je
terecht voor aanuvuallende uitleds
downloadbare programma’s en
antwoorden ofF uvraden uit de
vorige aflevering.

De afstand tot de rand van een vierkant
Met een denkbeeldig pijltje werpen we
lukraak naar een punt binnen een vierkant
met zijde 1. Wat is de verwachtingswaarde
voor de afstand a van het getroffen punt P
tot de meest nabije zijde van dat vierkant?

Om deze verwachting te bepalen met de
GR, nemen we een groot aantal random-
punten binnen het vierkant met hoekpunten
(0,0),(1,0),(1,1)en (0, 1). De afstanden
van punt P(x, y) binnen dit vierkant tot de
vier zijden zijn danx, 1-x, y en 1 —y. De
kortste afstand is het minimum van die vier.
Hieronder zie je het programma, genaamd
Pindkant. Het benodigde commando mir
vind je onder [MATH]<NUM>.

FPROGRAM: PIH4KEANT

L lrHoMe

DT E+H

Lkl @

B rEncE Al randd Yy
PmirC O o D=6, 1=Y%D0 J+H
EHElaHE T+H4T
OubputCl . 1. rourdd T-H: 3]
Goto B
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We kunnen die verwachtingswaarde ook
theoretisch berekenen. Daar is wel wat
integraalrekening voor nodig. Wie daarmee
niet vertrouwd is, zal onze berekening niet
kunnen volgen en kan meteen verder lezen
bij ‘Een duel’. Wie er wel vertrouwd mee

is, heeft aan onze summiere uitleg die nu
volgt genoeg, en kan zelf de details verder
invullen.

Stel de stochast A is de afstand van P tot
een zijde. In de figuur bovenaan pagina 19
vormen de punten die op afstand a van de
rand liggen het blauwe vierkant. De vier
grijze rechthoekjes vormen het gebied van

de punten die hooguit 3 -da van het blauwe
vierkant verwijderd zijn. De kans dat P in het
grijze gebied ligt, is gelijk aan de oppervlak-
te van dat gebied, dus 4(1 - 2¢a) - da.

Op basis daarvan krijgen we voor de ver-
wachting van A:

1

EA = /2 4a(1 - 2a)da = L.
0




Voor de liefthebbers een variatie op dit
thema: wat is de verwachte afstand van een
willekeurig punt binnen een rechthoek van
2 bij 3?

Een duel

A en B houden een duel en schieten om de
beurt. A schiet met een trefkans p; B met
een trefkans q. Wie het eerst raak schiet,
heeft gewonnen. Als A begint, wat is dan de
kans dat A wint?

ROGRAN: DUELFPR
lrHoRs

romel. F. 0
T:@+H

L

i)
I

I
=]
=
a

r G

[¥ RCPiBoto 1
r-ancdE

It BLidsboto 2
Hok.G

L] |
T+1+TiMH+1+H

Tl .
ol 4 I
i
4
X
]

N AR EE SE I8 E5 EE GE S EE 58 98 S s s T

De theorie achter deze simulatie berust op
een meetkundige rij. De kans op winst van A
wordt immers berekend via het patroon raak
of mis-mis-raak of mis-mis-mis-mis-raak of ...
De gezochte kans is dus

p+A—p)A—qp+A-p>A-9)?p+
+1=p>A=g°p+-
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Volgens de somformule van een oneindige
meetkundige rij, met eerste term p en reden
1-p)A-gq),isdat

p = p =
1-A-pA-q9) p+q—rg

__ YVa
1/g+1/p—1°

Je kunt uit deze formule ook aflezen onder
welke voorwaarde A en B gelijke kans heb-
ben om te winnen. De laatste breuk moet
dan gelijk zijn aan 1. Ga zelf na dat dit leidt
tot het volgende verband:

Probeer het maar eens uit met bijvoorbeeld

1 1.
ngenq:g.

Antwoorden aflevering 3

Bij ‘Werpen met drie munten’ in de vorige
aflevering werden twee vragen gesteld. Na
36000 worpsimulaties heeft de tweede deci-
maal een betrouwbaarheid van 95%, voor de
derde decimaal zijn 100 keer zo veel simula-
ties nodig. Het antwoord van de opgave die
in ‘"Verwachtingswaarde’ stond, is 2,5278.
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door Dion Gijswijt

Schuitje varen

Annelies wil met haar bootje de Donau over-
steken en daarna weer terugvaren naar haar
vertrekpunt. Haar bootje vaart 5 meter per
seconde en het water in de rivier stroomt
met een snelheid van 4 meter per seconde.
Als de rivier 300 meter breed is, hoe lang is
het dan varen?

Drie op een rij

De burgermeester wil in het nieuw aan te
leggen park negen bomen planten. Graag
wil hij zoveel mogelijk drietallen bomen op
een rij. De lokale tuinarchitect komt met het
volgende voorstel:

et

/

TN [ L0
| \ | s |
| A |
AN /
/ AN
| V2 | N |
| ’ | N |
7 | P

‘Maar liefst acht rijen van drie bomen, het
absolute maximum!’, beweert de architect.
Heeft hij gelijk, of kun je meer dan acht rijen
van drie maken?
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Parelsnoer

Een koopman heeft een parelsnoer met acht
prachtige parels. Je mag alle parels heb-
ben, nadat je ze van elkaar hebt losgemaakt
door zevenmaal het snoer ergens door te
knippen. ledere keer dat je een stuk van het
snoer in tweeén knipt, moet je betalen: net
zo veel goudstukken als het grootste getal
op een parel in het stuk snoer waarin je
knipt. Voor hoeveel goudstukken kun je de
parels houden?

Leugenaars

In een klas van 21 leerlingen geldt voor elke
leerling dat hij/zij 6f een leugenaar 6f een
waarheidspreker is. De leerlingen weten pre-
cies wie de waarheid spreekt en wie niet.
De meester vraagt: ‘ledereen in deze klas
spreekt toch zeker de waarheid?’

Een leerling antwoordt: ‘Helaas, er is min-
stens één leugenaar in ons midden..." De
meester kijkt teleurgesteld en vraagt beves-
tiging aan de andere 20 leerlingen. Zij ant-
woorden één voor één: ‘Minstens 2, mees-
ter!’, ‘Minstens 3, meester!’, enzovoorts, tot
en met ‘Minstens 21, meester!’

De meester is geschokt! Wie is er nu eigen-
lijk een leugenaar?



Pinpassen

Hij kan bij één pas de juiste code vinden, of
bij één code de juiste pas, maar hij kan niet
alledrie de paren pas/code vinden (tenzij hij
geluk heeft).

Pentagram

Omdat opp AABC = opp AABD, geldt
f=b+d + 1/12. Hieruit volgt:
a+b+c+d+e=a+c+e+f-1/12=

1 2 _ 1
212~ 3"
A B
b
a
1 C
f iz
€ Xd
D ©

Rekenmachine
Als je x en y kunt maken, kun je ook

x+y=x—(zr —m)—y),

en
6x%y = (x +)° — (x —y)® —»3 —»?

maken. Dus met x = /7 en y=1 kunje6
maken en daarmee ook

1,1,1 .1 1,1
1:§+€+€+€+€+6'

Cijfers

Gegeven k cijfers, zijn er 2! getallen met

deze cijfers die de gevraagde eigenschap
hebben. Immers, van achter naar voor moet
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je steeds ofwel de grootste ofwel de klein-
ste van de resterende cijfers kiezen. Echter,
29 van deze getallen beginnen met een 0.
In totaal geeft dit

10\ (10 10\ o9
(1)+(2)2+---+(10)2 — 29 = 29012

mogelijke getallen.

Zes op een rij

Noem x, de tijd die het nog duurt als je al &
op een rij hebt. We willen dus x, weten. Als
je al 3 op eenrrij hebt, zeg 314, dan gooi je 21
met kans % eenvan 2, 5,6 en heb je 4 op
rij. Maar met kans ¢ gooi je 3 en heb je nog
steeds 3 op rij, met kans § gooije 1 en heb
je nog maar 2 op rij en met kans % gooi je 4
en heb je nog maar 1 op rij.

Dus x3 =1+ %X4+ %X3+ %xz + %xl.

Zo vinden we:

6xg = 6+ 6x1,

6x1 = 6+ 5x9 + x1,

6xg = 6+ 4x3+ x9+x1,

6xs3 = 6+ 3xq4 +x3+x9 + X1,

6xg = 6+ 2x5+ x4 +x3 + x2 + X1,
6xs = 64 xg+ x5+ x4 + x3 + x2 + X71.

Om dit makkelijk op te lossen, trek je steeds
twee opeenvolgende vergelijkingen van
elkaar af: 6(xo —x1) = 5(x1 —x2), ...,

6(x4 — x5) = (x5 — x6) .

Met x, - x, = 1 enx, = 0 volgt nu

5+6+9+18+54+324 416
X0 = ==

5 5

Lees ook het artikel Onverwachte verwachtingen op de
volgende pagina.



door Alex van den Brandhof en Jan Guichelaar

We zetten een aap achter een typemachine, die lukraak op de
toetsen begint te slaan. Lezen of begrijpen wat hij schrijft, kan
de aap niet. Hoe lang moet de aap gemiddeld typen tot het
woord ABRACADABRA verschijnt?

“Onverwachte
verwachtingen
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illustratie
Suus van den Akker

In een serie van twee artikelen lossen we of ABABA? Een onwetende op het gebied
het ABRACADABRA-probleem op. In deze van kansrekening is wellicht geneigd het
eerste aflevering bekijken we een vereen- eerste woord als ‘moeilijker’ te bestempe-

voudigd model: we zetten de aap achter een  len. lemand die wel wat van kansen weet, zal
typemachine met maar twee letters, Aen B.  misschien zeggen: bij vijf aanslagen op de

Bij elke aanslag op het toetsenbord heeft typemachine hebben beide woorden kans

elke letter kans 3 om geraakt te worden, (3)° = L om te verschijnen, dus ze zijn beide

onafhankelijk van elkaar. ‘even moeilijk’. Toch heeft de onwetende in
Welk van de volgende ‘woorden’ is voor zekere zin gelijk. In dit artikel leggen we uit

de aap ‘moeilijker’ om te typen: AAAAA waarom.

PYTHAGORAS FEBRUARI 2006



Eénletterwoorden

Hoe lang duurt het gemiddeld tot de aap
een A typt? Ofwel: wat is de verwachtings-
waarde van het aantal aanslagen tot de aap
een A typt? Deze verwachting is gelijk aan

1 1 1 1

Deze oneindige som valt uit te rekenen,
maar we kiezen ervoor om de betreffende
verwachting met een andere methode - die
ook in andere gevallen goed te gebruiken is
- te bepalen.

Met t noteren we de betreffende ver-
wachtingswaarde (straks leggen we uit
waarom). Bekijk nu de zaak als volgt. Na één
aanslag kan meteen een A verschijnen (de
kans hierop is %), maar het kan net zo goed
een B zijn (ook met kans 1).

/y A stop

start

Y

Figuur 1 De aap stopt zodra hij een A heeft getypt

In figuur 1 zie je een diagram dat de struc-
tuur van het probleem in kaart brengt. De
groene pijl betekent dat de aap een A typt,
de blauwe pijl betekent een B. Bij A is de
aap natuurlijk klaar. Bij B is de eerste aanslag
‘voor niets’ geweest; dit verklaart dat de
blauwe pijl in het diagram van ‘start’ naar
‘start’ gaat. De aap moet verder typen en
het duurt nu, behalve die eerste aanslag,
opnieuw t aanslagen. In formulevorm:

t=21.1+2(1+v).

Deze vergelijking lossen we makkelijk op.
We vinden t = 2.

Het aardige van deze methode is dat
de onbekende grootheid t ook weer in het
rechterlid verschijnt. Van deze truc zullen we
in dit artikel veel gebruik maken.

Stoptijden

De tijd waarop de aap stopt met typen,
wordt in de kansrekening wel een stoptijd
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genoemd. lets nauwkeuriger geformuleerd:
‘de stoptijd voor A’ is ‘het aantal aanslagen
dat nodig is om een A te typen’. Stoptijden
geven we aan met de letter T'; tussen haak-
jes zetten we erachter om welke stoptijd

het gaat. De stoptijd voor A noteren we dus
met T(A). De verwachtingswaarde ET'(A) van
deze stoptijd noteren we kortweg met t(A).

Straks zullen we enkele moeilijkere pro-
blemen behandelen. Dan vragen we ons niet
af hoe lang het gemiddeld duurt voordat
de aap één A op papier heeft, maar zijn we
bijvoorbeeld geinteresseerd in het aantal
aanslagen dat naar verwachting nodig is
voor een aaneengesloten rijtje van
vijfmaal A, dus in t(AAAAA).

Verder voeren we de notatie t, in: met
t,(AAAAA) bedoelen we het verwachte aan-
tal aanslagen dat nog te gaan is als de eerste
k symbolen van het woord AAAAA goed
zijn. Voor k = 0 krijg je natuurlijk de ‘startver-
wachtingswaarde”: t (AAAAA) = t(AAAAA).
Verder is t,(AAAAA) het verwachte aantal
aanslagen dat de aap doet vanaf het mo-
ment dat AA op papier staat. Als duidelijk 23
is om welk woord het gaat, noteren we
kortweg t,, zonder tussen haakjes het woord
erachter te zetten.

Tweeletterwoorden

Hoe lang moet de aap gemiddeld typen om
twee keer achter elkaar een A te krijgen, met
andere woorden: wat is t(AA)?

A/VAA stop

start Q

Figuur 2 De aap stopt als AA op papier staat

In figuur 2 is het diagram getekend. (Net als
in figuur 1 betekent een groene pijl dat een
A is getypt, een blauwe pijl stelt een B voor.
Dit geldt ook voor alle volgende figuren.) De
eerste aanslag is een A (met kans %) of een
B (eveneens met kans %). Er geldt dus:

to = 3(1+t;) + 3(1+to). (*)
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De grootheid t in het rechterlid is gemak-
kelijk te begrijpen: na een foute aanslag B
moet de aap opnieuw beginnen en duurt
het behalve die eerste aanslag opnieuw t,.
Dit verklaart dat de eerste blauwe pijl in het
diagram van ‘start’ naar ‘start’ gaat. Verder
kom je t, tegen: de verwachting van het
aantal aanslagen dat nog te gaan is om AA
te krijgen, nadat reeds een A getypt is. Als
de aap na die eerste A opnieuw een A typt,
is het doel bereikt. Maar als hij een B typt,
moet hij opnieuw beginnen en duurt het
weer t, om AA te bereiken. Daarom gaat
de tweede blauwe pijl van A naar start’. In
formulevorm:

t1=5-1+5(1+to). (%)
Nu hebben we twee vergelijkingen met twee
onbekenden (t, en t,). Vergelijking (x) kun-
nen we schrijven als
t,—t =2
en (xx) als
-t, + 2t = 2.
We willen alleen t, weten; oplossen levert
t(AA)=t,=6.
Natuurlijk geldt ook: t(BB) = 6.

W
S AB stop

Figuur 3 De aap stopt als AB op papier staat

start /
b

Hoe zit het daarentegen met het woord AB?
Zie figuur 3. Om de stoptijd voor dit woord
te berekenen, hebben we de volgende ver-
gelijkingen:

to=11+t)+ i1+t
en
t1=41.1+1
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De vergelijking voor t is natuurlijk hetzelfde
als bij het woord AA, maar de vergelijking
voor t, is anders. Dat is als volgt te verkla-
ren. Als de tweede aanslag een A is, hoeft
de aap niet van voor af aan te beginnen: het
eerste symbool van het woord AB staat er
dan al. Daarom gaat de tweede groene pijl
in figuur 3 naar zichzelf en niet naar ‘start’.
Het verklaart de grootheid t, in de tweede
term van het rechterlid in de laatst vermelde
formule.

We hebben wederom een stelsel van twee
vergelijkingen met twee onbekenden.
Oplossen geeft

t(AB) = t, = 4.

Uiteraard geldt ook: t(BA) = 4. Gemiddeld
genomen is de aap dus langer bezig met een
tweeletterwoord van dezelfde letters dan
met een tweeletterwoord van verschillende
letters!

Twee tweeletterwoorden

Als de aap stopt met typen als hij AA 6f BB
op papier heeft staan, hoe lang is hij dan
gemiddeld bezig? Met T(AA v BB) noteren
we de betreffende stoptijd. We willen de
verwachtingswaarde van deze stoptijd,
t(AA v BB), weten. We moeten t, opsplitsen
in tl,AAen tl,BB'
BB verschillend beginnen. Met t, ,, wordt
bedoeld: de verwachting van het aantal
aanslagen dat nog nodig is, als er al een
A (het eerste symbool van het woord AA)
staat. Met t, ,, bedoelen we uiteraard iets

omdat de woorden AA en

soortgelijks.

A —>» AA stop

<: i

B —» BB stop

Figuur 4 De aap stopt als AA 6f BB op papier staat

Uit het diagram in figuur 4 blijkt dat we het
volgende stelsel van vergelijkingen krijgen:

to = %(1 +t1AA) + %(1 + t18B)
1+ 2(1 +t1pp)
14 %(1 +t1.A4)

ti,aA =

t1,8B =

[T T



Dit stelsel van drie vergelijkingen met drie
t(A) = t(B) = 2

onbekenden kunnen we oplossen. We krij-
t(AA) = t(BB) = 6

gen:
t(AB) = t(BA) = 4

t(AA v BB) = t, = 3. t(AA v BB) = 3
t(AA ABB) = 9

Als de aap stopt als AB 6f BA op t(AB vV BA) =3
t(AB ABA) = 5

papier staat, geldt voor de verwachting
t(AB v BA) = t het volgende (zie figuur 5

voor het diagram): Gemiddeld typt de aap eerder AB dan AA. Maar

AA v BB duurt gemiddeld niet langer dan AB v BA.

to = 3(1+t1ap) + (1 +t1pa)

t1AB = 31+ 3(1+t1a8)
t1pa = 1+ 51+t
LBA 2 2 15a) Vijfletterwoorden
We gaan nog een stap verder: hoe lang
Oplossen levert: duurt het gemiddeld tot de aap een bepaald
woord van vijf letters heeft getypt? We
t(ABv BA)=t =3. bekijken de volgende vier woorden:
a. AAAAA

b. ABABA
9 c. AAAAB

e A > AB stop d. AAABA
start
\A B=—» BA stop Wat zijn de verwachte stoptijden van deze
R woorden?
Figuur 5 De aap stopt als AB 6f BA op papier staat Voor t(AAAAA) krijgen we de volgende ver-

gelijkingen, die onmiddellijk uit het diagram
in figuur 6 volgen.
Ondanks het feit dat AA en BB beide
verwachte stoptijd 6 hebben en AB en BA ty = %(1 +t1) + %(1 + to)
beide verwachte stoptijd 4, geldt dat t1 = 2(1+t)+ 21 +1to)
T(AA v BB) en T(AB v BA) dezelfde ver- 1 1
. t2=§(1+t3)+§(1+t0)
wachting hebben! ) .
Als we met T(AB A BA) het aantal aansla- t3 = 51 +1t4) + 31 +to)
gen dat nodig is tot de woorden AB en BA ty = 1+ 31+t
beide op papier staan noteren, dan geldt:
Dit zijn vijf vergelijkingen met vijf onbeken-

T(AB) +T(BA) = T(AB Vv BA) + T(AB A BA). den. Voor het oplossen van de stelsels van
vergelijkingen in dit artikel is de Regel van
Neem nu verwachtingen, dan krijgen we Cramer erg handig. In deel 2 kun je hier iets
over lezen. Wil je er nu al mee aan de slag
t(AB ABA)=5 gaan, dan kun je hem vinden op http://
mathworld.wolfram.com/CramersRule.html.
en op soortgelijke wijze De oplossing van t  in het bovenstaande
stelsel is
t(AA A BB) = 9.

t(AAAAA) = t, = 62.
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Figuur 6
De aap stopt als AAAAA op papier staat

Deze uitkomst is gelijk aan 25 + 24 + 23 + 22+
2%: in deel 2 zullen we dit verklaren.

Voor de andere vijfletterwoorden laten we
het tekenen van de diagrammen en het
opstellen van de vergelijkingen aan jou over.
De uitkomsten vind je in het kader onderaan
deze pagina.

Twee vijfletterwoorden
Hoe berekenen we t(AAAAB v AAABA),
de verwachting van het aantal aanslagen dat
nodig is tot een van de woorden AAAAB
(woord c) en AAABA (woord d) op papier
staat? Hier moeten we t, opsplitsenint,
en t, , omdat na het derde symbool de
woorden c en d verschillen. Met t,  wordt
bedoeld: de verwachting van het aantal aan-
slagen dat nog nodig is, als er al £ symbolen
op de juiste plek van woord c staan (idem
voor woord d).

We krijgen het volgende stelsel van verge-
lijkingen:

to= 11+t)+ 1A+t
t1= 31+t + F(1L+to)
to= A+t + F(L+to)
ts = 1(1+tee) + 21 +teq)
tac= 21+ 10+ta0)
tsq = 314+ 21+t

Dit stelsel van zes vergelijkingen kunnen
we oplossen. We krijgen
t(AAAAB v AAABA) = t = 22.

Ook berekenen we t(ABABA v AAABA),
de verwachting van het aantal aanslagen
dat nodig is tot een van de woorden
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ABABA (woord b) en AAABA (woord d)

op papier staat. Net als in het vorige geval,
moet t, worden opgesplitst zodra de woor-
den b en d gaan verschillen. Dat is voor £ = 2
het geval. Dit zijn de vergelijkingen:

to= A+t + 11+t
t1 =351 +1tap) + 31+ t20)
top = %(1 +t3p) + %(1 +to)
tog=3(1+t34) +3(1+1ta)
tap = 3(1+tep) + 5(1+t2,0)
ta =31 +tgq) + 3(1+t39)

ty = 1+ 3(1+1to)

[T G

tyg = 14+ %(1-{-1:0)

Oplossen van dit stelsel levert

t(ABABA v AAABA) = t, = 22.

Ondanks de onderling verschillende ver-
wachte stoptijden voor de woorden ABABA,
AAAAB en AAABA, zijn t(ABABA v
AAABA) en t(AAAAB v AAABA) gelijk!

t(AAAAA) = 62
t(ABABA) = 42
t(AAAAB) = 32
t(AAABA) = 34
t(AAAAB vV AAABA) = 22
t(AAAAB A AAABA) = 44
t(ABABA v AAABA) = 22
t(ABABA A AAABA) = 54

Om AAAAA te krijgen moet de aap gemiddeld 30

aanslagen méér doen dan om AAAAB te krijgen.
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De wiskunde van
Hendrik Lenstra

Brandweerman, voetballer, piloot - dat zijn
de favoriete beroepen van jongetjes van
zes, zo wist de onderwijzeres in de tweede
klas van de lagere school in Groningen. Tot
in 1955 zij de zesjarige Hendrik Lenstra in
de klas kreeg, die tot haar verbazing pro-
fessor in de wiskunde wilde worden.

Wie Hendriks familie kende, zou zich minder
verbaasd hebben. Zijn oom, J. de Groot, was
professor topologie in Amsterdam, en zijn ei-
gen vader, Hendrik Lenstra senior, was leraar
wiskunde en later rector, in Drachten en in
Groningen. In de jaren zestig verhuisde het
gezin naar Amsterdam waar Lenstra senior
wetenschappelijk medewerker werd aan de
Universiteit van Amsterdam. De wiskunde op
school maakte op Hendrik geen bijzondere
indruk. De wiskundige puzzels die zijn vader
hem thuis voorlegde des te meer. Niet alleen
op Hendrik trouwens, maar ook op drie van
zijn broers: uiteindelijk gingen vier jongens
Lenstra wiskunde studeren.

Al vroeg tijdens zijn studie blijkt Hendrik
niet alleen goed te zijn in het oplossen van
puzzels, maar ook van belangrijke open
vragen. Op twintigjarige leeftijd schrijft hij,
samen met een medestudent, zijn eerste
wetenschappelijke publicatie over een
combinatorisch probleem uit de theorie van

abelse groepen. Lenstra benut bij voorkeur
de nachtelijke uren om zich te verdiepen in
de vaktijdschriften en handboeken van de
instituutsbibliotheek. Haast verontschul-
digend zegt hij: ‘lk heb wel eens gehoord
dat echt goed worden in iets berust op een
tijdsinvestering van 10.000 uur.’ Die 10.000
uren heeft Lenstra, zo becijfert hij, in die
nachtelijke uren gemaakt, maar dat alleen
die uren genoeg zijn om de indrukwekkende
wetenschappelijke productie te verklaren die
volgde op zijn eerste publicatie uit 1969, zal
niemand geloven. Lenstra beschikt over uit-
zonderlijk talent, dat had wiskundig Neder-
land snel genoeg door. Op 28-jarige leeftijd
wordt hij dan ook benoemd tot hoogleraar
aan de Universiteit van Amsterdam. Die
leerstoel blijkt geen eindstation. In de loop
der jaren is hij gasthoogleraar aan een twin-
tigtal universiteiten en onderzoeksinstituten
over de wereld. Lange tijd is hij professor

in Berkeley (Californi&, VS), het onbetwiste
centrum van wiskundig onderzoek. Op dit
moment is hij hoogleraar aan de Universiteit
Leiden.

Zuiver en toegepast

Lenstra’s vakgebied is de algebraische
getaltheorie. Een vakgebied dat oogt als een
immens bouwwerk waarin de ene abstractie




op de andere gestapeld is, en dat daarom
gerekend wordt tot de ‘zuivere wiskunde'.
In de tegenstelling ‘zuivere’ versus ‘toege-
paste’ wiskunde zou de zuiver wiskundige
zichzelf vragen stellen met het oog op de
uitbouw van het theoretisch bouwwerk,
terwijl de toegepast wiskundige zich be-
zighoudt met vragen van buitenaf, met het
oog op praktisch nut. Lenstra’s wiskunde
onttrekt zich vaak aan deze tweedeling. Of
vragen theoretisch of praktisch van aard
zijn, maakt hem niet zoveel uit, als ze maar
interessant zijn.

Het artikel dat hem al op 25-jarige leeftijd
beroemd maakt, gaat over rationale functies
die invariant zijn onder een eindige abelse
groep, en heeft een geheel theoretisch ka-
rakter. Maar zeker zo bekend van hem is het
LLL-algortime, dat hij samen met zijn broer
Arjen en de Hongaar L&szlé Lovasz ontwik-
kelde. Het is een rekenrecept dat bij een stel
vectoren snel een geheeltallige combinatie
levert met kleine coéfficiénten. Dit algo-
ritme heeft voor een doorbraak gezorgd
op allerlei gebieden, zoals het ontbinden
van polynomen met gehele coéfficiénten,
zogenaamd ‘geheel programmeren’, en het
breken van bepaalde cryptosystemen. Sinds
het publicatiejaar 1982 worden regelmatig
nieuwe toepassingen en nog slimmere ver-
sies van het LLL-algoritme bedacht.

Van enkele jaren later dateert een belang-
rijk factoriseringsalgoritme. Daarbij wordt
van een te testen getal een factor bepaald,
door te rekenen op een elliptische kromme
over dat getal. Het is zo'n twintig jaar later
in veel gevallen nog steeds het snelste algo-
ritme, met name als het getal relatief kleine
factoren heeft. Het laat zien hoe een typisch
‘zuiver’ concept als de elliptische kromme
van grote praktische waarde kan zijn.

Popularisering

Lenstra houdt van zijn vak, dat merk je direct
als je hem over wiskunde hoort praten. De
colleges die hij geeft zijn glashelder en fris,
vaak humoristisch van toon. Ze zijn bij de
studenten dan ook zeer geliefd. Evenzo

zijn lezingen voor breder publiek. ‘Geen
onderwerp in de wiskunde is zo complex

dat je er niet een half uur interessant over
kan vertellen. Lenstra zet in zijn lezingen
niet zelden het wiskundig bouwwerk op zijn
kop: in plaats van ons moeizaam de weg
naar boven te laten volgen, van de ene notie
naar de andere tot we uiteindelijk amechtig
een interessant resultaat te zien krijgen, zet
hij ons meteen op te top, waar we eenmaal
enthousiast over het resultaat, nieuwsgie-
rig naar beneden kijken om te zien hoe dat
resultaat bereikt kon worden.

Ook via de media laat Lenstra graag zien
wat de wiskunde vermag. Een goed voor-
beeld is het project rond Eschers ‘Prenten-
tentoonstelling’. De prent berust op een
Droste-effect, dat Escher echter niet geheel
uitwerkte waardoor er in het midden een
lelijke open plek zit. Met technieken uit de
algebraische meetkunde werd het gat netjes
opgevuld.

In 2000 was er veel publiciteit bij de
reconstructie van de zogenaamde ni-steen in
de Pieterskerk te Leiden. Ooit bevond zich
in deze kerk de grafsteen van Ludolph van
Ceulen (1540-1610), met daarop de eerste
35 decimalen van &t die Ludolph met noest
rekenwerk bepaald had. De oorspronkelijke
steen ging helaas verloren, maar aan de
hand van een zeventiende-eeuws reisverslag
kon een reconstructie gemaakt worden, die
in het kader van het Wereld Wiskundig Jaar
2000 in de Pieterskerk werd geplaatst.

Voor het komende jaar staat een pro-
ject op stapel over het abc-vermoeden (zie
pagina 30). Aan dit open probleem uit de
getaltheorie is nog veel rekenwerk te ver-
richten. Scholieren uit het hele land zullen
daarbij betrokken worden.

Onderzoek doen
Van huis uit zijn wiskundigen geneigd alles
zelf op te bouwen. Je gebruikt een stelling
pas als je hem zelf bewijzen kunt. Lenstra
heeft in Berkeley geleerd dat die houding
niet vol te houden is; wil je op het hoogste
niveau meedoen aan onderzoek, dan moet je
handig gebruik maken van de resultaten van
anderen en je concentreren op vragen waar
je misschien een nieuwe stap kunt zetten.
Lenstra beschrijft hoe je een onderzoek



het beste kunt aanpakken. Verklein het
probleem tot een vraag die in één dag te be-
happen is. Werk die dag met volle kracht al-
leen aan die ene vraag. Lukt het je de vraag
te beantwoorden, ga dan de volgende dag
verder met een zwaardere vraag. Lukt het
niet, versimpel de vraag dan tot iets waar je
de volgende dag mogelijk wel antwoord op
zal weten te vinden.

Aan Lenstra’s stijl van onderzoek-doen
valt verder op dat hij gemakkelijk samen-
werkt met anderen. Waar sommige onder-
zoekers zich bij voorkeur afzonderen om
niet afgeleid te worden door andermans
ideeén, denkt Lenstra juist graag mee met
een ander. Van die samenwerking hebben
de vele jonge onderzoekers die hij opleidde
geprofiteerd.

Die belangstelling voor andermans ge-
dachten spreekt ook uit zijn aandacht voor
grote wiskundigen uit het verleden. Hij ver-
telt over Archimedes, Fermat en Kronecker
alsof hij net e-mail van ze heeft ontvangen.
'Het is verbazingwekkend hoe gemakkelijk
wiskundige gedachten tijd- en cultuurbar-
riéres passeren. Hoewel deze mensen in een

De m-steen in de
Pieterskerk te Leiden

geheel andere tijd leefden en over vrijwel
alles volkomen anders dachten dan wij, is het
zodra je hun wiskundige gedachten leest,
alsof ze in je eigen huid zitten.’

Professor

Waarschijnlijk had de zesjarige Hendrik in
Groningen nog geen beeld van de lange
lijst publicaties, de gasthoogleraarschappen
en de prestigieuze prijzen die nu achter zijn
naam staan. Maar de gemiddelde dagbeste-
ding van een professor sprak hem waar-
schijnlijk al aan. 's Ochtends bij het eerste
kopje espresso bedenk je welke interessante
vraag je vandaag eens zal gaan aanpakken.
En wie je zal bellen om dat eens samen te
gaan doen. Professor in de wiskunde bleek
een geslaagde beroepskeuze.

Meer informatie
Over het gat in Eschers 'Prentententoonstelling’ en over
de n-steen zie:
® Bart de Smit en Jaap Top (red.),
Speeltuin van de wiskunde, ISBN 90-76988-20-X
* http://escherdroste.math.leidenuniv.nl

Met dank aan Chris Zaal, Bart de Smit en Alex van den
Brandhof.

Ludolph van Ceulen

Het Droste-effect in Eschers ‘Prentententoonstelling’




‘Het abc-vermoeden

Het is niet moeilijk een wiskundige vraag

te verzinnen waar niemand het antwoord

op weet. De kans is echter klein dat zo'n
willekeurige vraag uitgroeit tot een van de
open problemen die de wiskundige ge-
meenschap bezighouden. Wil een vraagstuk
wiskundigen aantrekken zoals een kaarsvlam
de motten, dan moet het aan een hele serie
eisen voldoen.

Neem nu de beroemde laatste stelling
van Fermat uit 1670. Aantrekkelijk aan dit
probleem was de eenvoud ervan: ‘zijn er
gehele getallen x, y, z (ongelijk aan nul) met
x" +y" =2z" voor n = 3?' De terloopsheid
waarmee Fermat het vermoeden in een
kantlijn krabbelde droeg zeker bij, helemaal
omdat hij beweerde er een mooi bewijs voor
gevonden te hebben, dat helaas net niet in
die kantlijn paste. Fermats ‘laatste stelling’
bleek echter nog lang geen stelling te zijn,
maar een onbedwingbare veste die drie
eeuwen lang de aanvallen van de knapste
koppen weerstond. Uiteindelijk is het de Brit
Andrew Wiles gelukt met Fermats kantlijn-
krabbel af te rekenen. Hij mag sinds 1995 de
‘laatste stelling’ de zijne noemen.

Welk open probleem komt in aanmerking
de plek in te nemen die in 1995 is openge-
vallen? Wellicht het abc-vermoeden, dat in
1985 werd geformuleerd door David Masser
en Joseph Oesterlé. Hoewel bepaald niet
oud, blijkt het al grote aantrekkingskracht
op de wiskundigen te hebben. In tegenstel-
ling tot bij de meeste open problemen, is bij
het abc-vermoeden een beetje schoolwis-
kunde genoeg om de vraag te begrijpen. De
zwakke versie van het vermoeden luidt als
volgt.

Het abc-vermoeden. Laat a, b en c gehele,
positieve getallen zijn met ggd(a, b) =1 en
a + b =c. Als we met r het product van de
verschillende priemfactoren die ina, b enc
voorkomen noteren, dan geldt dat ¢ < r?.

We illustreren het vermoeden aan de hand
van twee voorbeelden.

Voorbeeld 1: a =7, 5 =20 enc = 27.

Het klopt dat 7 + 20 = 27 en ook dat

ggd(7, 20) = 1. Ontbind a, b en ¢ in priemfac-
toren, dan krijgje:a=7,6=2x2x5en

¢ = 3 x 3 x 3. De verschillende priemfactoren
die voorkomen, zijn 2, 3, 5 en 7. Dus
r=2x3x5x7=210.

Geldt nu dat ¢ < r2? Jazeker, 27 is veel klei-
ner dan 2102.

Voorbeeld 2: a =32, 6 =49 enc = 81.

De priemfactorontbinding van 32, 49 en 81 is
respectievelijk 25, 72 en 3*.

Dan geldtdatr=2x 7 x 3 = 42,

inderdaad: 81 < 422

De kwaliteit

Reken zelf ook aan een paar voorbeelden,
dan zul je zien dat ¢ behoorlijk ver onder r?
blijft. De macht 2 is blijkbaar nogal ruim;
laten we de macht die je écht nodig hebt ¢
noemen. Bij 32 + 49 = 81 heb je al

81 < 4218, dus g ~ 1,18. Bij 7 + 20 = 27 geldt
27 < 210%%2, dus g ~ 0,62. De benodigde
macht g noemen we de kwaliteit van het
drietal. Het is duidelijk dat ¢ = "logc en vol-
gens het abc-vermoeden zou g kleiner dan 2
moeten zijn.

Totnogtoe is de hoogste waarde van g die
aangetroffen is (in vijf decimalen) 1,62991.
Dat is bij het drietal @ = 2, b = 6.436.341 =
3% x 109 en ¢ = 6.436.343 = 23° (reken maar
na).

ledereen met een computer, of zelfs maar
met een goede rekenmachine, kan aan de
slag om een drietal met een hogere kwaliteit
op te sporen. Vind je zo'n drietal, dan ben je
direct beroemd. In de tabel op de volgende
pagina zie je de vijf hoogste kwaliteiten die
totnogtoe gevonden zijn.



De laatste stelling van Fermat

In het abc-vermoeden gaat het alleen over
eenvoudige zaken als optellen, vermenig-
vuldigen en priemfactoren. Maar dat het
allerminst een onschuldig vraagstuk betreft,
blijkt wel uit het feit dat de laatste stelling
van Fermat er een simpel gevolg van is.

Dat zie je als volgt: stel dat er wél drie ge-
tallen x, y en z zouden zijn met x™ + y" = z" en
n = 3. Je mag dan rustig aannemen dat x, y
en z onderling ondeelbaar zijn; zijn ze het
niet, haal dan de gemeenschappelijke factor
er eerst uit.

Neem dan a =x", b =y" en ¢ = z". Dan zijn
a, b en ¢ onderling ondeelbaar en geldt
a+b=c.

Ga er maar vanuit dat a, b en ¢ positief
zijn, dan zijn x* en y" beide kleiner dan z7,
dus zijn x en y kleiner dan z, zodat
r = xyz < z°. Maar dan moet z” < r? < 2%, ofwel
n < 6. De enige mogelijkheden voor n die
dan overblijven, zijn 3, 4 en 5. Maar er is al
meer dan anderhalve eeuw bekend dat
x" + y" = 2" voor die speciale gevallen zeker
geen oplossingen heeft.

Gezien alle moeite die het heeft gekost Fer-
mats laatste stelling te bewijzen, ligt het niet
in de lijn der verwachting dat we het abc-ver-
moeden spoedig zullen moeten vervangen
door weer een ander open probleem.

De sterke vorm van het vermoeden oogt
wat zwaarder:

Voor elke ¢ > 0 is er een contante C, > 0 z6
dat voor ieder drietal natuurlijke getallen
a,b,c meta +b=cenggd(a, b)=1 geldt:

c < Cp-rite,

In deze vorm is het abc-vermoeden verbon-
den aan tientallen andere belangrijke open
problemen uit de algebraische getaltheorie.
Dat versterkt het gevoel dat het bij het
abc-vermoeden om iets zeer fundamenteels
gaat.

Wil je meer weten over het abc-vermoe-
den, bezoek dan de abc-conjecture-home-
page: www.math.unicaen.fr/~nitaj/abc. Daar
vind je zowel informatie over het rekenwerk
(zoals de tabel met grootste kwaliteiten), als
over de theoretische achtergrond.

a+b a b c q
2 + 6436341 2 310 x 109 235 1,62991
121 + 48234375 112 32 x 58 %73 | 221 x23 1,62559
24833 + 5020969537415167 | 19 x 1307 | 7 x 292 x 318 | 28 x 322 x 5% | 1,62349
283 + 8251953125 283 511 x 132 28 x 3% x 172 | 1,58076
1+ 4374 1 2 x 37 54 x 7 1,56789

De vijf drietallen met de hoogste kwaliteit totnogtoe. De tweede, derde en vierde kolom geven de
priemfactorontbinding van a, b en ¢, de vijfde kolom geeft de kwaliteit van het drietal.
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Replica kwadrant van Snellius

Vorige maand werd in het Mathema-
tisch Instituut van de Universiteit
Leiden een replica van het kwadrant
van Snellius onthuld. Willebrord Snel
van Royen (1580-1626), bekend van de
naar hem genoemde wet over breking
van het licht (zie Pythagoras 43-4 (fe-
bruari 2004)), was ook een pionier op
het gebied van de landmeetkunde. Hij
bepaalde met een zogenaamd kwa-
drant afstanden tussen steden en dor-
pen. Een origineel kwadrant van Snel-
lius staat in het Boerhaave Museum
in Leiden. De replica werd aan prof.dr.
Gerrit van Dijk bij zijn afscheidsrede
aangeboden.

Bezoekers rondom de replica van het kwadrant, nadat deze was onthuld

Priemgetal

In het project Great Internet Mer-
Search (GIMPS)
stellen duizenden vrijwilligers
rekentijd op hun computer be-
schikbaar om te zoeken naar
Mersenne-priemgetallen. Dat zijn
priemgetallen van de vorm 2" — 1.
Op 15 december 2005 vonden Cur-
tis Cooper en Steven Boone zo'n
getal: 230402457 _ 1 Met 9.152.052
cijfers is dat het grootste tot nu toe
bekende priemgetal. Er zijn nu 43
Mersenne-priemgetallen bekend.
Het vermoeden is dat er oneindig
veel Mersenne-priemgetallen be-
staan, maar een bewijs hiervan
ontbreekt (zie ‘Spookgetallen’in de
vorige Pythagoras). De organisatie
van GIMPS looft een beloning van
50.000 dollar uit aan iedereen die
een recordgetal ontdekt. Wie als
eerste een priemgetal van meer
dan tien miljoen cijfers ontdekt,
ontvangt 100.000 dollar.

senne Prime

Webklas wiskunde

Van 27 maart tot en met 23 april
organiseert de Universiteit van
Amsterdam Webklassen voor scho-
lieren. Je kunt dan via het internet
kennismaken met een universitaire
studie. Zo'n klas kost je in totaal on-
geveer tien uur, verdeeld over vier
weken. Je kunt de webklas als basis
voor een profielwerkstuk gebruiken.
Er is ook een webklas wiskunde met
als onderwerp: De Riemann-hypo-
these, een miljoenenprobleem. Deze
webklas sluit goed aan bij het Py-
thagoras-jaarthema; zie ook wat er
over de Riemann-hypothese staat in
nummer 1 van deze jaargang.
Gewenste voorkennis: 5 vwo met
profiel NG of NT. Begeleiding: Ro-
land van der Veen (student wiskun-
de) en prof.dr. Jan van de Craats.

Meer inlichtingen en aanmelden:
www.studeren.uva.nl/
webklassen/programma.cfm

Nederlands
Mathematisch
Congres

Op 27 en 28 maart vindt
het 42ste Nederlands
Mathematisch Con-
gres plaats in Delft. De
tweede dag (28 maart)
is er onder meer een fo-
rumdiscussie over ‘re-
alistisch wiskunde-on-
derwijs versus abstract
denken’ met o.a. Rob-
bert Dijkgraaf (UvA) en
Kees Hoogland (APS).
Verder
drachten
meer Spinozaprijswin-
naars Henk Barendregt
(RU) en Hendrik Lens-
tra (UL).

Meer informatie:

zijn er voor-

van onder

www.wiskgenoot.nl/NMC
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Een echte Brueghel?

Wiskundigen van het Compu-
ter Science Department van het
Amerikaanse Dartmouth Col-
lege hebben een techniek ont-
wikkeld die de authentieke stijl
van een schilder in cijfers vat.
Belangrijke musea, zoals het
Metropolitan Museum of Art in
New York, vragen de wiskundi-
gen de echtheid van schilderijen
te controleren.

Dan Rockmore, een van de
wiskundigen, legt uit hoe het
werkt: ‘Eerst zet een scan het
schilderij om in digitale beelden
met een hoge resolutie en daarna
begint het statistische gedeelte.
De digitale reproductie van het
schilderij wordt in kleine gebie-
den ingedeeld, en daarin wordt
de dichtheid van verticale en

Oplossingen

Kleine nootjes
nr. 3

Deelbaar
Het getal is 3816547290.
Er is maar een oplossing.
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horizontale elementen berekend:
lijntjes en penseelstreken in
het schilderij. Een tweede stap
houdt verband met verwachtin-
gen. Het is net als wanneer je
een min of meer voorspelbare
persoon een poosje observeert:
je kunt dan aardig voorspellen
hoe die persoon zich ook in de
toekomst zal gedragen. Er wor-
den verschillen berekend tussen
de statistische voorspellingen en
wat de kunstenaar echt deed.
Zo krijg je een maat voor lokale
stijlcoherentie. Uiteindelijk zit je
met een collectie van tientallen
getallen (dimensies geheten), in
elk van de gebiedjes waarin het
schilderij was ingedeeld. Dat is
moeilijk visueel voor te stellen;
het is een soort wolk van punten.

Munten verplaatsen

Engelse drop
11,11 :
Over is 5XgX5=3 deel (in elk

van de drie richtingen wordt de
maat een half keer zo groot). Coen
heeft dus 350 gram opgegeten.

De volgende stap is dan een re-
ductie van die hele wolk tot een
voorstelling van een enkel punt
in een driedimensionale ruimte.’

De wiskundigen onderzoch-
ten onder meer schilderijen die
ooit aan Brueghel werden toe-
geschreven. De punten van de
schilderijen waarvan wordt aan-
genomen dat ze écht zijn, clus-
terden in de driedimensionale
representatie samen, terwijl de
‘punten’ van de andere schilde-
rijen op een afstandje rond die
kern verspreid lagen. De schil-
derijen die clusterden zijn vol-
gens de onderzoekers dus door
dezelfde hand geschilderd, door
Brueghel, de andere door imita-

tors.
Bronnen: www.kuleuven.be/ck/2004_05
en www.primidi.com/2006/01/01.html

Vertraging
De ontmoetings-
plaats is op % van de af-
stand van B en op % vanA
(% = %). Als A wacht, is B al
6% -60 = 5 km weg, maar legt van
daar tot het nieuwe ontmoetingspunt
dus % -5 = 2 km minder af. Het nieu-
we punt is dus 5 — 2 = 3 km voor-
bij C. Als B wacht, ligt het nieu-
we ontmoetingspunt ook 3 km
van C, maar dan aan de
andere kant.

Hoe laat?

Stel, de grote wijzer staat m
minuten voor de 6. De kleine wijzer
staat dan 2,5 + ﬁm minuten voor

de 9. Dan geldt: m = 2,5 + lem,
dus m = %. Het is dan dus 30/11
minuut voor half negen.
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