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Om rechte lijnen te trekken gebruik je 
een liniaal, cirkels maak je met een passer. 
Maar hoe teken je een ellips? We bekijken 
twee methoden, de een wordt toegepast 
door tuinmannen, de ander soms ongewild 
door glazenwassers. 

Wat is een ellips?
Niet elk rondje is een zuivere cirkel. Zo is 
ook niet elke ovale vorm een ellips. Cirkels 
zijn gemakkelijk te herkennen, maar waaraan 
herken je een ellips? 

Wil iets een ellips zijn, dan moet het in 
elk geval twee symmetrieassen hebben die 
loodrecht op elkaar staan, de lange as en 
de korte as. Het speciale van een ellips is 
dit: een ellips krijg je door een cirkel in één 
richting (gelijkmatig) uit te rekken. Dus als je 
iets hebt dat op een ellips lijkt, spoor dan de 
symmetrieassen op, verkort vanuit de korte 
as tot lengte en breedte gelijk zijn. Dat zou 
dan een cirkel moeten opleveren. 
Voor we ellipsen gaan tekenen, voeren we 

eerst wat termen in. Het snijpunt van de 
assen noemen we het middelpunt M van de 
ellips. De snijpunten van de ellips met zijn 
assen zullen we toppen noemen; de verre 
toppen V1 en V2 op de lange as, en de nabije 
toppen N1 en N2 op de korte as. De afstand 
van M tot een verre top noemen we a, de af-
stand van M tot een nabije top b. Zie figuur 1. 

De tuinman &
de glazenwasser

Figuur 1  Een ellips met symmetrieassen en 
toppen N1, N2, V1 en V2

door Marco Swaen
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De tuinman
Een bekende manier om ellipsen te tekenen 
is de zogenaamde tuinmanmethode. Die 
methode stamt uit de oudheid en wordt 
nog steeds toegepast door de tuinman om 
ovale perkjes af te zetten. De tuinman slaat 
dan twee paaltjes in de grond en neemt een 
touw dat hij aan beide paaltjes bindt, met 
wat speling. Dan trekt hij het touw strak met 
een stok en beweegt die stok terwijl het 
touw strak blijft. Het spoor dat hij dan trekt 
is een ellips, zie fi guur 3.  Dat dit echt een 
ellips oplevert, bewijzen we in kader 1 op 
pagina 8.

De plaats van de punaises
Op een tekenblad kunnen we hetzelfde 
doen met een koordje en twee punaises, zie 
fi guur 2. Stel je hebt een rechthoek waarin 

je een ellips wilt passen. Waar moet je dan 
de punaises zetten zodat de ellips precies 
past? De punten waar de punaises moeten 
staan heten de brandpunten van de ellips, 
we geven ze aan met F1 en F2, zie fi guur 4. 
Hieruit kunnen we afl eiden waar de brand-
punten precies moeten liggen en hoe lang 
het touwtje moet zijn. 

Kijk eerst naar de verre top V1. We zien 
daar dat de lengte van het touwtje gelijk is 
aan |V1 F1| + |V1 F2| = (a – |MF1|) + 
+ (a + |MF2|) = 2a. Het touwtje is dus even 
lang als de totale lengte van de rechthoek. 

Kijk nu naar de nabije top N1. Voor N1 
loopt het touwtje van F1 via N1 naar F2. Hier 
zie je dat |N1F1| + |N1F2| = 2a. Omdat 
|N1F1| = |N1F2|, is dus |N1F1| = a. De brand-
punten vind je dus door de halve lange as 
om te cirkelen vanuit N1. 

Figuur 2  De methode van de tuinman

Figuur 4  Waar moeten de punaises staan? (Neem een 
halve lange as vanaf de nabije toppen)

Figuur 3  De tuinman aan het werk met de paaltjes 
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Ellipsograaf
Probeer het tekenen met punaises en touw-
tje uit, en je zult merken dat het niet echt 
gemakkelijk gaat. Geen wonder dat er in het 
verleden gezocht is naar betere methoden. 
Dat leverde diverse instrumenten op die 
bekend staan onder de naam ellipsograaf. 
Een van de eerste vinden we beschreven in 
Simon Stevins Meetdaet uit 1605, zie fi guur 
6. Dit instrumentje werd zo’n halve eeuw 
eerder in Italië uitgevonden. Het principe 
achter deze ellipsograaf is goed uit te leg-
gen aan de hand van ‘de glijdende ladder’. 

De glazenwasser
Een glazenwasser heeft zijn ladder tegen 
de muur gezet en die ladder glijdt langzaam 
weg, zie fi guur 7. Aan de ladder hangt een 

emmertje; welke baan zal dat emmertje 
beschrijven? 

Pak deze vraag experimenteel aan, zie 
fi guur 5. Knip van karton een rechte hoek, 
en een strookje dat de ladder voorstelt en 
zet daar een stip op. Leg de ladder met de 
uiteinden tegen de twee benen van de hoek, 
varieer en markeer het spoor van de stip. 
Zo krijg je de baan van het emmertje, die 
verdacht veel op een (kwart) ellips lijkt. Dat 
de baan inderdaad een ellips is, bewijzen we 
in kader 2 op pagina 8. 

Bij de ellipsograaf van Stevin bevindt de 
emmer P zich niet tussen de uiteinden van 
de ladder, maar in het verlengde van de 
ladder. Ook dat levert een ellips, hetgeen je 
bewijzen kunt op ongeveer dezelfde manier 
als voor de emmer aan de ladder. 

Figuur 5  De methode van de glazenwasser

Figuur 7  De glazenwasser met de glijdende ladder Figuur 6  De ellipsograaf van Simon Stevin 

7

PYTHAGORAS SEPTEMBER 2006

PYTH-SON-SEPT-2eproef.indd   7 30-08-2006   09:59:00



De kromme van de tuinman is een ellips
Dat een ellips een uitgerekte cirkel is, bete-
kent dat je hem ook kunt zien als de doorsnij-
ding van een cilinder met een plat vlak. Pas in 
de cilinder van beide kanten bollen die zowel 
het vlak als de cilinder raken. Noem de punten 
waar de bollen raken aan het doorsnijdings-
vlak F1 en F2. Noem de cirkels waarlangs de 
bollen de cilinder raken 1  en 2 . Zie fi guur 8. 

We zullen nu laten zien dat voor elk punt P 
van de ellips |PF1| + |PF2| constant is, oftewel 
dat F1 en F2 brandpunten zijn. Neem dus wil-
lekeurig een punt P op de doorsnijdingskrom-
me. Kies P1 op 1  zodat PP1 in de lengterich-
ting van de cilinder loopt. Evenzo P2 op 2 . 
Dan zijn PP1 en PF1 raaklijnen aan dezelfde 
bol, dus even lang. Evenzo is 
|PP2| = |PF2|. Dus |PF1| + |PF2| = |PP1| + |PP2| = 
= |P1 P2 | = constant. 

We zien dus dat ellipsen gemaakt kunnen 
worden op de tuinmanmanier. In een gegeven 
rechthoek past maar één ellips. En ook de 
tuinman kan in een gegeven rechthoek maar 
één kromme passen (de plaats van de brand-
punten is bepaald). Blijkbaar zijn die tuinman-
kromme en de ellips hetzelfde. 

De kromme van de glazenwasser is een 
ellips
Ga uit van een assenstelsel met O als oor-
sprong, zie fi guur 9. Laat AB de ladder zijn, 
met A op de verticale as (de muur) en B op 
de horizontale as (de grond). Op AB ligt P, 
het punt waar de emmer hangt. Noem |AP| 
= a en |BP| = b. Trek cirkel 1 met middelpunt 
O en straal |AP|. Trek OQ evenwijdig met AB 
met Q op 1. Dan is APQO een parallellogram. 
Spiegel Q in de horizontale as, dat levert Q’. 
Het snijpunt van Q’Q met de horizontale as 
noemen we Px.
Merk nu op dat OQPx en BPPx gelijkvormig 
zijn. Dus |PPx| : |PxQ’| = |BP| : |OQ’| = |BP| : 
|AP| = b : a = constant. Dus de baan van de 
emmer krijg je door de cirkel 1 in verticale 
richting te vermenigvuldigen met een factor 
b/a. En volgens onze defi nitie is dat een ellips. 

Vragen
1. Hoe vind je het middelpunt van een cirkel? 
2. Hoe vind je het middelpunt van een ellips?  
En zijn toppen? 

De inhoud van dit artikel is terug te vinden in boek I van 
Meetdaet, Simon Stevin, Leiden 1605. 
Zie bijvoorbeeld: www.xs4all.nl/~adcs/stevin.

 1 

Figuur 9  De ellips en de ladder Figuur 8  De cilinder met ellips en bollen
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Twee seizoenen geleden hadden we de 
priemgetallenprijsvraag en vorig jaar de ze-
ven-prijsvraag. Ook dit jaar heeft Pythagoras 
weer een uitdaging in petto voor iedereen 
die van rekenen houdt, en schrijft daarom 
uit: de rekenprijsvraag. 

Coster-getallen
Bij de rekenprijsvraag draait het om Coster-
getallen. Een Coster-getal is een geheel ge-
tal dat je met +, –, x en : kunt maken uit zijn 
eigen cijfers, waarbij elk cijfer precies twee 
keer wordt gebruikt. In de berekening mag 
je de rekenvolgorde zelf bepalen, je mag dus 
haakjes zetten zoveel je wilt. ‘Cijfers plakken’ 
(bijvoorbeeld van een 1 en een 2 het getal 
12 maken) is niet toegestaan. 

Voorbeelden
Het getal 25 is een Coster-getal, want 25 = 
5 x 5 + 2 – 2. En ook 256 is ‘Coster’, want 
256 = (2 x 5 + 6) x (2 x 5 + 6). 

De opdracht
Er zijn twee categorieën, elk met een eigen 
vraag.

Coster-klein
is bestemd voor leerlingen tot en met 
veertien jaar. Ook hele klassen (tot en met 
klas 2 in het voortgezet onderwijs) kunnen 
meedoen. De opdracht is: vind alle Coster-
getallen van 1 tot en met 200. Je inzending 
bestaat uit een lijst van de Coster-getallen 
die je gevonden hebt. Uiteraard vermeld je 
bij elk getal hoe het uit tweemaal zijn eigen 
cijfers gemaakt kan worden. Onder de com-
plete inzendingen wordt het Pythagoras-ver-
rassingspakket verloot, inclusief 100 zelf vrij 
te besteden euro’s. 

Coster-groot
staat open voor iedereen. De opdracht is: 
zoek zo groot mogelijke Coster-getallen. 
Er is een prijs voor degene die het
grootste Coster-getal instuurt, tien-
tallig uitgeschreven, uiteraard met bijbe-
horend bewijs. 

In deze categorie zal de redactie ook een 
schoonheidsprijs toekennen voor de fraaiste, 
elegantste, of indrukwekkendste vondst op 
het gebied van de Coster-getallen. Je mag 
meer dan één Coster-getal insturen. 

De Rekenprijsvraag

127750 = 5 x 5 x 7 x (7 x (7 x (7 x 2 + 1) – 1) + 2) + 0 + 0 
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Het vinden van grote Coster-getallen zal 
niet meevallen. De redactie geeft bij dezen 
al een voorzetje met 127750 dat Coster is, 
want 127750 = 5 x 5 x 7 x (7 x (7 x (7 x 2 + 1) 
– 1) + 2) + 0 + 0. 

Inzenden
Je oplossingen kun je mailen of posten naar: 
René Swarttouw 
Afdeling Wiskunde 
Faculteit der Exacte Wetenschappen 
Vrije Universiteit 
De Boelelaan 1081a 
1081 HV Amsterdam 
e-mail: rene@pythagoras.nu 

Vermeld bij de oplossingen de naam van 
de opdracht: Coster-klein of Coster-groot. 
Vermeld verder je naam en adres, en als je 
scholier bent, de naam en het adres van de 
school, je leeftijd en je klas. Bij een klas-
seninzending moet bovendien de naam van 
de wiskundedocent opgegeven worden. 
Inzendingen moeten bij ons binnen zijn vóór 
15 januari 2007. 

Friedman-getallen
De Coster-getallen zijn speciaal voor deze 
rekenprijsvraag door Matthijs Coster 
bedacht. Wel bekend zijn de Friedman-getal-
len. Een getal is een Friedman-getal als je 
het kunt maken uit zijn eigen cijfers met de 
bewerkingen +, –, x, : en ^ (machtsverhef-
fen), waarbij je elk cijfer precies één keer 
gebruikt, en waarbij ‘cijfers plakken’ is toe-
gestaan. Zo zijn 125 = 51+2, 126 = 6 x 21 en 
128 = 28–1 Friedman-getallen. De Friedman-
getallen tot en met 100.000 zijn inmiddels 
bekend. 
Meer informatie over Friedman-getallen 
kun je vinden op 
http://www.stetson.edu/~efriedma/mathmagic/0800.

html 

http://en.wikipedia.org/wiki/Friedman_number

127750 = 5 x 5 x 7 x (7 x (7 x (7 x 2 + 1) – 1) + 2) + 0 + 0 

256 = (2 x 5 + 6) x (2 x 5 + 6)
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In de geschiedenis van de wiskunde wordt 
1654 gezien als het ‘geboortejaar’ van de 
kansrekening. In dat jaar ontstond een 
briefwisseling tussen de Franse wiskundi-
gen Pierre de Fermat (1601-1665) en Blaise 
Pascal (1623-1662), over kansproblemen 
die aan hen door gokkers werden voorge-
legd. 
Toch was er ook vóór 1654 sprake van enig 
kansbesef. Uit de tiende eeuw dateert een 
manuscript waarin een monnik een opsom-
ming geeft van de mogelijke uitkomsten 
bij het gooien met twee dobbelstenen. In 
een boek van de Indiër Bháscara Acharia uit 
de twaalfde eeuw komen we enkele vraag-
stukken over telproblemen tegen. En de 
Italiaan Gerolimo Cardano uit de zestiende 
eeuw – vooral bekend vanwege een formule 
waarmee de oplossingen van een derde-
graadsvergelijking te vinden zijn – hield zich 
bezig met theorieën over dobbelspelen. Zijn 
boek Liber de ludo aleae (‘Het boek over 
het dobbelspel’) werd in zijn tijd echter niet 
uitgegeven. 

Briefwisseling
In 1654 maakte Pascal kennis met de edel-
man Antoine Gombauld, Chevalier de Méré. 
Het verhaal gaat dat De Méré verzot was op 
kansspelen en het vermogen had om daarbij 
veel geld te verdienen. Toen hij ontdekte dat 
spelletjes anders verliepen dan hij op grond 
van zijn theorie mocht verwachten, wendde 
hij zich tot de wiskundige Pascal. Op zijn 
beurt legde Pascal de vraagstukken per 
brief aan Fermat voor. Dit was het begin van 
een briefwisseling tussen Pascal en Fermat 
over kansproblemen. De hele corresponden-
tie is bewaard gebleven en tegenwoordig 

beschikbaar (ook in Engelse vertaling) op het 
internet, zie de literatuur aan het einde van 
het artikel. 

Na de briefwisseling volgde een reeks pu-
blicaties over kansrekening. In 1657 schreef 
onze landgenoot Christiaan Huygens het 
eerste boek over dit onderwerp, getiteld 
De ratiociniis in ludo aleae (‘Over berekenin-
gen bij het dobbelspel’). Vanaf 1660 ge-
bruikte Johan de Witt kansrekening voor 
berekeningen van lijfrenten. Het reeds ge-
noemde Liber de ludo aleae van Cardano 
werd in 1663, lang na zijn dood, alsnog 
uitgegeven. 

Een dobbelstenenprobleem
Wat is voordeliger: de weddenschap om ten 
minste eenmaal ‘zes’ te werpen in 4 worpen 
met één dobbelsteen, of de weddenschap 
om ten minste eenmaal ‘dubbel-zes’ te 
werpen in 6 x 4 = 24 worpen met twee dob-
belstenen? 

Dit is een van de problemen die door De 
Méré aan Pascal werden voorgelegd. De 
Méré redeneerde als volgt: de verhouding
4 : 6 (4 worpen, bij het werpen met één dob-
belsteen zijn er 6 mogelijke uitkomsten) is 
gelijk aan de verhouding 24 : 36 (24 worpen, 
bij het werpen met twee dobbelstenen zijn 
er 36 mogelijke uitkomsten), dus beide situa-
ties zijn even waarschijnlijk. Na vele spel-
letjes merkte hij echter dat deze theorie niet 
strookte met de ervaring: hij constateerde 
dat de eerste weddenschap gemakkelijker 
te winnen is dan de tweede. Pascal rekende 
De Méré vóór dat kansen zich niet volgens 
evenredigheidsprincipes gedragen, zoals De 
Méré veronderstelde. In kader 1 kun je lezen 
hoe je de twee kansen kunt uitrekenen. 

Gokspelletjes, 
of de aanzet tot 
kansrekening

door Alex van den Brandhof
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Een verdeelde pot
Een tweede probleem waarvoor De Méré 
hulp inriep bij Pascal, gaat over het verde-
len van een gezamenlijke inzet, de ‘pot’. 
Twee spelers, A en B, spelen een spel dat 
uit meerdere ronden bestaat. In iedere 
ronde heeft elk van hen kans 1

2  om een punt 
te scoren. Wie het eerst vijf punten heeft 
gehaald, wint de pot. Als het spel niet wordt 
uitgespeeld, wat is dan een rechtvaardige 
verdeling van de pot? 

Stel dat de spelers na zes ronden moeten 
ophouden, en wel bij de volgende stand: 

 AABABA. 

Welke verdeling van de pot lijkt nu fair? Had-
den de spelers gewoon doorgespeeld totdat 
er een winnaar is, dan waren er nog de vol-
gende uitkomsten mogelijk geweest: 

 A, BA, BBA, BBB. 

In de eerste drie gevallen zou A het spel ge-
wonnen hebben, alleen in het laatste geval 
B. De kans dat B alsnog zou hebben gewon-
nen, lijkt dus  1

4  . Dat dit onjuist is, en dat de 
pot dus niet in de verhouding 3 : 1 verdeeld 
moet worden, kun je lezen in kader 2. 

Literatuur
J.H. van der Vlis & E.R. Heemstra, Geschiedenis van 
kansrekening en statistiek. Pandata Uitgeverij 1988. 
H.G. Dehling & J.N. Kalma, Kansrekening, het zekere 
van het onzekere. Epsilon Uitgaven, deel 36, 
tweede druk 2005. 
H. Tijms, Spelen met kansen, Epsilon Uitgaven, deel 43, 
1999. 
P. Tannery & C. Henry, Oeuvres de Fermat, vol. II, p.288 
e.v. Beschikbaar in University of Michigan History of math 
collection (www.hti.umich.edu) met zoekwoord 
“si j’entreprends”. Voor een Engelse vertaling, zie 
www.york.ac.uk/depts/maths/histstat/pascal.pdf.

Wat is waarschijnlijker: 
a. ten minste eenmaal ‘zes’ in 4 worpen 
met één dobbelsteen; 
b. ten minste eenmaal ‘dubbel-zes’ in 
6 x 4 = 24 worpen met twee dobbel-
stenen.

Als we met X het aantal keer ‘zes’ in 4
worpen met één dobbelsteen noteren,
dan is 

P X 1 1 P X 0 1 5
6

4 671
1296 0 5177

P X 1 1 P X 0 1 5
6

4 671
1296 0 5177 .

Als we met Y het aantal keer ‘dub-
bel-zes’ in 24 worpen met twee 
dobbelstenen noteren, dan is 
P Y 1 1 35

36
24 0 4914 .

De eerste situatie is dus waarschijnlijker! 

Bij een spel voor twee spelers, A en B, 
dat uit meerdere ronden bestaat, wint 
de speler die het eerst vijf ronden 
heeft gewonnen. Hoe moet de pot 
tussen de spelers worden verdeeld, 
als het spel wordt afgebroken bij de 
stand AABABA?

Om de pot eerlijk te verdelen, moeten 
de winstkansen van A en B uitgaande 
van de situatie na de eerste zes ronden 
berekend worden. Hiertoe voeren we 
het volgende gedachte-experiment uit: 
we spelen nog drie ronden, ook al staat 
de uitslag eerder vast. De mogelijke 
uitkomsten voor die drie ronden zijn: 

AAA, AAB, ABA, ABB, BAA, BAB, 
BBA, BBB. 

Speler A wint bij elk van de eerste zeven 
mogelijke uitkomsten, terwijl speler B 
alleen bij de laatste uitkomst wint. Hun 
winstkansen zijn dus 7

8   respectievelijk 1
8 .

De pot moet dus in de verhouding 7 : 1 
worden verdeeld. 

1

2
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Het woord semafoor is een samenstelling 
van de Griekse woorden  (teken) en  
o  (dragen). De eerste goed opgezette 

semafoor stamt uit 1793. De gebroeders 
Chappe bouwden toen in de omgeving van 
Parijs een netwerk van torens die onderling 
op gezichtsafstand lagen. Op elke toren 
stond een mast met armen die vanaf de 
grond bewogen konden worden. 

In vereenvoudigde vorm zag het er uit als 
in figuur 1. Zowel de dwarsverbinding (régu-
lateur) als elk van de beide armen (indica-
teur) kon draaien. Dat leverde in totaal 
4 x 8 x 8 = 256 verschillende standen op, 
die niet allemaal gebruikt werden omdat 
sommige op afstand moeilijk van elkaar te 
onderscheiden zijn. Zo waren er standen om 
cijfers en letters door te geven, en om het 
doorgeven van de berichten te reguleren 
(bijvoorbeeld ‘einde bericht’). In figuur 2 zie 
je 36 standen.

Napoleon zag wel wat in de semafoor van 
de Chappes en niet lang daarna verbond 

een dicht netwerk van torens de belangrijk-
ste steden van Frankrijk. In het kielzog van 
Napoleons veroveringsoorlogen werd het 
netwerk van Chappe verder uitgebouwd. 
Duizenden verdienden hun brood met het in-
stand houden van de torens en het bedienen 
van de armen. De geoefende sein-bediende 
haalde een snelheid van vijftien tekens per 
minuut. Berichten reisden langs het netwerk 
met een snelheid van zo’n 500 kilometer per 
uur.  Zoals onze computers tegenwoordig 
gesaboteerd kunnen worden door virussen, 
werden toen soms torens overvallen om 
valse berichten de wereld in te sturen, de 
aangrenzende torens gaven elk bericht im-
mers trouw door. 

De uitvinding van de telegraaf met het 
morse-alfabet maakte de seinpalen van 
Chappe overbodig. In 1860 werd de laatste 
Chappe-semafoor buiten gebruik gesteld, 
maar wie op reis door Frankrijk goed oplet 
zal de torens van Chappe nog kunnen her-
kennen. 

Ook vóór de tijd van telecommunicatie werden berichten over 
grote afstanden doorgegeven. Simpele berichten verstuurde 
je met rookwolken, tromslag of klokgelui. Voor een ingewik-
kelder bericht was er de semafoor: een mast met bijvoorbeeld 
vlaggen die de boodschap volgens een kleurcode letter voor 
letter doorgaven. 

DE SEMAFOOR

door Henk van Lienen
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De moderne versie
Een systeem dat verwant is aan de sema-
foor is het seinen met vlaggetjes. Bovenaan 
deze twee pagina’s zie je hoe het woord 
SEMAFOOR met vlaggen wordt uitgebeeld. 
Naast morse was het vlaggenseinen een vast 
onderdeel in de opleiding tot seiner/marco-
nist en officier bij de koopvaardij of marine. 
Tegenwoordig is het vlaggenseinen door 
moderne communicatiemiddelen verdron-
gen. Je kunt je wel voorstellen dat een lang 
bericht voor de seiner een aardige gymnasti-
sche oefening was. Het systeem kende geen 
cijfers; getallen in een bericht werden als 
tekst weergegeven. 

In vereenvoudigde vorm is deze seintaal 
nog steeds in gebruik op vliegvelden en 
vliegdekschepen om de piloot aanwijzin-
gen te geven bij het taxiën. De vlaggen zijn 
vervangen door een soort tafeltennisbatjes, 
in het donker worden lichtgevende sticks 
gebruikt. Regelmatig kregen de marine- en 
koopvaardijofficieren in het verleden bij hun 
opleiding de opdracht een analyse van de 

semafoortekens te maken, vaak aangevuld 
met de opdracht zelf een alfabet te ontwer-
pen. Je bent nu even marineofficier in op-
leiding: zoek op internet het vlaggenalfabet 
op en analyseer de tekenreeks. Zijn er nog 
meer tekens mogelijk? Zit er een systeem in 
de reeks, en is er niet een handiger systeem 
te bedenken?

Figuur 2
36 standen van de semafoor

Figuur 1 
Schematische tekening van de semafoor van Chappe
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door Marco Swaen

Met nummer 1 van de nieuwe jaargang voor je, besef je waarschijnlijk 

niet dat de allereerste Pythagoras al vijfenveertig jaar geleden ver-

scheen. Van een kaftloos blaadje enkele bladzijden dik, groeide het 

spoedig uit tot een begrip, want een paar jaar later had elke leerling 

met enige interesse in wiskunde een abonnement op Pythagoras. 

De wiskunde in Pythagoras was sprankelender en avontuurlijker dan 

de stof in de schoolboeken. Altijd stond er wel een stukje in dat ook 

jij begreep, en een denkertje dat je maar niet los wilde laten.

DE WISKUNDE VAN 

HANS 
DE 

RIJK

PYTHAGORAS SEPTEMBER 2006
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De drijvende kracht achter de Pythagoras van 
de beginjaren was Hans de Rijk. Hij schreef 
zelf een groot deel van de kopij, deed de re-
dactie, maakte foto’s en illustraties, en zette 
het nummer op een zaterdagochtend met 
schaar en lijmpot in elkaar. Door de week gaf 
hij les in scheikunde, natuurkunde en wiskun-
de. Een opleiding tot leraar wiskunde heeft 
hij nooit gehad, de lesbevoegdheid werd hem 
later door het ministerie verleend mede op 
grond van het werk dat hij voor Pythagoras 
had gedaan. Als leraar vond hij het belang-
rijker enkele mooie ideeën over te brengen, 
dan een veelheid aan technieken en trucjes. 
Dat was ook zijn uitgangspunt bij Pythagoras. 
Zijn stukjes leiden zonder veel technische 
omhaal altijd tot iets om je over te verwonde-
ren, iets dat je als lezer aan het denken zet. 
De vele artikelen in Pythagoras zijn maar een 
klein gedeelte van hetgeen hij schreef. Over 
talloze onderwerpen schreef hij boeken, de 
beroemdste gaan over het werk van Escher 
en over onmogelijke figuren, die in vele talen 
zijn uitgegeven. 

Hans de Rijk, die inmiddels zijn tachtigste 
verjaardag heeft gevierd, heeft nog niets ver-

loren van zijn jeugdige nieuwsgierigheid. En 
hij bezit de gave bij anderen die nieuwsgierig-
heid te prikkelen. Dat lukte hem niet alleen 
als leraar en publicist, maar ook door mensen 
bij elkaar te brengen die zijn interesses delen. 
Zo was hij medeoprichter van de stichting Ars 
et Mathesis, van de Zonnewijzerkring en van 
de volkssterrenwacht Simon Stevin. 

Hans de Rijks belangstelling bestrijkt ge-
bieden in wijd uiteenlopende richtingen. Toch 
is zijn belangstelling zeker niet ongericht. In 
wat hem wel en niet interesseert is hij juist 
heel selectief. Om uit te leggen wat voor 
wiskunde hem trekt, gebruikt Hans de Rijk de 
volgende beeldspraak. Zie de wiskunde als 
een prachtige tuin. Midden in de tuin staat 
een enorme boom met takken die naar de he-
mel reiken. Aan de stam van de boom zijn de 
namen van grote wiskundigen verbonden uit 
het verre verleden: Pythagoras, Archimedes, 
Euclides. Hoger in de boom prijken de namen 
van knappe koppen als Euler, Gauss en Hil-
bert. Wil je de prachtige wiskunde helemaal 
bovenin die boom bewonderen, dan moet je 
flink klimmen. Maar de tuin bestaat niet uit 
die ene boom alleen, er zijn ook bloemperken 

19

PYTH-SON-SEPT-2eproef.indd   19 30-08-2006   10:01:36



en struiken. Daar kun je zonder klimpartijen 
minstens zo van genieten. En gewoon op de 
grond, tussen het gras staat soms onverwacht 
een prachtig madeliefje. Dat is de wiskunde 
waar Hans de Rijk het meest van houdt: ma-
deliefjeswiskunde. 

Wie in het gelukkige bezit is van Pytha-
gorassen uit die beginjaren, herkent de 
madeliefjes die Hans de Rijk erin plantte: de 
platlanders, onmogelijke figuren, perspectief, 
gezichtsbedrog, wiskunst, elegante bewijzen 
voor de stelling van Pythagoras. Nu, vijfen-
veertig jaargangen verder, laat hij ons er weer 
eentje zien, één die hij zelf gevonden heeft. 
Het gaat om een elegant bewijs voor een 
verschijnsel dat allang bekend is, maar nooit 
afdoende verklaard. 

Hol lijkt bol
Als een beeld zo vaag is dat er niets in te 
herkennen valt, zie je er vaak een gezicht in. 
Zo word je gezichten gewaar in wolken, in 
een inktvlek en in de schaduwen op de maan. 
Onze hersenen zijn behept met gezichten. 
Enkele signaaltjes zijn voldoende om een ge-
zicht uit duizenden te herkennen. Die rappe 
gezichtsherkenning bedriegt ons echter ook, 
in welk geval we heel dubbelzinnig te maken 
hebben met gezichtsbedrog. Een bekend 
geval van zulk dubbel gezichtsbedrog is de 

illusie van het holle gezicht. 
Kijk naar de holle afdruk van een gezicht, 

zoals bijvoorbeeld de achterkant van een 
masker, zie onderstaande foto’s. Je zult dan al 
gauw een gewoon bol gezicht zien. Zeker als 
dat holle gezicht in een vlakke muur zit, is de 
illusie bijzonder sterk. Het is die beheptheid 
van onze hersenen overal gezichten in te wil-
len zien, en gezichten zijn nu eenmaal bol. 

De holle-gezicht-illusie is al vaak toegepast 
in souvenirs en andere huiskamer-snuisterijen. 
Als je een beetje zoekt, bijvoorbeeld op in-
ternet, dan kun je holle portretten vinden van 
beroemdheden als Charlie Chaplin, Boeddha, 
Einstein, en de heilige Maria. 

Het verrassende effect van zo’n hol gezicht 
is te zien op foto’s, maar je ervaart het pas 
echt als je er fysiek voor staat. Beweeg je 
je hoofd, dan merk je dat het bolle gezicht 
draait. Over dat draaien schrijft Hans de Rijk 
zelf op de volgende twee pagina’s. 
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door Hans de Rijk

Onverwachte draaiing
Merkwaardig is, dat een hol gezicht zich niet 
van ons afkeert, als we er langs lopen (we 
zien immers een bol gezicht eerst en face en 
daarna van de zijkant), maar dat het zich naar 
ons toekeert, alsof het ons na blijft kijken. 
Nog merkwaardiger is dat deze draaiing veel 
sneller is dan we verwachten. Met vernuftige 
opstellingen is in psychologische laboratoria 
vastgesteld dat deze draaiing twee maal zo 
snel verloopt als bij het lopen langs een nor-
maal bol gezicht. Van verschillende kanten 
werd mij verteld dat voor dit feit een eenvou-
dig wiskundig bewijs te geven was. Omdat 
ik een hekel heb aan het zoeken naar dingen 
die anderen reeds gevonden hebben, zocht 
ik lange tijd (tevergeefs) naar literatuur waar 
dit bewijs te vinden zou zijn. Mijn nieuwsgie-
righeid en mijn ongeduld wonnen het van 
mijn luiheid en ik begon zelf te puzzelen. Tot 
mijn verbazing vond ik binnen een kwartier 
een heel elementair bewijs. Hier volgt het. 

Het simpele bewijs
We vereenvoudigen het driedimensionale 
voorwerp tot een lijnstuk AB, waarbij A 
dichter bij het oog ligt dan B. Kijken we naar 
A vanuit O1 en verplaatsen we het oog naar 

O2, dan draait de gezichtslijn over een hoek 
; dit komt overeen met een draaiing van AB 

in tegengestelde richting over een hoek . 
Zie figuur 1. 

Dat is niets bijzonders, we zien dat dage-
lijks om ons heen gebeuren als we langs een 
gezicht of een bos bloemen lopen. Kijken 
we naar figuur 2, dan ligt B op de zichtlijn 
OB. Er zijn echter geen gegevens over de 
afstand waarop wij B zien. Maar we kiezen 
het beeld B’ zo, dat IABI = IAB’I. Dat is niet 
zo willekeurig als het lijkt. Als we een hol 
masker bekijken, waarbij de punt van de neus 
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het verste van ons af is, zien we een normaal 
(bol) masker met het punt van de neus het 
dichtste bij het oog. En dat zonder vervor-
mingen: de neus wordt bijvoorbeeld niet 
plotseling een heel lange Pinocchio-neus! 

In figuur 3 is eerst een cirkel getekend 
door A en B en door de beginpositie van het 
oog O1. Het oog beweegt zich naar rechts, 
naar O2. Voor een eenvoudige bewijsvoering 
is O2 ook op de cirkelomtrek getekend. Als 
de afstand van het oog tot AB niet al te klein 
is, zal de praktische uitkomst weinig afwijken 
van de theoretische draaiing, namelijk twee 
keer zo snel. 

Nu volgt het bewijs. Vanuit O1 zien we AB 
als AB’ en vanuit O2 zien we AB als AB”. Het 
inverse beeld van AB is dan gedraaid over 
een hoek  en het niet-inverse beeld (dat we 
dus niet waarnemen) over een hoek . We 
moeten dus bewijzen dat  = 2 . 

Dit gaat als volgt. Omdat A, B, O1 en O2 op 
een cirkel liggen en de driehoeken ABB’ en 
AB”B gelijkbenig zijn, zijn de bijbehorende 
basishoeken gelijk (  en  + ). Daaruit volgt 
dat 180 2 = 180 2 – 2( + ) en + 180 2 = 180 2 – 2 ,
dus 180 2 = 180 2 – 2  – . Daaruit volgt dat 

180 2 = 180 2 – 2( + )= 180 2 – 2  – 2  =
= 180 2 – 2  – . Dus  = 2 . 

Meer informatie
Over Hans de Rijk:
Zsofia Ruttkay, ‘Een man met zes pseudoniemen’, Nieuw 
archief voor wiskunde 5/1 nr. 3, pp. 282-286 (sept. 2000) 
Over de holle-gezicht-illusie (inclusief animatie en 
bouwplaat): 
www.michaelbach.de/ot/fcs_hollow-face 
www.arsetmathesis.nl (Bruno’s column, januari tot en met 
mei 2003) 

Figuur 2 Figuur 3
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Knippen en plakken
Knip de zespuntige ster in vijf stukken en 
vorm daarmee een gelijkzijdige driehoek. 

Kopieermachine
Het vlak is betegeld met vierkante cellen, 
waarvan er eindig veel bezet zijn, en de 
rest leeg is. Nu wordt het volgende ‘spel’ 
gespeeld. Bij elke spelronde veranderen 
sommige cellen van bezet naar leeg of 
andersom. De spelregel is, dat een cel in de 
nieuwe ronde bezet is, precies dan als in de 
vorige ronde een oneven aantal van zijn vier 
buurcellen bezet was. Hieronder zie je een 
voorbeeld van een beginsituatie en de twee 
erop volgende spelrondes. 

Bij een andere beginsituatie ziet het bord er 
na twee rondes als volgt uit: 

Wat was hier de beginsituatie? 

Dozen stapelen
Hieronder zie je vier gelijke rechthoekige 
‘dozen’ die op een ‘zolderkamertje’ zijn ge-
pakt. Wat zijn de afmetingen van een doos? 

Wandeling
In de onderstaande figuur is het de bedoe-
ling om over de lijntjes van knooppunt naar 
knooppunt te lopen, waarbij je steeds een 
horizontale/verticale stap afwisselt met een 
diagonale stap. Je mag je eigen pad niet 
doorkruisen. Kun je op deze manier elk van 
de 36 kruispunten precies eenmaal aan-
doen? Je mag beginnen en eindigen waar je 
wilt. 

Problemen
door Dion Gijswijt
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nr. 6
Oplossingen

Breukvrije betegeling
Een 6 x 6 vierkant heeft geen breukvrije be-
tegeling. Iedere lijn die het vierkant in twee 
rechthoeken verdeelt, moet in een breuk-
vrije betegeling door minstens één domino 
worden doorsneden. Omdat beide recht-
hoeken aan weerszijden van de lijn een even 
aantal vakjes hebben, moet een even aantal 
domino’s deze lijn doorsnijden, minstens 2 
dus. In zo’n betegeling zijn dus minstens 
2 x 10 = 20 domino’s nodig, terwijl er maar 
18 in het vierkant passen! 

Getalfabriek
Voor iedere n kan Vincent ±n (n of –n) ma-
ken. Als n even is, dus als n = 2k, dan maakt 
hij eerst ±k en ±(k – 1), en daarna n = 2k = 
= k2 – (k – 1)2 + 1. Als n oneven is, dus als 
n = 4k + 1 of n = 4k + 3, gebruikt hij dat 
n = 4k + 1 = (k + 1)2 – (k – 1)2 + 1 en 
–n = –4k – 3 = k2 – (k + 2)2 + 1. Via 2006 = 
= 10032 – 10022 + 1 maakt hij 2006. 

Cirkels
Laat R het punt zijn waar de twee cirkels 
raken, en M het middelpunt van de kleine 
cirkel. Als |AB| maximaal is, dan raakt de lijn 
door AB aan de kleine cirkel (ga na). Er geldt 
dan: |AB|2 = |MB|2 – 52. Dus |AB| is maximaal 

wanneer |MB| maximaal is. Dit is wanneer B 
op de lijn RM ligt. Er geldt dan 
|MB| = 18 – 5 = 13 en |AB| = AB 132 52 12 . 

Kop of munt
Als je de stoptijden berekent (zoals in het 
februarinummer van de vorige jaargang), 
vind je 8 voor Amber (MKK) en 7 voor Ben-
jamin (KKM of KKK). Toch is Amber in het 
voordeel en wint met kans 3

4 . In het diagram 
zie je waarom. Gegeven de laatste drie 
worpen, geven de pijlen aan wat de uitkomst 
na een verdere worp is. Na de eerste drie 
worpen wint Benjamin in 2 gevallen direct. 
Maar in de overige 6 gevallen zal (vroeg of 
laat) Amber winnen, omdat ieder pad naar 
KKM en KKK via MKK loopt. 

M

B

R

A

KKM

MKK KMK

MKM

MMK

KKK

KMM

MMM
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