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Ringen op springen

door Marco Swaen

Voor de eerste opdracht heb je genoeg aan 
een paar strookjes papier en wat lijm. Voor 
de opdrachten op de rechter bladzijde moet 
je lange stroken gebruiken en papier dat niet 
snel scheurt. Beter lukt het met vier stukken 
touw van verschillende kleur zodat je ze goed 
uit elkaar kunt houden. 

Hier zie je drie ringen stevig door elkaar. 
Als je één ring doorknipt, blijven de andere 
nog aan elkaar. 

Hier zie je weer drie ringen door elkaar. Nu 
hangt het er maar vanaf welke je doorknipt. 
Knip je de middelste door, dan zijn de andere 
twee vrij. Knip je een van de buitenste ringen 
door, dan blijven de overgebleven twee aan 
elkaar zitten.  

Opdracht 1 Maak 'drie ringen op springen', 
dat wil zeggen: welke van de drie je ook 
doorknipt, de andere twee zijn dan ook 
meteen los. De oplossing staat meteen al op 
de volgende bladzijde (foto 5). 
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Drie ringen op springen. 

Er zijn meer manieren om ringen te laten springen. 

5

Het is niet moeilijk vier ringen aan elkaar te 
zetten zodat de overgebleven ringen altijd 
vast blijven zitten, welke je ook weghaalt. 
Zorg dat je elke volgende ring door alle voor-
gaande haalt. 

Opdracht 2  Zet vier ringen zo aan elkaar dat 
welke je ook weghaalt, de drie overgebleven 
ringen los van elkaar zullen zijn. 

Opdracht 3  Zet vier ringen zo aan elkaar dat:
- als je er willekeurig één doorknipt, de ove-
rige drie aan elkaar vast blijven zitten;
- als je er vervolgens nog één doorknipt, de 
overgebleven twee los zijn. 

De oplossing van opdracht 2 en 3 vind je in het volgende 
nummer van Pythagoras.
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De wiskunde van 
Raimond Puts

door Marco Swaen

Op de technische school kreeg Raimond Puts veel goniometri-
sche formules voorgeschoteld. Ze leken vooral bedacht om er 
eindeloos veel opgaven mee te maken. Wat je er later mee zou 
kunnen doen, kwam niet ter sprake. Net als zijn vader ging hij 
werken in de metaalindustrie, en de gonio-formules kwam hij 
nooit meer tegen. Maar nu hij eenmaal met pensioen is, heeft 
hij de oude goniometrieboeken weer opengeslagen omdat hij 
alles wil begrijpen van geodetische bollen, een speciaal soort 
veelvlakken dat hem mateloos fascineert. 

Figuur 1  Raimond Puts met een 
van zijn lampen in de vorm van een 
geodetische koepel (foto: Alexandra 
Rouppe van der Voort)
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Na militaire dienst werd Raimond Puts ma-
chineconstructeur, een beroep waar zeker 
emplooi voor was in de jaren van groot-
schalige mechanisatie. Lange tijd werkte hij 
bij Philips in Hilversum en Zurich. De jaren 
zestig stonden in het teken van de opbouw. 
Opbouw van de welvaartstaat, waarin 
materiële voorspoed eindelijk voor iedereen 
bereikbaar werd. De armoede, werkeloos-
heid en politieke tegenstellingen van voor 
de oorlog leken voorbij. 

De voortschrijdende welvaart bracht 
echter nieuwe problemen, zoals ernstige 
milieuvervuiling en uitputting van grondstof-
fen. De jaren van opbouw werden gevolgd 
door jaren van protest. Mensen gingen op 
zoek naar een andere manier van leven, die 
minder beslag zou leggen op het milieu. 
Zo werd begin jaren zeventig in Boxtel, in 
de buurt van Eindhoven, de 'Kleine Aarde' 
opgericht, een soort proefboerderij voor 
alternatieve landbouw. Raimond Puts kwam 
vaak op de Kleine Aarde en bouwde daar 
mee aan een bolwoning volgens een uit 
Amerika overgewaaide constructie: een geo-
detische koepel. Zo'n koepel bestaat uit een 
groot aantal driehoeken die tezamen een 
bolvorm benaderen (lees pagina 10 en 11). 
De constructie liet Raimond niet meer los 
en in zijn vrije tijd maakte hij modellen van 
hout, karton en papier, om de structuur van 
geodetische bollen te doorgronden. 

Lampenkap
Pas met zijn pensioen kreeg Raimond ein-
delijk de rust en de tijd zich helemaal op de 
geodetische bollen te storten. Zijn modellen 
oogden zo mooi, dat hij ze ging toepas-
sen als kap voor lampen. Hierbij beviel het 
hem niet dat de bolconstructie alleen een 
decoratief element was, en functioneel niets 
toevoegde. Hij kwam op het idee het raam-
werk te gebruiken als de bedrading van de 
lamp. Sindsdien bestaan zijn lampen uit twee 
bollen van metalen strips die in elkaar zitten, 
met daartussen kleine lampjes. Een zwak-
stroompje op de bollen is dan de voeding. 
De lampjes moeten klein zijn en duurzaam, 
omdat ze gesoldeerd worden op de strips en 

dus moeilijk te vervangen zijn. 
Zijn veertig jaren ervaring als metaal-

bewerker kwam bij het ontwikkelen van 
de lamp goed van pas. Het prototype van 
zijn led-lamp had maar een doorsnede van 
zo'n 25 cm en telde een veertigtal lampjes. 
Spoedig werden de constructies groter en 
ingewikkelder, met langere strips en meer 
tussenverbindingen, en honderden led-
lampjes. 

De bouw van een lamp begint met het uit-
meten van de strips. Daarin moeten gaatjes 
worden aangebracht voor de boutjes die 
de strips aan elkaar verbinden. De afstand 
tussen de gaatjes varieert. Dan worden 
de strips met boutjes aan elkaar gezet en 
worden de lampjes op het raamwerk gesol-
deerd. De afstanden tussen de gaatjes op 
de strips moeten heel precies kloppen, elke 
afwijking breidt zich in de constructie uit tot 
een storende oneffenheid. Pas als de lamp 
helemaal in elkaar zit, blijkt of alles past 
en, wat belangrijker is, of de constructie de 
schoonheid heeft waar het Raimond om te 
doen is. 

In de lampen komen voor Raimond twee 
werelden bij elkaar. Aan de ene kant de 
mogelijkheden van het materiaal, die hij na 
veertig jaar werken in de metaal kent als 
geen ander. Aan de andere kant de prach-
tige meetkunde van de veelvlakken waar hij 
meer en meer door gegrepen wordt. 

Gezocht!
De grootste lamp die Raimond Puts tot nog 
toe heeft gemaakt, bevat 362 led-lampjes, 
waarbij de ribbe van de icosaëder is on-
derverdeeld in zes stukken. De volgende 
stap is een lamp met 492 lampjes, en dus 
een onderverdeling in zeven, negen en elf 
stukken. Daarvoor heeft hij nog geen tabel 
kunnen vinden. 

Raimond Puts zoekt iemand die voor hem 
een tabel kan maken voor deze verdeling, 
na overleg over het onderliggende systeem 
van geodeten. Als tegenprestatie schenkt 
hij graag een geodetische lamp in handzaam 
formaat. 
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Icosaëder
Dat je met twintig gelijkzijdige driehoeken 
een soort bolvorm kunt maken, was al in 
de oudheid bekend. De Grieken gaven dit 
bouwwerk de naam icosaëder: (regelmatig) 
twintigvlak, zie figuur 2. Als raamwerk voor 
een koepel is de icosaëder niet geschikt. 
Het aantal zijvlakken is klein, waardoor hij de 
vorm van een bol maar heel slecht benadert. 
Bovendien zijn de ribben te lang als je de 
koepel enige omvang wil geven. 

Bij de icosaëder komen in elk hoekpunt 
vijf gelijkzijdige driehoeken samen. Worden 
dat er meer, dan vallen er hoekpunten plat. 
Met gelijkzijdige driehoeken kun je dus geen 
grotere bolvorm maken. Er zijn al lang veel-
vlakken bekend die meer zijvlakken hebben 
dan de icosaëder, maar die bevatten zijvlak-
ken die niet driehoekig zijn, waardoor ze als 
stangenconstructie niet stijf zijn. 

Buckminster Fuller
Vooral in Duitsland werden aan het begin 
van de twintigste eeuw glazen koepels 
gebouwd van staal en glas gebaseerd op 
veelvlakken. Heel beroemd is de koepel van 
het Glaspaviljoen van Bruno Taut uit 1914. 

De echte doorbraak in de toepassing van 
veelvlakken in koepels kwam in de jaren vijf-
tig. Toen ging de Amerikaan R. Buckminster 
Fuller (1897-1985) gericht op zoek naar nieu-
we constructies, die minder materiaal kosten 
en energiezuinigere gebouwen opleveren. 
Hij bedacht in 1947 dat je van de icosaëder 
koepels met eindeloos veel driehoekige 
zijvlakjes kunt maken, mits je bereid bent 
de afmetingen van de ribben te variëren. 
Alle zijvlakken worden dan driehoekig, maar 
zijn niet meer gelijkzijdig. De eerste koepel 
die hij bouwde, stortte weinig hoopvol na 
enkele minuten al in. Buckminster Fuller liet 
zich echter niet uit het veld slaan, en in 1967 
was zijn enorme geodetische koepel het 
pronkstuk op de wereldtentoonstelling in 
Montreal. 

Constructie
Buckminster Fuller noemde zijn constructies 
'geodesic domes', geodetische koepels, 
omdat de ribben zoveel mogelijk grootcir-

kels (geodeten) volgen. Het uitgangspunt 
voor de constructie is een icosaëder. De 
driehoekige zijvlakken deel je op in kleinere 
driehoekjes volgens een vast patroon, zie 
figuur 4. Daarbij heb je twee basispatronen, 
hetzij met ribben evenwijdig met die van de 
driehoek, hetzij met middellijnen. Vervol-
gens druk je de hoekpunten die daarbij ont-
staan naar buiten, tot ze op de bol komen te 
liggen die de icosaëder omhult. 

Dat naar buiten drukken kun je meetkun-
dig op verschillende manieren doen. Je kunt 
ervoor zorgen dat de oorspronkelijke ribben 
in gelijke stukken worden verdeeld. Het 
gevolg is dan dat aansluitende ribben steeds 
knikken maken waardoor het geheel nogal 
rommelig oogt. Een mooier resultaat krijg je 
door te projecteren vanuit het midden van 
de bol. Er zijn dan meer ketens van ribben 
die een geodeet volgen. En je kunt vervol-
gens ook nog schuiven met hoekpunten, 
zodat er nog meer geodeten in het patroon 
komen. Maar welk principe je ook volgt, 
helemaal perfect wordt het nooit. Heb je 
veel geodeten, dan zullen de driehoekjes in 
het patroon qua vorm en afmeting sterk van 
elkaar verschillen. Zijn alle driehoekjes onge-
veer even groot, dan zitten er veel knikken in 
de doorgaande ketens van ribben. 

Sinds de jaren zestig bestaan er tabellen 
voor de lengtes van de ribben in geodeti-
sche bolverdelingen. De samenstellers van 
de tabellen geven vaak niet duidelijk aan vol-
gens welk principe zij de icosaëder opdelen, 
en vrijwel nooit leveren zij de precieze for-
mules erbij waarmee zij de lengtes vonden. 

Literatuur
Hugh Kenner, Geodesic Math and How to Use It (1976).
Hermann Rühle, Räumliche Dachtragwerke - Konstruktion 
und Ausführung. Band 2 (1970). 

Figuur 2  Icosaëder 
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Figuur 3  Een vroeg voorbeeld van een constructie met een 
geodetische koepel 

Figuur 4  Verdeling van de driehoek volgens klasse 1 en 
klasse 2 met ν  = 3 en 4

Figuur 5  Schema uit een Duits ingenieursboek uit beginjaren ‘70 met lengtes en hoeken voor een verdeling 
volgens klasse 1 met ν  = 5. 
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  Pythagoras 
 Olympiade

door Anne de Haan, Arno Kret, Thijs 
Notenboom en Iris Smit

Uitdagende opgaven die je doorgaans 
niet in de schoolboeken tegenkomt: 
dat is de Pythagoras Olympiade. In elk 
nummer tref je twee opgaven aan, en 
twee oplossingen van de opgaven uit 
twee afleveringen terug. Ga de uit-
daging aan en stuur ons je oplossing! 
Onder de goede leerling-inzenders 
wordt per opgave een boekenbon van 
20 euro verloot. Aan het eind van de 
jaargang wordt gekeken wie in totaal 
de meeste opgaven heeft opgelost. 
Deze persoon, die geen leerling hoeft 
te zijn, wint een boekenbon van 100 
euro. 

Hoe in te zenden

Insturen kan per e-mail: 
pytholym@pythagoras.nu
of op papier naar het volgende adres:
Pythagoras Olympiade
Mathematisch Instituut
Universiteit Leiden
Postbus 9512
2300 RA  Leiden

Voorzie het antwoord van een duidelijke 
toelichting (dat wil zeggen: een bereke-
ning of een bewijs). Vermeld behalve je 
naam, ook je adres, school en klas. 
Je inzending moet bij ons binnen zijn vóór 
31 december 2006. 

OPGAVE

136
Gegeven een gelijkbenige driehoek ABC 
met |AC| = |BC|. Punt D is het midden van 
AB. Laat nu P een punt zijn op CD en Q 
een punt op BC, met Q Q B B, zodanig dat 
|AP| = |PQ|. Bewijs dat vierhoek APQC een 
koordenvierhoek is.

OPGAVE

137
Bewijs dat 

 

            i 0

i2

2i
6
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OPLOSSING

132
OPLOSSING

133
Allard tekent op een vel papier een cirkel-
schijf met straal 1. Hij markeert n punten 
binnen de cirkel. Bewijs dat er een punt P 
op de cirkel is waarvoor geldt dat de som 
van de afstanden van P tot de gemarkeerde 
punten groter dan of gelijk aan n is. 

Oplossing. We tekenen een rechte lijn door 
het middelpunt van de cirkel en noemen de 
punten waar de lijn de cirkel snijdt P1 en P2. 
De punten binnen de cirkel noemen we A1,  
A2, ..., An. Nu volgt uit de driehoeksongelijk-
heid dat voor alle i geldt: 

        d(P1, Ai) + d(Ai, P2) *�d(P1, P2) = 2.

Hieruit volgt dat 
 

 
 

 
 

n

i 1
d P1 Ai

n

i 1
d Ai P2

n

i 1
d P1 Ai d Ai P2

n

i 1
2 2n

Nu zijn er twee mogelijkheden: 

  of 
n

i 1
d P1 Ai n< n.

n

i 1
d P1 Ai n

In het eerste geval kunnen we punt P1 kie-
zen als P. In het tweede geval moet gelden 
dat 

 

n

i 1
d Ai P2 n

en kunnen we punt P2 kiezen als P.
Deze opgave werd goed opgelost door Ela Kowalczyk 
uit Amsterdam.

Gegeven is een geheel getal k > 3. 
De oplossingen van de vergelijking 
x2 – kx + 1 = 0 zijn a en b. Bewijs dat voor 
ieder geheel getal n * 0 geldt: 
a. an + bn is geheel. 
b. an + bn is niet deelbaar door k – 1. 

Oplossing. De oplossingen van de verge-
lijking x2 – kx + 1 = 0 zijn 1

2k
1
2 k2 4 . 

Hierdoor weten we dat a + b = k en ab = 1. 
a. Noem rn = an + bn, dan r0 = a0 + b0 = 2, dus 
geheel, en r1 = a1 + b1 = k, wat ook geheel 
is. We passen nu inductie toe. Stel dat voor 
alle elementen ri met i ) m geldt dat ri ge-
heel is, voor zekere m. Bekijk dan rm+1 = am+1 
+ bm+1 = (a + b)(am + bm) – ab(am–1 + bm–1) = 
k . rm – rm–1. Dus ook rm+1 is dan geheel. 
Hieruit volgt dat an + bn geheel is voor 
alle n. 
b. Stel dat m het kleinste gehele getal is 
waarvoor geldt dat rm = am + bm deelbaar is 
door k – 1 en m * 2. Omdat 
rm = k . rm–1 – rm–2 = (k2 – 1)rm–2 – k . rm–3 = 
(k – 1)(k + 1). rm–2 – k . rm–3, moet ook k . rm–3 
deelbaar zijn door k – 1. Omdat k – 1 geen 
deler kan zijn van k, moet k – 1 een deler 
zijn van rm–3. Dit is alleen mogelijk als 
m – 3 < 3, maar r0 = 2, r1 = k en r2 = k2 – 2 = 
(k – 1)(k + 1) – 1: alledrie niet deelbaar door 
k – 1. Conclusie: er is geen enkele n waar-
voor an + bn deelbaar is door k – 1. 

Deze opgave werd goed opgelost door Elias C. Buissant 
des Amorie uit Castricum, Ela Kowalczyk uit Amster-
dam en Jens Vande Cavey van het Heilige-Drievuldig-
heidscollege te Leuven.  
De boekenbon gaat naar Jens Vande Cavey.
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Hoe lang duurt het gemiddeld voordat een 
gegeven woord op papier verschijnt, als een 
aap willekeurig toetsen van de typemachine 
aanslaat? Deze vraag stond centraal in het 
tweedelige artikel ‘Onverwachte verwachtin-
gen’ uit het februari- en het aprilnummer van 
onze vorige jaargang. De verwachting van 

het aantal aanslagen dat de aap moet doen, 
noemen we de verwachte stoptijd. In kader 
1 staat de regel voor het bepalen van de 
verwachte stoptijd. 

Als we uitgaan van een toetsenbord met 
26 toetsen, die de 26 letters van het alfabet 
bevatten, duurt het naar verwachting 2611 

Een aap en een typemachine

We zetten een aap achter een typemachine, die lukraak op de 
toetsen begint te slaan. Lezen of begrijpen wat hij schrijft, kan de 
aap niet. Hoe groot is de kans dat het woord ABRACADABRA 
eerder op papier verschijnt dan ABCDEFGHIJK? 

door Alex van den Brandhof

illustratie
Suus van den Akker
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aanslagen voordat ABCDEFGHIJK op 
papier staat, terwijl de verwachte stoptijd 
voor ABRACADABRA gelijk is aan 
2611 + 264 + 26. We noteren dit als volgt: 

     t(ABCDEFGHIJK) = 2611 
en 
     t(ABRACADABRA) = 2611 + 264+ 26. 
 
Het feit dat t(ABCDEFGHIJK) kleiner is 
dan t(ABRACADABRA) komt doordat de 
eerste en de laatste letter, en ook de eerste 
vier en de laatste vier letters, van ABRACA-
DABRA hetzelfde zijn; daardoor neemt de 
verwachte stoptijd met 264 + 26 toe. 

Is de kans dat ABRACADABRA eerder 
verschijnt dan ABCDEFGHIJK kleiner dan, 
gelijk aan of groter dan 1

2 ? 
In dit artikel beantwoorden we dit soort 

vragen, waarbij we uitgaan van een typema-
chine met twee letters: A en B. Elke combi-
natie van letters beschouwen we als woord. 
Aan het eind komen we terug op de typema-
chine met 26 letters. 

Notaties
Met P(AB P AB AA AA) noteren we ‘de kans dat 
het woord AB eerder op papier verschijnt 
dan het woord AA’. Als duidelijk is om welke 
‘gebeurtenis’ het gaat, noteren we de kans 
kortweg met p. Met pA noteren we een 
voorwaardelijke kans; ook hier laten we de 
onderhavige ‘gebeurtenis’ in de notatie 
achterwege: in het geval van de gebeurtenis 
’AB P AB AA AA’ bedoelen we met pA ‘de kans dat 
AB eerder verschijnt dan AA, als er al een A 
op papier staat’. 

Tweeletterwoorden
Wat is de kans dat de aap eerder AB dan AA 
typt? Uit de regel in kader 1 volgt dat 
t(AB) = 22 = 4 en t(AA) = 22 + 2 = 6. Gemid-
deld genomen verschijnt AB dus eerder dan 
AA. Is P(AB P AB AA AA) dan ook groter dan 1

2 ? In 
figuur 1 zie je een diagram dat de structuur 
in kaart brengt. De rode pijl betekent dat 
een A wordt getypt, de blauwe pijl een B. 

 

Figuur 1  De aap stopt als hij AB of AA heeft getypt

Uit dit schema volgen de volgende vergelij-
kingen: 

 
 

p 1
2pA

1
2p

pA 1
2pAA

1
2pAB

Natuurlijk is pAA = 0 en pAB = 1. Vullen we 
deze waarden in in de onderste vergelijking, 
dan vinden we dat pA = 1

2 . Nu kunnen we 
deze uitkomst invullen in de bovenste verge-
lijking, dan volgt dat p = 1

2 . 

Algemene regel voor het bepalen van 
verwachte stoptijden

Gegeven een woord van n letters uit een 
alfabet van z letters. Als de eerste k letters 
van dit woord gelijk zijn aan de laatste k let-
ters van dit woord, levert dat een term zk op 
voor de verwachte stoptijd van dat woord, 
voor k = 1, ..., n. 

Merk op dat voor k = n zowel de eerste k 
letters als de laatste k letters gewoon het 
hele woord is; de verwachte stoptijd van élk 
n-letterwoord bevat derhalve een term zn. 

De kans dat woord 1 eerder op papier ver-
schijnt dan woord 2 bij tweeletterwoorden. 
De rode getallen zijn de verwachte stoptij-
den van de betreffende woorden. 
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Ondanks het feit dat de verwachte stoptijd 
van AB kleiner is dan van AA, is P(AB P AB AA AA), 
de kans dat AB eerder verschijnt dan AA, 
gelijk aan 1

2 ! 
Dit kun je ook zonder figuur 1 inzien, door 

te bedenken dat ná het optreden van de 
eerste A het even waarschijnlijk is dat deze 
gevolgd wordt door een A als door een B. 

Dat de kansen niet altijd gelijk zijn, zien we 
bij een ander paar: BA versus AA. De ver-
wachte stoptijden zijn natuurlijk weer 4 res-
pectievelijk 6. Om P(BA P AB AA AA) te berekenen, 
hebben we het diagram van figuur 2 nodig. 

 

Figuur 2  De aap stopt als hij BA of AA heeft getypt

Het stelsel vergelijkingen dat hierbij hoort, is: 
 

 

p 1
2pA

1
2pB

pA 1
2pAA

1
2pB

pB 1
2pBA

1
2pB

pAA 0
pBA 1

Oplossen levert p 3
4 . 

De kansen P(BA P AB AA AA) en P(AA P AB AA BA) 
zijn dus allerminst gelijk! Dit komt doordat 
AA alléén als eerste verschijnt indien de 
eerste twee aanslagen allebei A’s zijn. Zijn 
de eerste twee aanslagen AB, BA of BB, dan 

zal BA altijd eerder op het papier verschijnen 
dan AA. 

In kader 2 staan de kansen voor combi-
naties van tweeletterwoorden. Omdat 
P(BB P AB AA BA) vanwege de symmetrie gelijk is 
aan P(AA P AB AA AB), is P(BB P AB AA BA) niet in het 
kader opgenomen. Ook andere symmetri-
sche gevallen staan niet in het kader. Behalve 
de kansen staan de verwachte stoptijden van 
de woorden vermeld (in rood). 

Drieletterwoorden
Wat is de kans dat AAB eerder op papier ver-
schijnt dan BAB? Bekijk hiertoe het diagram 
in figuur 3. 

Figuur 3  De aap stopt als hij AAB of BAB heeft getypt

Het stelsel vergelijkingen dat hierbij hoort, is: 
 

 

p 1
2pA

1
2pB

pA 1
2pAA

1
2pB

pB 1
2pBA

1
2pB

pAA 1
2pAA

1
2pAAB

pBA 1
2pAA

1
2pBAB

pAAB 1
pBAB 0

Oplossen geeft p 5
8 . 

In kader 3 zie je alle mogelijke kansen bij 
drieletterwoorden, wederom met uitzonde-
ring van symmetrische gevallen. Ook staan 
de verwachte stoptijden er weer bij. 

Vierletterwoorden
Er zijn paren van woorden met dezelfde 
verwachte stoptijd, maar met verschillende 
kansen. Zo is t(AAB) = t(ABB) = 8, maar 
P AAB ABB 2

3 . 
Ook zijn er paren van woorden met ver-

schillende verwachte stoptijden, maar met 
gelijke kansen. Zo is t(AAA) = 14 en 
t(AAB) = 8, maar P AAB ABB 2

3 
1
2 . 

De kans dat woord 1 eerder op papier ver-
schijnt dan woord 2 bij drieletterwoorden. 
De rode getallen zijn de verwachte stop-
tijden van de betreffende woorden. 

30

PYTHAGORAS NOVEMBER 2006

3

PYTH-SON-NOV-2DEF.indd   30 01-11-2006   17:20:41



Ondanks het feit dat de verwachte stoptijd 
van AB kleiner is dan van AA, is P(AB P AB AA AA), 
de kans dat AB eerder verschijnt dan AA, 
gelijk aan 1

2 ! 
Dit kun je ook zonder fi guur 1 inzien, door 

te bedenken dat ná het optreden van de 
eerste A het even waarschijnlijk is dat deze 
gevolgd wordt door een A als door een B. 

Dat de kansen niet altijd gelijk zijn, zien we 
bij een ander paar: BA versus AA. De ver-
wachte stoptijden zijn natuurlijk weer 4 res-
pectievelijk 6. Om P(BA P AB AA AA) te berekenen, 
hebben we het diagram van fi guur 2 nodig. 

 

Figuur 2  De aap stopt als hij BA of AA heeft getypt

Het stelsel vergelijkingen dat hierbij hoort, is: 
 

 

p 1
2pA

1
2pB

pA 1
2pAA

1
2pB

pB 1
2pBA

1
2pB

pAA 0
pBA 1

Oplossen levert p 3
4 . 

De kansen P(BA P AB AA AA) en P(AA P AB AA BA) 
zijn dus allerminst gelijk! Dit komt doordat 
AA alléén als eerste verschijnt indien de 
eerste twee aanslagen allebei A’s zijn. Zijn 
de eerste twee aanslagen AB, BA of BB, dan 

zal BA altijd eerder op het papier verschijnen 
dan AA. 

In kader 2 staan de kansen voor combi-
naties van tweeletterwoorden. Omdat 
P(BB P AB AA BA) vanwege de symmetrie gelijk is 
aan P(AA P AB AA AB), is P(BB P AB AA BA) niet in het 
kader opgenomen. Ook andere symmetri-
sche gevallen staan niet in het kader. Behalve 
de kansen staan de verwachte stoptijden van 
de woorden vermeld (in rood). 

Drieletterwoorden
Wat is de kans dat AAB eerder op papier ver-
schijnt dan BAB? Bekijk hiertoe het diagram 
in fi guur 3. 

Figuur 3  De aap stopt als hij AAB of BAB heeft getypt

Het stelsel vergelijkingen dat hierbij hoort, is: 
 

 

p 1
2pA

1
2pB

pA 1
2pAA

1
2pB

pB 1
2pBA

1
2pB

pAA 1
2pAA

1
2pAAB

pBA 1
2pAA

1
2pBAB

pAAB 1
pBAB 0

Oplossen geeft p 5
8 . 

In kader 3 zie je alle mogelijke kansen bij 
drieletterwoorden, wederom met uitzonde-
ring van symmetrische gevallen. Ook staan 
de verwachte stoptijden er weer bij. 

Vierletterwoorden
Er zijn paren van woorden met dezelfde 
verwachte stoptijd, maar met verschillende 
kansen. Zo is t(AAB) = t(ABB) = 8, maar 
P AAB ABB 2

3 . 
Ook zijn er paren van woorden met ver-

schillende verwachte stoptijden, maar met 
gelijke kansen. Zo is t(AAA) = 14 en 
t(AAB) = 8, maar P AAB ABB 2

3 
1
2 . 

De resultaten zijn nog verrassender bij som-
mige paren van vierletterwoorden. Neem 
de woorden ABAB en BABB, dan geldt dat 
t(ABAB) = 20 en t(BABB) = 18. Hoewel 
ABAB naar verwachting langer duurt dan 
BABB, is P(ABAB P AB AA BABB) groter dan 1

2 ! 
In fi guur 4 staat het bijbehorende diagram. 
De vergelijkingen zijn: 

 

 

p 1
2pA

1
2pB

pA 1
2pA

1
2pAB

pB 1
2pBA

1
2pB

pAB 1
2pABA

1
2pB

pBA 1
2pA

1
2pBAB

pABA 1
2pA

1
2pABAB

pBAB 1
2pABA

1
2pBABB

pABAB 1
pBABB 0

Als we dit stelsel oplossen, krijgen we 
p 9

14 . Overige resultaten vind je in kader 4. 

Abracadabra
In dit artikel gingen we uit van een alfabet 

met twee letters. Als de aap een typema-
chine heeft met het voltallige, 26 letters 
tellende, alfabet, wat is dan de kans dat 
ABRACADABRA eerder optreedt dan 
ABCDEFGHIJK? Met de methode die we 
in dit artikel hebben besproken, krijg je een 
diagram met lange takken en een stelsel 
met niet minder dan negentien vergelijkin-
gen. Voor het oplossen van dit grote stelsel 
vergelijkingen heb ik de computer laten 
rekenen. De kans dat ABRACADABRA 
eerder optreedt dan ABCDEFGHIJK blijkt 
gelijk te zijn aan 8031810176

16063620353. In elf decimalen 
nauwkeurig is dit gelijk aan 0,49999999997. 
De intuïtie op grond van verwachte stop-
tijden dat ABRACADABRA met een kans 
kleiner dan 1

2  eerder optreedt dan ABCDEF-
GHIJK klopt dus, al is het verschil tussen 
P(ABRACADABRA P AB AA ABCDEFGHIJK) 
en P(ABCDEFGHIJK P AB AA ABRACADABRA) 
marginaal.

Literatuur
M. Gardner, Time Travel and Other Mathematical 
Bewilderments (1988)

De kans dat woord 1 eerder op papier verschijnt dan woord 2 bij vierletterwoorden. 
De rode getallen zijn de verwachte stoptijden van de betreffende woorden. 

Figuur 4  De aap stopt als hij ABAB of BABB heeft getypt 
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Reisportemonnee
Na verdeling van de rest van de 

kas aan het eind van de reis krijgen 
ze eigenlijk ieder een fles. Els koopt 

die fles buiten de kas om voor 5 
euro van Anja. 

Weging
De gewichtjes zijn 5, 10, 15 en 20 

gram. De evenwichten zijn 5 + 10 = 
15, 5 + 15 = 20 en 5 + 20 = 10 + 15. 

15 – 6 = 11
Ontsnappen?

Ja, het kan. Afhankelijk 
van Piets route zwemt Anja een 
van de vier getekende routes.

Waar wonen ze?
Piet moet op nummer 2 wonen (er 

is maar één even priemgetal). Hans 
woont op 47 en Kees op 43 (oneven 

priemgetallen met verschil 4).

Oplossingen Bouwkampcode Oplossing 
Een brief van een wanhopige 
lezer
'Hoeveel rozenblaadjes tel je?' Deze vraag werd in het vori-
ge nummer gesteld. Om het probleem op te lossen, moet je 
je voorstellen hoe een roos eruit ziet. En kijk dan nog eens 
naar de dobbelsteen met vijf ogen. Zie je de overeenkomst? 
Juist, de blaadjes van de roos zijn de stippen die zich bevin-
den op de dobbelstenen met een stip in het midden: de drie 
en de vijf dus, en ook de één, maar dat is een roos zonder 
blaadjes. Tel dus het aantal stippen exclusief de middelstip 
van de dobbelstenen die op een roos lijken bij elkaar op. 

Het aantal rozenblaadjes bij de worp hierboven is vier, dat 
zijn de 'blaadjes' in de dobbelsteen met vijf ogen. In de 
overige worpen kun je geen roos zien. Op de worp met één 
oog na dan, maar die heeft geen blaadjes.

De oplossingen van de zes vragen 
op pagina 25 zijn: 

d. X = 94, Y = 111, Z = 13 

e. X = 48, Y = 25 

f. X = 14, Y = 12, Z = 7

a.

b. c.

PYTHAGORAS MAAND JAAR

Oplossingen
Kleine nootjes

nr. 1
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46ste JAARGANG NUMMER 2

Op drie kalveren

Een praktische methode voor de
behandeling van rangtelwoorden
komt van drie kalveren te Grouw
waarvan door middel van een touw
boven een waterput te Hierden
de eerste twee de derde vierden.

Kees Stip (1913-2001) / Uitgeverij Liverse
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