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door Dick Beekman en Jan Guichelaar

Kleine nootjes zijn puzzeltjes 
die weinig of geen wiskundige 
voorkennis vereisen om opgelost 
te kunnen worden. 
De antwoorden vind je in het 
volgende nummer van Pythagoras. 

Kleine
nootjes

In de tram
In de tram kijkt Aafke door 

het gangpad en ziet alleen drie 
jongens en twee meisjes aan de kant 
van het gangpad zitten. Zij beweert: 

’Naast elk meisje zit een jongen.’  
Naast wie moet Aafke zeker kijken 

om vast te stellen dat haar 
bewering juist is? 

Tegels leggen
Je hebt een kleine tegel van 

1 bij 1, vier middelgrote van 1 
bij 2 en vier grote van 2 bij 2. Op 

hoeveel manieren kun je hiermee een 
vierkant van 5 bij 5 leggen dat door 
een draaiing om het middelpunt in 

zichzelf overgaat? 
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99, 49, 94, 47, 74, 37, ... 

Een 
bijzondere 
papegaai

’Ik verzeker u,’ zei de verko-
per van de dierenwinkel, ’deze pa-
pegaai praat werkelijk álles na wat 

hij hoort.’ De klant koopt deze unieke 
vogel en komt de volgende dag boos 

terug: ’Wat ik ook tegen de pape-
gaai zeg, hij zegt helemaal niets!’ 

Toch loog de verkoper niet. 
Hoe kan dat? 

Allemaal centen
In Amerika heb je muntjes van 1, 
5, 10 en 25 cent (onder de dollar); 

in Europa muntjes van 1, 2, 5, 10, 20 
en 50 cent (onder de euro). Welke 
bedragen (onder de 100 cent) kun 
je in Amerika met minder munten 

betalen dan in Europa? 

Een rare rij
Kies een getal uit 1, ..., 

99. Maak een rij getallen door 
afwisselend het getal door 2 te 

delen (en eventueel naar beneden 
af te ronden) en het grootste cijfer 
vooraan te zetten (schrijf 1 als 01, 
enzovoort). Hiernaast zie je de rij 

die met 99 begint. Welke serie 
getallen krijg je die zich 

steeds herhaalt?
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De Nijmeegse wiskundige Arno van den 
Essen publiceerde in oktober 2006 een 
veelzijdig boek over magische vierkanten 
en sudoku’s. Het is toegankelijk zonder 
voorkennis van wiskunde, maar de lezer 
die dieper wil graven vindt achterin ook 
bewijzen en afleidingen voor sommige 
formules. Achter de inmiddels alledaagse 
sudoku zit veel meer wiskunde dan de 
gemiddelde invuller vermoedt. 

Een magisch vierkant is een vierkant van n 
bij n hokjes, ingevuld met de getallen 1 tot 
en met n2, zodanig dat de som van alle rijen 
en kolommen (en meestal ook de twee dia-
gonalen) gelijk is. Het boek begint met een 
van de oudst bekende voorbeelden, de Lo 
Shu uit 2800 voor Christus, zie figuur 1. Hier 
heeft elke rij, kolom en diagonaal som 15. 

Er zijn magische vierkanten van iedere 
afmeting. Albrecht Dürer maakte in 1514 de 
gravure Melancholia, waarin hij een 4x4 ma-
gisch vierkant verwerkte, zie figuur 2. Let op 
hoe vernuftig het jaartal waarin de gravure is 
gemaakt weer opduikt onderin het magische 
vierkant. 

Paardensprong, kwadraten, alpha-magisch
Daarna brengt Van den Essen ook veel inge-
wikkelder magische vierkanten ter sprake. 
Je kunt springend met een paard (twee naar 
voren, één opzij) de velden van het magische 
vierkant nummeren van 1 tot en met n2. 
Kan deze nummering een magisch vierkant 
opleveren? In 2003 toonde Awani Kumar aan 
dat zo’n magisch vierkant van 12x12 velden 
bestaat, zie figuur 3. 

In een ander hoofdstuk wordt gezocht 
naar vierkanten die magisch zijn als je alle 
getallen die op de velden staan kwadrateert.  
In figuur 4 zie je zo’n vierkant. Het kleinste 
magische vierkant dat na kwadrateren nog 

steeds magisch 
is, heeft 8x8 
velden.

Ook grap-
pig is het 
zoeken naar 
alpha-magische 
vierkanten. 
Die hebben 
de volgende 
eigenschap: als je de getallen uitschrijft (64 
wordt vierenzestig), dan vormen de aantal-
len letters opnieuw een magisch vierkant. 
Zulke vierkanten zijn uiteraard in maar één 
taal magisch. Een Nederlands voorbeeld zie 
je in figuur 5. 

Nieuwe vondst
Magische vierkanten zijn ook vandaag nog 
een terrein van actief onderzoek, zowel door 
professionele wiskundigen als door ama-
teurs. Zo slaagde Van den Essen er na 250 
jaar als eerste in om te reconstrueren hoe 
Benjamin Franklin schijnbaar moeiteloos zijn 
magische vierkanten met vele extra magi-
sche eigenschappen in elkaar zette. In 1737 
construeerde Franklin het magische vierkant 
in figuur 6. 

Hier is de som van alle getallen in iedere 
halve rij of kolom (van de rand af gerekend) 
gelijk aan 130 (en dus is de som van alle 
getallen in iedere rij of kolom gelijk aan 2 x 
130 = 260). Het vierkant voldoet niet aan de 
twee diagonaaleisen, maar in plaats daar-
van geldt het volgende: ieder van de vier 
’gebroken’ diagonalen, zoals die gevormd 
door de getallen 52, 3, 5, 54, 10, 57, 63, 16, 
heeft als som 260. Maar er is meer: ook alle 
parallelle gebogen diagonalen, zoals die 
gevormd door 61, 62, 12, 43, 23, 56, 2, 1 
enzovoorts, hebben als som 260. Dan nog is 
niet alle magie beschreven: ook hebben alle 

Aftelbare magie

door Matthijs Coster
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2x2-deelvierkanten de eigenschap dat de 
som van hun getallen gelijk is aan 130. 

Sudoku’s
Het laatste hoofdstuk is gewijd aan sudo-
kupuzzels, die in de wiskundige categorie 
’Latijnse vierkanten’ vallen. Ook dit hoofd-
stuk bevat leuke wetenswaardigheden. Zoals 
in Pythagoras een jaar geleden (jaargang 
45 nr. 3) ook al in een artikel over sudoku’s 
stond, is tot op heden nog nooit een sudoku 
gevonden met minder dan zeventien begin-
waarden. Ook Van den Essen komt daar niet 
onder. 

Behalve de gewone sudoku’s, behandelt Van 
den Essen in zijn boek ook de zogenoemde 
vormsudoku’s, waarbij het wél lukt om su-
doku’s te maken met minder dan zeventien 
beginwaarden. Bij vormsudoku’s moeten 
de cijfers 1 tot en met 9 niet in 3x3 blokken, 
maar in grilliger vormen worden ingevuld. 
In het boek staat een vormsudoku van Bob 
Harris waarvoor slechts acht beginwaarden 
volstaan! Je ziet deze sudoku in figuur 7. 

Arno van den Essen, Magische vierkanten, de wonder-
baarlijke geschiedenis van wiskundige puzzels, van Lo-Shu 
tot Sudoku.
Veen Magazines, 2006, ISBN 978 90 8571 052 3.

Cadeau-actie
De eerste twintig lezers van Pythagoras die 
hun naam en postadres insturen, krijgen 
een gratis exemplaar van dit boek. Stuur je 
gegevens naar: Veen Magazines, Antwoord-
nummer 40310, 3040 VB Rotterdam, o.v.v. 
‘Magische Vierkanten’. (NB: je gegevens 
mogen daardoor ook gebruikt worden voor 
soortgelijke boekaanbiedingen door Veen 
Magazines).

Figuur 1  De Lo-Shu, 
het meest elementaire 
magische vierkant Figuur 2   Het ma-

gische vierkant van 
Albrecht Dürer 

Figuur 3  Het ’paardensprong-magische’ vierkant 
van Awani Kumar 

Figuur 4  Een 4x4 vier-
kant dat magisch is na 
kwadrateren

Figuur 5  Een Nederlands 
’alpha-magisch’ vierkant 

Figuur 6  Het supermagi-
sche vierkant van Franklin

Figuur 7  Een vormsudoku 
met slechts 8 beginwaarden 
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door Marco Swaen

Stel je voor: op school gaat de wiskunde 
je aardig af en je besluit wiskunde te gaan 
studeren. Dan, in de collegebanken, merk 
je dat het toch wel flink aanpoten is om 
de complex geadjungeerden, de karakte-
ristieke polynomen en inductie-bewijzen 
meester te worden. Zul je dan niet vreemd 
opkijken als naast je een jongen van veer-
tien zit die met al die nieuwe stof nauwe-
lijks moeite heeft?

Dit is ongeveer wat vorig jaar de eer-
stejaarsstudenten wiskunde op de Vrije 
Universiteit in Amsterdam overkwam. 
Want dat jaar begon daar de veertienja-
rige Wouter Berkelmans aan zijn studie 
wiskunde. 

Twee jaar geleden zat Wouter Berkelmans 
in de tweede klas van het gymnasium en 
was inmiddels door de schoolwiskunde 
heen. Voor hem zat er geen uitdaging meer 
in het boek, niet in de pluspagina’s of de 
verrijkingsstof en zelfs niet in de boeken van 
de eindexamenklas. In overleg met de Vrije 
Universiteit is toen geregeld dat hij colleges 
mocht komen volgen. Zo werd hij de jongste 
wiskundestudent in Nederland. Hij liep col-
leges en deed tentamens. Het laagste cijfer 
dat hij haalde was een 8. Op dit moment 
volgt hij colleges uit het tweede jaar, terwijl 
hij zich ook voorbereidt om in mei examen 
wiskunde B12 te doen. 

Behalve als jongste student viel Wouter 
ook op als jongste deelnemer in de Neder-
landse afvaardiging naar de Internationale 
Wiskunde Olympiade in Slovenië. Dit jaar 
kwam hij als (jongste) winnaar tevoorschijn 
van de Nederlandse Wiskunde Olympiade. 

Uitzonderlijk getalenteerd
Een en ander maakt duidelijk dat Wouter 
beschikt over een uitzonderlijk talent voor 
wiskunde. Ontmoet je Wouter, dan merk je 
van die uitzonderlijkheid niet veel. In het 
vrije klimaat op het Amsterdamse Barlaeus-
gymnasium is hij noch een opvallende, noch 
een onopvallende figuur. Hij heeft zo zijn 
vrienden, zijn eigen muziek- en kledingstijl, 
en heeft hobby’s zoals de anderen. Pas als je 
hem een wiskundig vraagstuk voorlegt, raak 
je verbluft van het gemak waarmee hij de 
gedachtestappen aaneenrijgt en de scherpe 
blik waarmee hij de diverse mogelijkheden 
inschat en overziet. 

D E W I S K U N D E
V A N

W O U T E R
B E R K E L M A N S
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Zijn talent voor wiskunde, of in elk geval: 
de snelle ontwikkeling van dat talent, komt 
niet uit de lucht vallen. Zijn beide ouders 
hebben een beta-achtergrond en zijn actief 
in de stichting Vierkant voor Wiskunde die 
zich beijvert jongeren in Nederland voor 
wiskunde enthousiast te maken. Onze lezers 
kennen Vierkant vast van de wiskundekam-
pen, de wiskunde-doeboekjes en de puzzel-
kalender. Wouter en zijn jongere broer Guus 
hebben van jongs af aan heel wat puzzels 
opgelost. Zo hing er op het prikbord in de 
keuken altijd wel een vraagstuk voor de jon-
gens, en geregeld bracht vader of moeder 
hun nieuwe handigheidjes bij om wiskundige 
puzzels aan te pakken. 

Tijdens de rekenlessen op de basisschool 
hield Wouter zich bezig met de Vierkant-
puzzelkalender. Daarin wordt voor elke week 
wat wiskunde uitgelegd met zeven vraag-
stukken, voor elke dag één, oplopend in 
moeilijkheidsgraad. 

Wiskunde doen
Geleidelijk ging bij Wouter het oplossen van 
puzzels over in het zelf bedenken van stellin-
gen en het leveren van bewijzen. Zo bedacht 
hij op twaalfjarige leeftijd een variant op 
de stelling van Pythagoras, om een zijde te 
berekenen in driehoeken met een hoek van 
60 graden. Op de volgende twee pagina’s 
lees je hier meer over. 

Wij vroegen Wouter naar zijn plannen voor 
de toekomst. Zijn hart ligt bij de wiskunde 
en hij wil daar zeker verder in. Hem zou het 
geweldig lijken als hij naar een van de grote 
universiteiten in de Verenigde Staten zou 
kunnen, zoals Princeton, om daar samen te 
kunnen studeren en werken met de besten 
in ons vak. 

Voorlopig echter is zijn aandacht bij de 
colleges op de Vrije Universiteit, en de prak-
tische opdracht die hij voor wiskunde doet: 
te bewijzen dat elk priemgetal p behalve 5 
een deler is van het (p – 1)-de danwel 
(p + 1)-de Fibonacci-getal. 

Fragment van de Vierkant-puzzelkalender, juni 1999. 
Meer informatie over Vierkant voor wiskunde kun je 
vinden op www.vierkantvoorwiskunde.nl
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De stelling van Wouter (12 jaar)
Voor de stelling van Pythagoras bestaan wel 
meer dan 300 verschillende bewijzen. Soms 
brengt zo’n bewijs iemand weer op een 
nieuw idee, voor een nieuw bewijs, of een 
variant op de stelling. 

Een van de eenvoudigste bewijzen voor 
de stelling berust op de opdeling van het 
vierkant zoals in figuur 1. Met de driehoeken 
en een ingesloten vierkant wordt een groter 
vierkant gevormd. De oppervlakte van de 
diverse delen moet samen de oppervlakte 
van het hele vierkant vormen, en zo komt 
tevoorschijn dat a2 + b2 = c2. 

Dit bewijs bracht Wouter Berkelmans toen 
hij twaalf jaar was op het idee voor een vari-
ant van Pythagoras, voor driehoeken met 
een hoek van 60 graden, zie figuur 2. Zijn 
stelling luidt: 

Stelling. Gegeven een driehoek ABC met 
C 60 . Dan geldt: c2 = a2 + b2 – ab. 

Feitelijk is dit een bijzonder geval van de 
cosinusregel. Maar Wouter had voor zijn 
stelling geen cosinusregel nodig, sterker 
nog: hij had nog nooit van sinus of cosinus 
gehoord. 

Neem in plaats van een vierkant een ge-
lijkzijdige driehoek. Dan krijg je het plaatje in 
figuur 3. Hierin komt drie keer een driehoek 

voor met zijden a, b en c en ingesloten door 
a en b een hoek van 60 graden. 

Net als bij het vierkant zullen we nu weer 
de afzonderlijke oppervlakten berekenen. 
De combinatie daarvan moet dan een be-
trekking opleveren voor a, b en c. 

Voor de oppervlakte van een driehoek 
geldt de formule: opp = 1

2  x basis x hoogte. 
Neem eerst een gelijkzijdige driehoek met 
zijde 1. Trek de hoogtelijn, dat is ook de mid-
dellijn, zie figuur 4. 

We berekenen de hoogte met Pythagoras: 
h2 12 1

2
2 3

4 , dus 

  h
3
4

3
4

1
2 3

(Opmerking: Op zich hoef je deze waarde 
niet te bepalen, voor het bewijs is het ge-
noeg in te zien dat h zich vast verhoudt tot 
de zijde.) 

Is de zijde van de gelijkzijdige driehoek a, 
dan wordt de hoogte ook a maal zo groot. 
De oppervlakte van een gelijkzijdige drie-
hoek met zijde a is dus 
 1

2 a 1
2 3a 1

4 3a2
 
Neem nu een driehoek met slechts één hoek 
van 60 graden. Teken de gelijkzijdige drie-
hoek daarin, zie figuur 5. 

Figuur 1  Een vierkant wordt opgesplitst. Het grote (gele) vierkant heeft zijden a + b, het kleine (witte) vierkant heeft 
zijde c, de vier rechthoekige driehoekjes hebben rechthoekszijden a en b. Dus: (a + b)2 = c2 + 2ab, ofwel a2 + b2 + 2ab = c2 
+ 2ab, waaruit de stelling van Pythagoras volgt: a2 + b2 = c2. 

Figuur 2

Figuur 4 

PYTHAGORAS JANUARI 2007
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De hoogte van de driehoek is dan gelijk 
aan de hoogte in de gelijkzijdige driehoek, 
waarvan de zijde a is, dus  h 1

2 3a . De 
oppervlakte is dan 
  

1
2 b 1

2 3a 1
4 3ab 

Nu tellen we de oppervlaktes op, links van 
de afzonderlijke driehoeken, rechts van de 
hele: 
       3 1

4 3ab 1
4 3c2 1

4 3 a b 2

Hieruit volgt dat 

 3ab + c2 = a2 + b2 + 2ab 

en dus 
 c2 = a2 + b2 – ab. 
 
Zouden andere veelhoeken ook nieuwe vari-
anten van de stelling opleveren? De zeshoek 
geeft in elk geval ook een mooi resultaat. 
Het plaatje voor de zeshoek zie je in figuur 6. 

Hierin zit zes keer een driehoek met zijden 
a, b en c, en tussen de zijden a en b een 
hoek van 120 graden. Voor de oppervlakte 
van zo’n driehoek geldt dezelfde formule 
als voor de driehoek met een hoek van 60 
graden, zie figuur 7. Pas namelijk a af op b en 
vorm zo een gelijkzijdige driehoek. Je ziet 
dat de hoogte van de driehoek dan samen-
valt met die van de gelijkzijdige driehoek. 
Dus de hoogte is  12 3a . 

De oppervlakte van de driehoek is dus weer 

  1
2 b 1

2 3a 1
4 3ab  

 
De zeshoek bestaat uit zes gelijkzijdige 
driehoeken. Een zeshoek met zijde a heeft 
dus oppervlakte 

  6 1
4 3a2 11

2 3a2  
 
Tel nu weer de oppervlakte van de zeshoek 
op beide manieren, dan krijg je: 

    6 1
4 3ab 11

2 3c2 11
2 3 a b 2

waaruit volgt dat 

 ab + c2 = a2 + b2 + 2ab 
en dus 
 c2 = a2 + b2 + ab.

Figuur 3

Figuur 5

Figuur 6 

Figuur 7
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In het vorige nummer van Pythagoras be-
rekenden we de kans dat één aap met één 
typemachine een gegeven woord eerder 
typt dan een ander gegeven woord. In dit 
artikel bekijken we de volgende situatie. 

Er zijn twee apen, elk met een eigen 
typemachine. Om de zaken niet al te gecom-
pliceerd te maken, gaan we uit van typema-
chines met slechts twee toetsen: een A en 
een B. Kies twee ‘woorden’, bijvoorbeeld AB 
en AA. De apen beginnen op de toetsen te 
slaan, even snel en onafhankelijk van elkaar. 
Aap 1 stopt hiermee zodra hij AB op zijn 
papier heeft staan. Aap 2 stopt zodra hij AA 
heeft getypt. 

Wat is de kans dat aap 1 eerder stopt dan 
aap 2? En wat is de kans dat aap 2 eerder 
klaar is? En ten slotte: wat is de kans dat de 
apen tegelijkertijd stoppen? 
Om dergelijke kansen te berekenen, hebben 
we voor beide apen de kansverdeling nodig 
van het aantal letters dat moet worden ge-
typt totdat het gekozen woord verschijnt. 

De kansverdeling van aap 1
Eerst bepalen we de kansverdeling van N, 
het aantal aanslagen dat nodig is voor het 
woord AB. Als de aap n aanslagen nodig 
heeft om uiteindelijk AB te typen, hoe ziet 
het rijtje aanslagen er dan uit? 

Dat rijtje mag beginnen met een serie B’s, 
maar zodra er een A verschijnt, kunnen er 
alleen nog maar A’s volgen tot aan de laatste 
aanslag, die uiteraard een B moet zijn. 
De mogelijke rijtjes zijn dus (k = 0, 1, 2, ..., 
n – 2): 

 

B B
k

A A
n k 1

B
 

 
Dit zijn in totaal n – 1 mogelijke rijtjes. Elk 
rijtje treedt met kans  1

2
n  op. 

Voor pn = P(N = n) geldt dus, voor n * 1: 

  pn n 1 1
2
n

 
Dat met deze formule inderdaad een kans-
verdeling wordt vastgelegd, dat wil zeggen: 

door Alex van den Brandhof

Twee apen en twee typemachines

Twee apen hebben elk een typemachine. Zij slaan lukraak op 
de toetsen van hun eigen typemachine. Hoe groot is de kans 
dat een gegeven woord bij aap 1 eerder op het papier ver-
schijnt dan een (ander of hetzelfde) gegeven woord bij aap 2? 

illustratie
Suus van den Akker
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  p1 + p2 + p3 + ... = 1, 

kun je nagaan met de formules die in het 
artikel ‘(On)eindige reeksen’ (zie pagina 26) 
worden besproken. 

De kansverdeling van aap 2
Nu onderzoeken we de kansverdeling van 
M, het aantal aanslagen dat nodig is voor 
het woord AA. Als de aap n aanslagen nodig 
heeft om uiteindelijk AA te typen, hoe ziet 
het rijtje aanslagen er dan uit? 

De laatste twee letters van het rijtje zijn 
natuurlijk A’s. Daarvóór mogen geen twee 
A’s naast elkaar staan, dus eventuele A’s 
eerder in het rijtje moeten steeds alleen 
staan, tussen B’s. Korte rijtjes die aan deze 
eis voldoen, kunnen we eenvoudig uitschrij-
ven. Elk rijtje moet eindigen met AA, bij 
de rijtjes hieronder is dat steeds in groen 
aangegeven: 
• lengte 2: AA; 
• lengte 3: BAA; 
• lengte 4: ABAA, BBAA; 
• lengte 5: ABBAA, BABAA, BBBAA. 
Om nu de mogelijke rijtjes van lengte 6 
te maken, kunnen we uitgaan van die van 
lengte 5 en van lengte 4. 

Bij een rijtje van lengte 5 moet na de laat-
ste zwarte letter een B worden geplaatst, 
om een rijtje van lengte 6 te krijgen (een A 
mag niet: dan eindigt het rijtje met drie A’s 
in plaats van twee). 

Bij een rijtje van lengte 4 moeten na de 
laatste zwarte letter de letters AB worden 
geplaatst, om een rijtje van lengte 6 te 
krijgen (AA en BA mogen natuurlijk niet; BB 
mag wel, maar het zo verkregen rijtje had-
den we al via de rijtjes van lengte 5). 

Alle mogelijke rijtjes van lengte 6 krijgen 
we dus door elk rijtje van lengte 5 en 4 op 
een handige manier aan te vullen. Net zo 
kunnen we alle rijtjes van lengte 7 maken via 
de rijtjes van lengte 6 en 5. 

Als we het aantal rijtjes van lengte n 
aangeven met mn, geldt dus het volgende 
recursieve verband: 

 mn = mn–1 + mn–2, m * 3. 

Dit is de beroemde rij van Fibonacci, waar-
over je kunt lezen op pagina 22. De start-
waarden zijn hier m1 = 0 en m2 = 1. Er zijn 
immers géén rijtjes van lengte 1 die eindigen 
met AA, en er is precies één rijtje van lengte 
2, namelijk AA. De precieze afleiding van het 
recursieve verband lees je in kader 1. 

Voor de rij van Fibonacci bestaat ook een 
directe formule. Voor onze startwaarden 
luidt die formule als volgt: 

Over deze formule schreef Klaas Pieter 
Hart een stukje in Pythagoras 40-1 (oktober 
2000). 

Omdat er in totaal 2n rijtjes ter lengte n 
bestaan, geldt dus voor qn = P(M = n) de 
volgende formule, voor n * 1: 

qn
1

2n 5
1 5

2
n 1 1 5

2
n 1

Ook hier geldt: 

 q1 + q2 + q3 + ... = 1, 

zoals je weer kunt nagaan met de formules 
in ‘(On)eindige reeksen’. 

De kansen
Nu we de kansverdelingen voor beide apen 
hebben vastgesteld, kunnen we uitrekenen 
wat de kans is dat aap 1 eerder AB typt dan 
dat aap 2 AA typt. Stel, aap 2 doet n aansla-
gen. Dan moet aap 1 minder dan n aansla-
gen doen. De betreffende kans krijgen we 
door alle kansen te sommeren met lengte n 
voor aap 2 en lengte k < n voor aap 1: 

 n 3

n 1

k 2
pk qn

65
121

Op dezelfde manier kunnen we de kans dat 
aap 2 eerder AA typt dan dat aap 1 AB typt, 
berekenen: 

mn
1
5

1 5
2

n 1 1 5
2

n 1

24
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n 3

n 1

k 2
qk pn

39
121  

 

De kans dat de apen even veel aanslagen 
doen totdat aap 1 AB typt en aap 2 AA, is 
gelijk aan 

 n 2
pn qn

17
121

Deze sommen heb ik met Maple berekend, 
maar met wat ijver en geduld moet het ook 
lukken door de formules op de volgende 
pagina’s te gebruiken. In kader 2 staan de 
kansen voor alle situaties met tweeletter-
woorden. 

Langere woorden of meer letters
Hoe bereken je kansen op dit soort situa-
ties als de apen een langer woord kiezen, 
bijvoorbeeld AAB respectievelijk AAA? Of 
als het aantal toetsen op de typemachines 
groter dan twee is? Mocht je zelf aan het 
rekenen slaan, dan horen wij graag je resul-
taten. 

Fibonacci en de typende aap

We noteren met mn het aantal rijtjes ter 
lengte n bestaande uit A’s en B’s, waarbij AA 
alléén op de laatste twee plaatsen voorkomt. 
Voor n * 3 geldt dat die rijtjes eindigen met 
BAA. 

Voor mn kunnen we een recursief verband 
opstellen. Behalve mn voeren we in: mBAn ,  
het aantal rijtjes ter lengte n dat eindigt met 
BA en waarbij nooit AA voorkomt, en  mBn , 
het aantal rijtjes ter lengte n dat eindigt met 
B en waarbij nooit AA voorkomt. 
Dan geldt: 
 mn mBAn 1   (1)

 mBAn mBn 1   (2)

 
 mBn mBn 1 mBAn 1  (3)

De vergelijkingen (1) en (2) geven 

 mn mBn 2   (4)

en de vergelijkingen (2) en (3) geven 

 mBn mBn 1 mBn 2  (5) 

Ten slotte geven (4) en (5) nu 

 mn 2 mn 1 mn  
 
De startwaarden zijn m1 = 0 en m2 = 1. 

a. De kans dat aap 1 zijn woord eerder typt 
dan dat aap 2 zijn woord typt. 

1

2

b. De kans dat aap 1 en aap 2 even veel 
aanslagen doen om hun woord op papier te 
laten verschijnen. 
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Deel een lijnstuk van lengte 1 in twee gelijke stukken. Deel één van die stukken opnieuw in 
twee gelijke stukken. Van de twee verkregen stukken deel je er weer één in tweeën en zo ga 
je eindeloos verder. Op die manier krijg je lijnstukjes met de lengtes 1

2 , 1
4 , 1

8 , 1
16 , enzovoorts. 

Bij elkaar vormen al die lijnstukjes het lijnstuk waarmee je begon, zodat we kunnen conclude-
ren dat  1

2  + 1
4  + 1

8  + 1
16  + ... = 1. 

De meetkundige reeks
De reeks 1

2  + 1
4  + 1

8  + 1
16  + ... is een voorbeeld van een reeks die veel voorkomt in de wiskun-

de: de meetkundige reeks

 r + r2 + r3 + ...

waarbij r de reden van de reeks is. In de voorbeeldreeks is de reden gelijk aan 1
2 . 

Om de som van een reeks met oneindig veel termen uit te rekenen, is het vaak handig 
om te doen alsof je die som S al weet, en daarmee dan te gaan vermenigvuldigen, optellen 
en aftrekken. Als je dat slim doet, vallen bijna alle termen tegen elkaar weg en blijft er een 
uitdrukking over waar S uit rolt. 

Met Sn noteren we de som van de eerste n termen van een meetkundige rij, dus 

 Sn = r + r2 + ... + rn.

Om een vaste uitdrukking voor Sn te vinden, schrijven we (1 – r)Sn uit: 

 
1 r Sn 1 r r2 rn

1 r2 rn rn 1  

De rode termen vallen twee aan twee tegen elkaar weg, zodat geldt: 

  (1 – r)Sn = r – rn+1,

ofwel 

  Sn
r 1 rn

1 r
Als r 1, dan kunnen we n naar oneindig laten gaan. De waarde van rn wordt dan 0. We 
noemen deze som S: 

 
S

r
1 r

Zoals je misschien wel weet, kan een reeks uit oneindig veel 
termen bestaan en toch een eindige som hebben. Als je 1

2 , 1
4 , 

1
8 , 1

16 , ... bij elkaar optelt, zul je nooit boven de 1 uitkomen. In 
dit artikel berekenen we sommen van enkele reeksen. De for-
mules die we voor deze sommen vinden, kun je toepassen bij 
het artikel ’Twee apen en twee typemachines’ op pagina 23. 

door Jan Guichelaar

(On)eindige reeksen sommeren
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Moelijkere reeksen
We bekijken nu een algemenere vorm: 

 Sp n 1pr1 2pr2 3pr3 n prn

Hier is p een vast gekozen getal. Voor p = 0 is deze reeks de zojuist besproken meetkun-
dige reeks. We nemen nu p = 1. Om de som te bepalen, schrijven we 
1 r 2S1 n 1 2r r2 S1 n  uit: 

 
1 r 2S1 n 1 r 2r2 3r3 nrn

2 r2 2r3 n 1 rn nrn 1

1 r3 n 2 rn n 1 rn 1 nrn 2 

Elk drietal termen dat recht onder elkaar staat, is samen 0 (rekening houdend met de voor-
factoren 1, –2 en 1). Hierdoor vallen de rode termen weg, en houden we alleen de zwarte 
termen over. Zo krijgen we 
 

1 r 2S1 n r 2r2 2r2 2nrn 1 n 1 rn 1 nrn 2

ofwel 

 S1 n
r

1 r 2
nrn 2 n 1 rn 1

1 r 2

Voor r 1 kunnen we weer de limiet nemen voor n : 

 

S1
r

1 r 2

We gebruiken hier dat krk nul wordt, als k oneindig groot wordt (mits r 1), omdat de 
macht rk ‘harder’ naar nul gaat dan k naar oneindig. Dit wordt hier niet bewezen, maar met 
je rekenmachine kun je er wel een goed idee van krijgen, door bijvoorbeeld r = 1

2  te nemen 
en voor steeds grotere waarden van k het product krk uit te rekenen. 

Als laatste bekijken we het geval p = 2. 
We schrijven 1 r 3S2 n 1 3r 3r2 r3 S2 n  uit: 

1 r 3S2 n 1 r 22r2 32r3 42r4 n2rn
3 r2 22r3 32r4 n 1 2rn n2rn 1

3 r3 22r4 n 2 2rn n 1 2rn 1 n2rn 2

1 r4 n 3 2rn n 2 2rn 1 n 1 2rn 2 n2rn 3

1 r 3S2 n 1 r 22r2 32r3 42r4 n2rn
3 r2 22r3 32r4 n 1 2rn n2rn 1

3 r3 22r4 n 2 2rn n 1 2rn 1 n2rn 2

1 r4 n 3 2rn n 2 2rn 1 n 1 2rn 2 n2rn 3

Opnieuw worden de rode termen samen 0 en houden we de twaalf zwarte termen over. Om 
S2 (de limietwaarde voor n ) te berekenen, zijn wederom alleen de zes linker termen 
nodig. De zes rechter termen worden immers weer allemaal nul, omdat de machten rk het 
winnen van k2 en k (mits r 1).  Zo krijgen we 

  S2
r r 1
1 r 3

Ten slotte
We kunnen zo eindeloos verder gaan. Voor elke waarde van p kun je voor de som een uit-
drukking vinden in r. Probeer zelf eens zo’n uitdrukking te vinden voor p = 3 en p = 4.
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Zeven rovers
Zeven rovers hebben een grote buit die ze 
veilig willen stellen in een kluis. Om de kluis 
te sluiten, gebruiken ze meerdere sloten en 
niet iedereen krijgt de sleutel van elk slot. 
Omdat ze elkaar voor geen goud vertrou-
wen, doen ze het zo, dat een meerder-
heid van de zeven rovers altijd de kist kan 
openen, maar een minderheid nooit. Hoe 
kunnen ze deze taak volbrengen? 

Wandeling
In de figuur zie je hoe je alle roosterpunten 
in het positieve kwadrant één voor één kunt 
aflopen door telkens een stap horizontaal of 
verticaal te zetten. 

 

Kun je ook zo’n wandeling maken waarbij je 
afwisselend een stap horizontaal/verticaal 
zet en een stap diagonaal? Hieronder zie je 
een mislukte poging. 

Magisch verschil
Verdeel de getallen 1 tot en met 20 in twee 
groepen van tien. Laat 

 x1 x2 x10

de getallen in de eerste groep zijn en 

 y1 y2 y10

de getallen in de tweede groep. Wat is de 
grootste waarde die de som 

x1 y1 x2 y2 x10 y10

kan hebben? 
Een voorbeeld: als we {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 
18, 19, 20} en {1, 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 16} 
nemen, dan wordt de som 14 + 12 + 9 + 5 + 
1 + 4 + 9 + 12 + 15 + 19 = 100. 

Snede
In de figuur zie je twee cirkels met hetzelfde 
middelpunt. Een rechthoekige strip raakt de 
kleine cirkel. Als de straal van de grote cirkel 
10 is, wat is dan de lengte van AB? 

                 

B
A

Problemen
door Dion Gijswijt
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nr. 2
Oplossingen

Koerier
Omdat A schrijft naar D, D naar E en 
E weer naar A, moet minstens een van 
deze personen tweemaal worden be-
zocht. Het aantal bezoeken dat nodig is, 
is dus minstens 6. En 6 is ook voldoende: 
D E A B C D .

Regelmatige negenhoek

S

I

H
G

F

E

D

CB

A

We bewijzen dat |AB| + |BD| = |AE|. Omdat 
AH parallel is aan BG en AS parallel is aan 
GH, is ASGH een parallellogram en geldt 
|AS| = |GH| = |AB|. Net zo is BDES een 
parallellogram en geldt |SE| = |BD|. 

Muntjes
De kans dat Kristine vaker kop gooit dan 
Monique, is gelijk aan de kans dat zij vaker 
kop gooit dan Monique munt gooit. Dat ge-
beurt precies dan wanneer minstens vier van 
de zeven munten kop zijn. De kans daarop is 
gelijk aan 1

2 . 

Zeshoek

e
d

c

b
a

f

Merk op dat de zes gekleurde driehoekjes 
gelijkvormig zijn. Van zo’n driehoekje met 
basis x is de oppervlakte evenredig met x2 
en de omtrek evenredig met x. Er zijn dus 
getallen α en β zó, dat α(a2 + c2 + e2) = 
α(b2 + d2 + f2) en (β – 1)(a + c + e) + b + d + f 
= (β – 1)(b + d + f) + a + c + e. Dus 

 a2 + c2 + e2 = b2 + d2 + f2

en 

 a + c + e = b + d + f.

Oftewel: a2 + 193 = 185 + b2 en 
a + 19 = b + 17 en dus a = 1 en b = 3. 
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In iedere telefoon is een unieke identifica-
tiecode ingebouwd. Als je iemand belt, dan 
wordt deze code verstuurd naar de telefoon-
aanbieder, bijvoorbeeld KPN of Vodafone. 
Zo kan de aanbieder zien naar wie hij de re-
kening voor het gesprek moet sturen. Het is 
van groot belang dat het versturen van de 
identificatiecode ‘veilig’ gebeurt. Als iemand 
deze code onderschept, dan kan hij voort-
aan op jouw kosten bellen! 

We willen de identificatiecode eerst ver-
sleutelen voordat de telefoon hem verzendt 
naar de aanbieder. Er zijn veel manieren 
om informatie te versleutelen. In telefoons 
wordt tegenwoordig gebruik gemaakt van 
elliptische krommen. Een elliptische kromme 
is een wiskundig object dat speciale eigen-
schappen heeft die ons in staat stellen om 
snel en makkelijk informatie te versleutelen. 

Elliptische krommen
Er zijn vele manieren om te zeggen wat een 
elliptische kromme precies ‘is’. Een ‘goede’ 
definitie zou een diepgaand wiskundecol-
lege vereisen. Voor ons is een elliptische 
kromme echter niets meer dan een vergelij-
king van de vorm 

  y2 = x3 + ax + b. 

In deze vergelijking zijn x en y onbekenden, 
en a en b zijn bijvoorbeeld reële getallen. Als 
we a = –1 en b = 0 nemen, dan krijgen we 
een kromme waarvan de grafiek eruit ziet als 
in figuur 1. 

We zien dat de kromme uit twee delen be-
staat: een soort ellips aan de linkerkant en 
een kromme lijn aan de rechterkant. Van een 
hoger standpunt bezien is die kromme lijn 

In de zomer van 2005 ver-
kocht Nokia zijn miljardste 
mobiele telefoon. De eerste 
werd in 1982 verkocht en 
woog ongeveer 15 kilo. Dat 
de technologie een grote stap 
voorwaarts heeft gemaakt, 
blijkt wel uit het feit dat de 
huidige telefoons slechts een 
paar honderd gram wegen. 
In dit artikel lichten we een 
aspect van deze technologie 
eruit: de beveiliging van per-
soonsgegevens. 

door Reinier Bröker

De elliptische kromme
 in je telefoon
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eigenlijk ook een soort ellips, maar een van 
zijn punten kunnen we niet zien in dit plaatje. 
Oneindig hoog op de y-as ligt nog een punt, 
meestal O genaamd. 

Een van de wonderlijke eigenschappen 
van een elliptische kromme is dat je twee 
punten op de kromme kunt ‘optellen’. In fi-
guur 2 zie je nogmaals de kromme van figuur 
1, maar nu hebben we ook twee punten P en 
Q op de kromme geprikt. Als we een rechte 
lijn door P en Q tekenen, dan zien we dat 
deze lijn de kromme in een uniek derde punt 
snijdt. Dit snijpunt spiegelen we in de x-as 
en het resulterende punt noemen we de som 
P + Q. 

Dit is natuurlijk slechts een definitie van 
’P + Q’, maar er blijkt dat deze definitie een 
aantal mooie eigenschappen heeft. Als we 
bijvoorbeeld vanuit P een lijn naar O teke-
nen, dan moeten we wel een verticale lijn 
door P tekenen. Deze verticale lijn snijdt de 
kromme in een uniek punt. Om de som 
P + O te krijgen, moeten we dit punt nog 
spiegelen in de x-as. We zien dat P + O = P, 
ofwel: O is een soort ‘nul-element’ voor de 
optelling. Ook hebben we P + Q = Q + P: 
onze optelwet is symmetrisch in P en Q. 

Wie van bovenstaand plaatje een kunst-
werk wil maken, kan proberen te bewijzen 
dat ook (P + Q) + R = P + (Q + R) geldt. De 
eigenschappen van deze optelwet op een 
elliptische kromme doen sterk denken aan de 
optelling van natuurlijke getallen. Wiskundi-

gen zeggen nu dat de punten op een ellipti-
sche krommen een (abelse) groep vormen. 

Terug naar versleuteling
Iedere mobiele telefoon bevat tegenwoor-
dig een elliptische kromme en een punt P op 
deze kromme. Concreet betekent dit dat er 
een paar getallen in een chip gebrand zijn. 
Deze kromme en het punt P zijn niet geheim: 
de hele wereld mag ze weten. De telefoon 
kiest nu een willekeurig geheel getal t en be-
rekent het punt tP. Met tP bedoelen we het 
punt dat we krijgen als we t keer het punt 
P bij zichzelf optellen (optellen in de zin van 
de vorige paragraaf!). De telefoon verstuurt 
nu tP naar de telefoonaanbieder en houdt t 
strikt geheim. 

KPN (of een andere aanbieder) weet ook 
welke kromme en welk punt er in de tele-
foon geprogrammeerd zijn. Ze kiezen een 
willekeurig geheel getal u. KPN berekent nu 
het punt uP en stuurt dat terug naar de tele-
foon. De telefoon weet nu zijn eigen gehei-
me getal t, maar ook het punt uP. Ergo: hij 
kan het punt (tu)P berekenen. KPN weet zijn 
eigen geheime getal u, maar ook het punt 
tP. Ook zij kunnen dus (ut)P = (tu)P uitreke-
nen. Merk op dat de telefoon niet zijn gehei-
me getal t aan KPN hoeft te sturen, evenmin 
als KPN zijn geheime getal u aan de telefoon 
stuurt. 

Zowel de telefoon als KPN weet nu het 
punt (tu)P. Zo’n punt bestaat uit een x- en 

Figuur 1  De grafiek van y2 = x3 – x Figuur 2  De som van twee punten op een kromme 
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een y-coördinaat. Als we nu de x-coördinaat 
optellen (gewoon als getal) bij de identifica-
tiecode, dan krijgen we iets dat er voor de 
buitenwereld als een random getal uitziet. 
Dit getal wordt door de telefoon verstuurd. 
KPN krijgt dit binnen en trekt de x-coördi-
naat van (tu)P er weer vanaf om de identi-
ficatiecode te krijgen. Zo weet KPN welke 
telefoon er gebeld heeft en dus naar wie de 
rekening verstuurd moet worden. 

Is dit veilig?
Wanneer is bovenstaande algoritme ‘veilig’? 
Ofwel: wat gebeurt er als iemand het data-
verkeer tussen telefoon en aanbieder onder-
schept? Kan hij dan de identificatiecode als-
nog achterhalen? De enige situatie waarin hij 
dit zou kunnen doen, is als ook hij het punt 
(tu)P weet. 

Degene die een bericht onderschept, 
weet een boel: hij weet de elliptische krom-
me, het punt P en de punten tP en uP. Om 
(tu)P uit te rekenen, zal hij echter ofwel het 
geheime getal t ofwel het geheime getal u 
moeten achterhalen. Het blijkt dat dit voor 
geschikte elliptische krommen erg moeilijk 
is. 

‘Moeilijk’ betekent hier dat alle wiskundi-
gen ter wereld de afgelopen twintig jaar nog 
geen snelle manier hebben gevonden om dit 
te doen. De tijd die een aanvaller nodig zou 
hebben, zou met gemak meer kunnen zijn 
dan de leeftijd van het heelal. Lichtelijk on-
praktisch dus. Dit betekent echter niet dat 
het probleem om t of u te achterhalen vol-
gende week ook nog ‘moeilijk’ is. Dat nog 
niemand iets slims bedacht heeft, betekent 
niet dat er niet iemand uit Zimbabwe op zou 
kunnen staan die uitlegt hoe het simpel kan. 
In zekere zin berust de veiligheid van dit sys-
teem op de onkunde van wiskundigen! 

De ene elliptische kromme is geschikter 
dan de andere. De kromme uit dit artikel zou 
ik niemand willen aanraden die zelf zijn ei-
gen telefoon wil bouwen. Deze kromme is 
volstrekt niet veilig, dus je kunt hoge tele-
foonrekeningen verwachten. De truc is voor 
de coëfficiënten a en b in de vergelijking 
geen reële getallen, maar getallen ‘modulo 
p’ te nemen. Hier is p een priemgetal van on-

geveer 200 cijfers. Een getal modulo p bekij-
ken is niets anders dan de rest te nemen bij 
deling door p. Zo is 17 gelijk aan 2 modulo 5. 
Getallen modulo p kun je net als natuurlijke 
getallen optellen en vermenigvuldigen. Als 
je een elliptische kromme modulo p neemt, 
dan krijg je in het algemeen een veilig sys-
teem om de identificatiecode te versturen. 

Elektronisch stemmen 
Elliptische krommen worden niet alleen 
gebruikt bij mobiele telefoons. Ook bij bij-
voorbeeld internetbetalingen worden el-
liptische krommen gebruikt. Hier willen we 
namelijk ook informatie uitwisselen via een 
‘onveilig medium’. 

Onlangs is in Denemarken een proef be-
gonnen met elektronisch stemmen. Hier wil 
je niet alleen maar informatie veilig verstu-
ren, maar je wilt ook graag de informatie 
‘ondertekenen’. Met een digitale handteke-
ning kun je een uitgebrachte stem koppe-
len aan een persoon. Zo dwing je af dat het 
onmogelijk wordt dat iemand zich als jou 
voordoet om persoon X meer stemmen te 
geven. 

Elliptische krommen blijken bij uitstek ge-
schikt om deze digitale handtekeningen te 
maken. Iedere inwoner van (een deel van) 
Denemarken krijgt een punt op een krom-
me thuisgestuurd dat hij vervolgens moet 
gebruiken bij het stemmen. Wellicht dat het 
in de brief van de Deense overheid geen 
punt op een elliptische kromme heet (niet 
iedereen heeft immers voldoende wiskun-
decolleges gevolgd...), maar het idee is het-
zelfde. De proef in Denemarken was uiterst 
geslaagd en men verwacht dat elektronisch 
stemmen op grotere schaal ingevoerd gaat 
worden. 

Een groot voordeel van elektronisch 
stemmen is natuurlijk dat er niets meer mis 
kan gaan bij het tellen van de stemmen. 
Ook is de einduitslag van de verkiezingen 
direct bekend. De soap van zes jaar geleden 
in Florida had hiermee voorkomen kunnen 
worden! Hadden ze in de VS meer kennis 
gehad van elliptische krommen, dan had de 
wereld er wellicht heel anders uitgezien. 
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