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Journaal
Pythagoras

 door Alex van den Brandhof

April 2007 Nummer 5

Drie middelbare scholieren uit Nijmegen, Jesse 
Hoekstra (17), Willem Schilte (17) en Petra Al-
kema (15), hebben een bijzonder magisch vier-
kant geconstrueerd. Een magisch vierkant is een 
vierkant van n bij n hokjes waarin de getallen 
van 1 tot en met n2 zijn ingevuld, op zo’n manier 
dat elke kolom, elke rij en de beide diagonalen 
opgeteld dezelfde uitkomst geven. Het nieuwe 
vierkant, van 12 bij 12, heeft de magische som 
870. Maar het bevat nog tal van andere eigen-
schappen. De som van alle getallen in iedere 
‘eenderde rij’ en iedere ‘eenderde kolom’ (vanaf 
de rand gerekend) is gelijk aan 290, het derde 
deel van de magische som. Bijvoorbeeld 11 + 110 
+ 131 + 38 = 290, maar ook 108 + 39 + 98 + 45 = 
290 en ook 80 + 53 + 92 + 65 = 290. Verder is het 
vierkant ‘panmagisch’: alle diagonalen en alle 
parallelle gebroken diagonalen, zoals 121, 27, 11, 
9, 32, 127, 101, 78, 96, 94, 74, 100, hebben som 
870. Verder bevat het vierkant een groot aantal 
cirkels met gelijke som: iedere uit twaalf getallen 
bestaande cirkel met het middelpunt op de mid-

delste horizontale lijn heeft als som 870, zoals de 
cirkel gevormd door de getallen 60, 70, 38, 105, 
80, 91, 54, 65, 40, 107, 75, 85. Verder heeft iedere 
cirkel bestaande uit acht getallen, zoals 16, 113, 
31, 125, 44, 66, 80, 105, als som 580. 

Op 28 februari werd in 
Brussel het ‘tweede been 
van Ishango’ gepresen-
teerd. Ruim vijftig jaar 
geleden vond de Belgische 
archeoloog Jean De Hein-
zelin bij opgravingen in Is-
hango, op vijftien kilome-
ter van de evenaar in het 
Afrikaanse Congo, twee 
botjes van ruim 20.000 
jaar oud. Eén daarvan 
presenteerde hij destijds. 
Jarenlang speculeerden 
wetenschappers over de 
betekenis van de tekens 

op het Ishango-bot. Is 
het een kalender? Een 
instrument waarmee de 
visvangst verdeeld werd? 
Een toverstokje of wiche-
laarsinstrument? Een re-
kenkundig spel? Een ver-
zameling priemgetallen? 
Opheldering over de be-
tekenis kwam er door het 
tweede botje. Dit wierp 
een nieuw licht op de be-
tekenis van het ‘eerste Is-
hango-been’. De Heinze-
lin hield het bestaan van 
het tweede been geheim 

tot vlak voor zijn dood 
in 1998. De twee been-
tjes zouden telstokken 
zijn van een volk dat niet 
zoals wij decimaal telde, 
maar waarschijnlijk met 
de bases 6 en 10. Het 
zou gaan om een typisch 
Afrikaanse telwijze. Zo’n 
telproces is vergelijkbaar 
met wat wij in het westen 
doen als we getallen ‘tur-
ven’ (tellen met streep-
jes in groepjes van vijf), 
omdat dat overeenkomt 
met onze telbasis 10. 

Nieuw magisch vierkant

Oudste wiskundige geheim ontcijferd
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De Abelprijs is dit jaar gewonnen door de 
67-jarige Srinivasa S.R. Varadhan. De van 
oorsprong Indische wiskundige Varadhan 
ontvangt de prijs, een bedrag van 6 mil-
joen Noorse kronen (750.000 euro) voor 
zijn fundamentele bijdragen in de kans-
rekening, in het bijzonder voor die van 
de ‘theorie van grote afwijkingen’ (large 
deviations). Deze theorie is een onderdeel 
van de kansrekening waarbij zeldzame, 
ingrijpende gebeurtenissen worden be-
studeerd. Deze theorie verklaart hoe een 
zeldzame gebeurtenis hoogstwaarschijn-
lijk optreedt. 

Op 22 mei ontvangt Varadhan de prijs 
uit handen van de koning van Noorwegen. 
De Abelprijs is vernoemd naar Niels Hen-
rik Abel (1802-1827), de grootste wiskun-
dige van Noorwegen. De prijs, die sinds 
2003 jaarlijks wordt uitgereikt, is bedoeld 
als tegenhanger voor de Nobelprijs, die 
voor de wiskunde niet bestaat. 

Ionica Smeets en Jeanine Daems hebben op 20 maart 
met hun weblog Wiskundemeisjes in twee categorieën 
een Dutch Bloggie gewonnen. De Dutch Bloggies zijn 
de Nederlandse awards voor weblogs en worden jaar-
lijks uitgereikt in elf categorieën. 

Wiskundemeisjes is winnaar in de categorieën ‘beste 
themalog’ en ‘best geschreven weblog’. Uit het juryrap-
port van beste themalog: “Eentje die er met kop en 
schouders bovenuit stak. Die vooral opviel vanwege 
originaliteit en creativiteit. Ionica Smeets en Jeanine 
Daems zijn De Wiskundemeisjes en zij doen alles wat 
wiskundemeisjes moeten doen. Op hun log keren zij 
hun formele wetenschap binnenste buiten, gooien het 
in de lucht en vangen het weer op, maken het persoon-
lijk, kleden het aan en uit. Ze spelen, schrijven, linken, 
informeren en amuseren.” En uit het juryrapport van 
best geschreven weblog: “De manier waarop ze de we-
reld bekijken en beschrijven is origineel. Ze schrijven 
direct, pakkend en zonder clichés.” 

Ionica en Jeanine zijn promovendi in Leiden. Jeani-
ne maakt bovendien sinds kort deel uit van de Pytha-
gorasredactie.

Vijfde Abelprijs 
toegekend

Twee Dutch Bloggies 
voor Wiskundemeisjes

In februari verscheen in        
Science een artikel van Peter 
Lu, natuurkundestudent uit 
Harvard, en Paul Steinhardt, 
hoogleraar in Princeton. Ze 
hebben ontdekt dat in bepaal-
de Islamitische mozaïeken bij-
zondere patronen zitten, die 
lijken op de beroemde Penrose-
betegelingen. Een Penrose-be-
tegeling is een vlakvulling die 
niet-periodiek is. Dat betekent 
dat je een Penrose-betegeling 
niet zodanig kunt verschui-
ven dat hij weer op zichzelf 
terecht komt. Bij bijvoorbeeld 
een vlakvulling bestaande uit 

rechthoeken kan dat wel: als je 
alles precies één rechthoek naar 
rechts verschuift, is het patroon 
precies hetzelfde. 

Peter Lu en Paul Steinhardt 
hebben Islamitische mozaïeken 
gevonden met patronen die heel 
erg lijken op Penrose-betegelin-
gen, zoals het Girih-patroon in de 
Groene Moskee in Bursa, Turkije. 
Zij concluderen dat er rond het 
jaar 1200 een conceptuele door-
braak heeft plaatsgevonden bij 
het construeren ervan, waardoor 
dergelijke wiskundig ingewikkel-
dere patronen verzonnen konden 
worden. 

Penrose-betegelingen in Middel-
eeuwse Islamitische mozaïeken

Girih-patroon in de Groene Moskee 
in Bursa in Turkije 
(beeld: W.B. Denny) 
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“Eerst dachten de leerlingen dat ik die getal-
len verzonnen had. Ik heb zelfs een foto van 
meneer Coster van internet moeten plukken 
om ze ervan te overtuigen dat hij degene is 
die deze getallen verzonnen heeft.” 

Aldus wiskundelerares Van der Linden van 
Scholengemeenschap Were Di in Valkens-
waard. Wie eenmaal overtuigd was, liep een 
goede kans verslaafd te raken aan het zoe-
ken naar getallen die met alleen + , –, x en :, 
en twee keer elk cijfer van het getal, zijn op 

te bouwen. In totaal ontving de redactie 62 
inzendingen, dat is meer dan vorig jaar bij de 
Zeven-prijsvraag. Daarnaast bleek dat er op 
internet veel naar gekeken werd, ook door 
mensen die uiteindelijk niets inzonden. 

Coster-klein
De opgave ‘Coster-klein’ (vind alle Coster-
getallen onder de 200, bedoeld voor scho-
lieren in de onderbouw) bleek heel lastig. Er 
zijn 89 Coster-getallen onder de 200, maar 
van de veertig inzendingen waren er slechts 
twee die álle 89 oplossingen bevatten. Op 
internet zijn programma’s te vinden die Cos-
ter-getallen zoeken, maar die gingen meest-
al niet verder dan 100. Daarboven werd het 
pas echt moeilijk. Het grootste struikelblok 
bleek 193 = 1 + (9 – 1) x (9 x 3 – 3) te zijn, 
gevolgd door 179 = 9 x 9 + 7 x 7 x (1 + 1) en 
159 = (1 + 1 + 9) x (5 + 9) + 5. 

door Matthijs Coster en René Swarttouw

Uitslag Rekenprijsvraag
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Coster-groot
De redactie ontving 22 inzendingen in de ca-
tegorie ‘Coster-groot‘ (vind een zo groot 
mogelijk Coster-getal, decimaal uitgeschre-
ven). Hierbij moest men vér boven de 200 
zijn. Dirk Kerstens schreef een programma 
dat doorging tot 1.000.000.

Hij constateerde dat ruim 41% van de ge-
tallen ‘Coster‘ is. Helaas zat er nog een klein 
foutje in zijn programma, want niet álle op-
lossingen werden gevonden. Dat geldt bij-
voorbeeld voor 799 = 9 x 9 x 9 + 9 x 7 + 7. 

De echt grote Coster-getallen overtroffen 
elke verwachting: de redactie ontving meer-
dere inzendingen met meer dan 1000 cijfers. 
Vaak werd er uitgegaan van iets als (2 x 3 x 4 
x 5 x 6 x 7 x 8 x 9 – 1)N, waarbij N groot kan 
worden gekozen. Men hoopte dat dit ge-
tal alle cijfers ongeveer even vaak zou bevat-
ten. Dat klopt inderdaad, waarna vervolgens 
vrij eenvoudig een Coster-getal te construe-
ren is. Bas Krijgsman en Maarten Roelofsma 
schreven een programma dat op die manier 
Coster-getallen van ruim 400.000 cijfers kan 
bepalen. Fred Schalekamp stuurde een Cos-
ter-getal in van ruim 5,5 miljoen cijfers! 

De redactie vond de oplossing van D. 
Boonstra heel origineel. Hij toonde aan dat 
er 1000 opeenvolgende Coster-getallen te 
vinden zijn. Hij stuurde het volgende in: 235 
667 475 455 989 989 888 abc = 5 x 5 x 5 x 7 
x 8 x 8 x 8 x 8 x 9 x 9 x 9 x (5 x 7 x 7 x 7 – 6) 
x (8 x 8 x (8 x (5 x 8 + 6) + 4) + 5) x (9 x 9 x (9 
+ 9 + 3) x (4 x 6 x 6 x 9 + 4 + 3) – 4) + 8 – 8 + 
5 x (2 x 5 x (a + a) + b + b) + (c + c)/2. Hierin 
dienen a, b en c gelezen te worden voor één 
van de cijfers 0 tot en met 9. 

Willekeurig grote Coster-getallen
Al vrij snel bleek dat Coster-getallen wille-
keurig groot kunnen zijn en dat er elegan-
te constructiemethodes voor bestaan. David 
de Kloet, student wiskunde aan de Vrije Uni-
versiteit in Amsterdam, ontdekte dat als eer-
ste. Zijn methode lees je op pagina 8. Hier-
mee is meteen bewezen dat er oneindig veel 
Coster-getallen bestaan. 

Albert Hendriks, student informatica aan 
de Universiteit Utrecht, vond een fraaie op-
lossing om willekeurig grote Coster-getallen 

te construeren op basis van het kleine Cos-
ter-getal 45 ( = (4 + 4) x 5 + 5). Ook 4545 is 
een Coster-getal en steeds kan er 45 aan het 
getal worden toegevoegd terwijl het een 
Coster-getal blijft. Namelijk 
4545 = 5 x (4 + 5) x (4 x 5 x 5 + 4/4). 
454545 = 5 x (4 + 5) x ((4 x 4 x 5 x 5 + 4) x 5 
x 5 + 4/4).
45454545 = 5 x (4 + 5) x (((4 x 4 x 5 x 5 + 4) x 
4 x 5 x 5 + 4) x 5 x 5 + 4/4). 

Albert Hendriks presenteerde zijn con-
structiemethode (inclusief bewijs) voor een 
getal met n keer 45 achter elkaar geplakt op 
de weblog www.wiskundemeisjes.nl, maar 
stuurde niets op naar de redactie van Pytha-
goras. 

Ook Arjen Stolk, promovendus wiskun-
de in Leiden, en Helmut Postl uit Oosten-
rijk vonden een recept om willekeurig grote 
Coster-getallen te maken. 

Prijswinnaars
De twee scholen die een volledige op-
lossing van Coster-klein instuurden, 
Scholengemeenschap Were Di uit Val-
kenswaard en KSO Glorieux uit Ronse 
(België), winnen het Pythagoras-verras-
singspakket. 

Voor Coster-groot besloot de jury de 
prijzen – o.a. het boek Opgelost van 
Bennie Mols (een uitgave van Veen Ma-
gazines / Centrum voor Wiskunde en In-
formatica) – uit te reiken aan David de 
Kloet uit Amsterdam, Arjen Stolk uit Lei-
den en D. Boonstra uit Amstelveen. 

Op www.pythagoras.nu vind je de op-
lossingen tot en met 200, en tevens een 
programma gebaseerd op de ideeën 
van Albert Hendriks waarmee hele grote 
Coster-getallen kunnen worden gegene-
reerd. Op www.matcos.nl/costergetal-
len is nog veel meer te lezen over Cos-
ter-getallen. 

PYTHAGORAS APRIL 2007
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Coster-getallen kunnen willekeurig groot worden. David de Kloet, student wiskunde 
aan de VU in Amsterdam, beschrijft zelf zijn constructiemethode.

Coster-getallen zijn getallen die te maken zijn met alleen +, –, x en : door ieder cijfer uit het 
getal precies twee keer te gebruiken. In dit artikeltje bewijzen we dat voor elke n > 1 het 
volgende getal ‘Coster’ is: 

8 109n 6 106n 4
9

Uit welke cijfers bestaat zo‘n getal? Om dit te bepalen, schrijven we het getal als de som van 
machten van 10. Hiervoor maken we gebruik van de meetkundige reeks voor 1

9 : 

1
9

0 11111
1
10

1
100

1
1000

i 1
10 i

We krijgen daarmee voor ons getal

 
    

8 109n 6 106n 4
9

8
i 1

109n i 6
i 1

106n i 4
i 1

10 i

8
9n 1

i 6n
10i 8 6

6n 1

i 0
10i 8 6 4

i 1
10 i

8
9n 1

i 6n
10i 10 4

6n 1

i 0
10i 18

1
9

8
9n 1

i 6n
10i

6n

i 1
10i 4

6n 1

i 0
10i 2

8
9n 1

i 6n 1
10i 8 1 106n 4 1

6n 1

i 1
10i 4 2

8
9n 1

i 6n 1
10i 9 106n 5

6n 1

i 1
10i 6

Dit getal bestaat dus uit 3n – 1 achten, gevolgd door een negen, 6n – 1 vijven en een zes. 
We gebruiken dus 6n – 2 achten, 2 negens, 12n – 2 vijven en 2 zessen om ons getal te ma-
ken:

  

 

 Oneindig veel Coster-getallen
door David de Kloet

Het machtsverheffen gebruiken we hier alleen als notatie. Met (8 x 5 x 5 x 5)2n bedoelen 
we dus eigenlijk het uitgeschreven product en gebruiken daarvoor dus ook 2n achten en 6n 
vijven. In totaal gebruiken we hier dus 1 + n + 2n + 3n – 3 = 6n – 2 achten, 3n + 6n + 1 + 2 + 
3n – 5 = 12n – 2 vijven, 2 negens en 2 zessen. 

De enige voorwaarde hierbij is dat 3n – 3 en 3n – 5 niet negatief zijn. Dat betekent dat n 
groter dan 1 moet zijn. We hebben nu dus voor iedere n > 1 een ander Coster-getal, waar-
mee is aangetoond dat er oneindig veel Coster-getallen bestaan.

Voor n = 2 is het Coster-
getal van David de Kloet: 

888889555555555556
8 8 5 5 5

8 5 5 5 6
8 5 5 5
8 5 5 5
8 5 5 5
8 5 5 5

9 5 : 9 5 5

8 8 8 5 6

8 8 5 5 5 n 6 8 5 5 5 2n 9 5 : 9
5 5 83n 3 53n 5 6

8 1000n 6 10002n 4 : 9 0
8 109n 6 106n 4 : 9
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Vermenigvuldigen zonder rekenmachine, hoe doe je dat ook 
alweer? Ben je het vergeten, probeer dan eens deze methode. 
Minder werk en wel zo leuk!

Reken uit!T
door Marco Swaen

Te berekenen:

Trek schuin 1 lijn en daarboven nog 3. Trek 
dwars daarop 2 lijnen en daaronder 1. 

Houd de snijpunten uit elkaar.

Tel de snijpunten per vak en zet die 
aantallen eronder.

Je ziet: 13 x 21 =

12
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Waarom werkt dit?

1
3 2

1

Deze 2 is eigenlijk 20

Deze 1 is eigenlijk 10

Maak de strepen voor de tienvouden 
dus tien keer zo breed.

Hoeveel hokjes is 
dus deze rechthoek 
van 13 bij 21?

Even tellen...

Dit zijn stukken van honderd Dit zijn stukken van tien

Dit zijn eenheden

Dus 2 keer honderd, 7 keer tien en 3 keer één: 273. 

10

3

10

10

1

13

PYTHAGORAS APRIL 2007

SON-PYTH-April-DEF.indd   13 30-03-2007   16:43:58



Grotere getallen vermenigvulidigen
Het vermenigvuldigen door lijntjes trekken 
werkt minder goed als we hogere cijfers 
hebben, dan wordt het tellen van de snijpun-
ten veel werk en bovendien moeten we gaan 
‘doorgeven’. 

In zo’n geval kun je beter de tafels tot 10 
gebruiken om op elk kruispunt het aantal 
snijpunten te berekenen. Dat levert een 
bekende vermenigvuldigingstechniek op die 
ontwikkeld werd door Arabische wiskun-
digen in de dertiende eeuw. De Arabieren 
noemden de methode ‘op het rooster’, de 

Italianen die de methode overnamen noem-
den het vermenigvuldiging ‘per gelosia’ 
oftewel ‘met jaloezie’. Het schijnt dat het 
rooster hen deed denken aan een tralie-
venster waardoor iemand z’n partner in de 
gaten houdt. 

De roostervermenigvuldiging is minstens 
zo handig als onze manier met ‘onder elkaar 
schrijven’. In sommige landen, waaronder 
Turkije, leren kinderen het roostervermenig-
vuldigen op de basisschool. Als voorbeeld 
vermenigvuldigen we 534 met 342 ‘op het 
rooster’.

Zet de twee getallen verticaal en 
horizontaal langs het rooster. 

Zet nu in elk vakje het product van 
de twee bijbehorende cijfers. Zet het 
tientallencijfer linksboven, het eenhe-
dencijfer rechtsonder. 

Vul zo het hele rooster in.

14
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Je kunt het rooster opgedeeld 
zien in zes diagonale banen van 
linksonder naar rechtsboven. 
Cijfers in verschillende diago-
nalen horen bij verschillende 
machten van 10. 
De juiste macht van tien (100 = 1, 
101 = 10, 102 = 100, enzovoorts) 
vind je door te tellen vanaf 0, 
rechtsonder beginnend. 

Tel in elke diagonaal de 
cijfers op. 
 

Het totaal in een diagonaal 
kan hoger zijn dan 9 (hier 
bijvoorbeeld 12). Je moet dan 
het linkercijfer ‘doorgegeven’ 
aan de volgende diagonaal. 

De uitkomst is:

 

Bron: Georges Ifrah, Histoire universelle des Chiffres, Parijs 1994 

Een fragment uit een zestien-
de-eeuwse kopie van Kashf 
al mahjub min ‘ilm al ghubar’ 
(Onthulling van de geheimen 
der rekenkunst) van Abu’l 
Hasan ibn Ali al Qalasadi.

PYTHAGORAS APRIL 2007
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De röntgenfoto is al meer dan een eeuw 
oud, en sinds het eind van de twintigste 
eeuw worden in ziekenhuizen ook scans 
gemaakt met MRI (magnetic resonance 
imaging) en computer tomografie. Daarbij 
wordt het hoofd of de hele romp van de 
patiënt virtueel in plakjes gesneden en per 
plakje doorgelicht. Als je al die plakjes in de 
computer weer op elkaar stapelt, heb je een 
driedimensionaal beeld van het inwendige 
van de patiënt. 

Zo’n beeld bestaat uit bijvoorbeeld 
500 x 500 x 500 beeldpunten (pixels). Elke 
pixel correspondeert met een getal, de 
helderheid van die pixel. Al die getallen bij 
elkaar zijn te beschouwen als punten in een 
vierdimensionale grafiek: drie assen voor 
lengte, breedte, hoogte en nog een voor 
de pixelwaarde. Soms is er nog een vijfde 
dimensie: de tijd, als de scan een film maakt 
van, bijvoorbeeld, een kloppend hart. 

Door slimme wiskunde toe te passen op 
alle pixels in die grafiek, kun je veel meer 
informatie uit zo’n scan halen en zelfs vir-
tueel op reis gaan door het lichaam van de 
patiënt, op zoek naar een tumor of andere 
kwaal. Maar dat is pas sinds een paar jaar 
mogelijk, dankzij snelle computers die zo’n 
scan met miljoenen pixels helemaal doorre-

kenen. Zo neemt de computer een deel van 
het werk van de arts over. 

Veel van die wiskunde is geavanceerder 
dan je op school zult tegenkomen, maar een 
vrij simpel voorbeeld is het opsporen van 
randen in een opname. Dat kan door de eer-
ste afgeleide van de grafiek te nemen. Im-
mers, waar de helderheid het snelst veran-
dert, ligt waarschijnlijk een rand tussen twee 
onderdelen van het lichaam, bijvoorbeeld de 
darmen in de buikholte. De röntgenfoto van 
de hand laat zien welk effect het nemen van 
de tweede afgeleide op een beeld heeft: 
die maakt vooral de sterkste rondingen 
zichtbaar. Dit principe is toegepast in de 
’virtuele endoscoop’ (de serie foto’s). Eerst 
is een tomografie gemaakt van de romp van 
de patiënt, waaruit de computer de dikke 
darm kan losmaken. Vervolgens schuift die 
virtueel een kijkvenster door de hele darm, 
berekent op elk punt de tweede afgeleide 
van het darmoppervlak en geeft die een 
kleur, afhankelijk van hoe scherp de ronding 
is. De arts kijkt met de computer mee en ziet 
in blauw verdachte uitstulpingen (poliepen) 
opdoemen. Tot nu toe moest zo’n onderzoek 
altijd met een echte endoscoop gedaan wor-
den, een piepklein kijkertje op een flexibele 
slang, bepaald geen pretje voor de patiënt. 

door Arnout Jaspers

Röntgenfoto van een hand

Rekenen met 
medische pixels
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Een ander voorbeeld is de MRI-her-
senscan. De opname zelf bestaat uit een 
blokkendoos vol pixels (daarvan is slechts 
één horizontale en één verticale laag in 
de afbeelding te zien). De MRI-scan levert 
echter voor elke pixel ook informatie over de 
magnetische eigenschappen van dat stukje 
hersenweefsel. Door de magnetische infor-
matie van al die pixels aan elkaar te koppe-
len en wiskundig te verwerken, ’ziet’ de com-
puter hoe de zenuwbanen in de hersenen 
lopen, dus welke delen van de hersenen met 
elkaar verbonden zijn. Dat is in een gewone 
MRI-scan niet te zien en helpt om erachter te 
komen hoe de hersenen werken. 

Al deze beelden komen van de afdeling 
Biomedische Beeld Analyse onder leiding 
van prof. Bart ter Haar Romeny van de 
Technische Universiteit Eindhoven. Wiskun-
digen en studenten zijn hier volop bezig om 
nog slimmere manieren van beeld-analyse 
te ontwikkelen. Ze kijken daarbij ook naar 
hoe ons brein zelf dat doet. Hoe herkent 
ons brein een gezicht uit honderden andere, 
of onderscheidt het allerlei voorwerpen die 
chaotisch op een hoop liggen? Ook onze 
hersencellen blijken daarvoor ingenieuze 
wiskunde te gebruiken. Maar er valt nog veel 
te ontdekken op dit gebied. 

MRI-hersenscan 
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 Pythagoras 
 Olympiade

door Anne de Haan, Arno Kret, Thijs 
Notenboom en Iris Smit

Uitdagende opgaven die je doorgaans 
niet in de schoolboeken tegenkomt: 
dat is de Pythagoras Olympiade. In elk 
nummer tref je twee opgaven aan, en 
twee oplossingen van de opgaven uit 
twee afleveringen terug. Ga de uit-
daging aan en stuur ons je oplossing! 
Onder de goede leerling-inzenders 
wordt per opgave een boekenbon van 
20 euro verloot. Aan het eind van de 
jaargang wordt gekeken wie in totaal 
de meeste opgaven heeft opgelost. 
Deze persoon, die geen leerling hoeft 
te zijn, wint een boekenbon van 100 
euro. 

Hoe in te zenden

Insturen kan per e-mail: 
pytholym@pythagoras.nu
of op papier naar het volgende adres:
Pythagoras Olympiade
Mathematisch Instituut
Universiteit Leiden
Postbus 9512
2300 RA  Leiden

Voorzie het antwoord van een duidelijke 
toelichting (dat wil zeggen: een bereke-
ning of een bewijs). Vermeld behalve je 
naam, ook je adres, school en klas. 

    Je inzending moet bij ons binnen zijn vóór   
    15 juni 2007.

OPGAVE

142
Bij een spelshow worden op een scherm 
n verschillende prijzen getoond. Je wordt 
voor n deuren geplaatst; achter deze deu-
ren staan die prijzen. Je moet raden welke 
prijs achter welke deur zit. Na de eerste po-
ging zegt de spelleider hoeveel prijs-deur-
combinaties je goed had gegokt, en geeft 
je vervolgens de mogelijkheid om je keuzes 
nog te veranderen. Je wint alle prijzen als 
je alle prijs-deur-combinaties goed hebt 
gegokt, anders win je niets. Wat is de kans 
dat je met de prijzen naar huis gaat? 

OPGAVE

143
De drie getallen a, b en c zijn geheel. Bo-
vendien is ook a b c  een geheel 
getal. Laat zien dat a, b en c kwadraten van 
gehele getallen zijn. 

22
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OPLOSSING

138
OPLOSSING

139
Zij ABCABC een driehoek en M het midden 
van zijde AB. Plaats de punten D en E op 
zijde BC zo, dat |BD| = |DE| = |EC| = BD DE EC 1

3 BC|BC|. 
Stel nu dat MAE AMCMAE = MAE AMCAMC. Hoe groot is 
dan MAE AMCBAC? 

Oplossing. Verleng BA aan de kant van 
A met een lengte van  12 AB|AB| en noem het 
nieuwe eindpunt F, dan geldt dat |FA| = 
|AM| = |MB|. Teken ook het lijnstuk FC. Om-
dat gegeven is dat |CE| = |ED| = |DB|, zijn 
ABCMBD, ABCABE en ABCFBC gelijkvormig. Dus 
MAE AMCBFC = MAE AMCBAE = MAE AMCMAE = MAE AMCAMC, zodat 
ABCFMC gelijkbenig is (|FC| = |MC|). Omdat A 

het midden is van FM, is CA de middellood-
lijn van de gelijkbenige driehoek FMC. Dus 
CA staat loodrecht op AB, waaruit volgt dat 
MAE AMCBAC = 90º. 

Deze opgave werd goed opgelost door Mark Boersma 
uit Vlissingen, Richard Both van het Corderius College 
te Amersfoort, P. Dekker uit Krimpen aan de Lek, 
Joris Goethals van het Onze Lieve Vrouwe College te 
Assebroek, Ela Kowalczyk uit Amsterdam, Marcel Rog-
geband uit Hoofddorp, Edward Vanhaute van de Edugo 
Campus De Toren te Oostakker en Yvette Welling van 
de OSG Erasmus te Almelo.
De boekenbon gaat naar Richard Both.

Laat k een natuurlijk getal zijn. Bekijk de 
getallen ak = 3k2 + k + 1. Definieer bk als de 
som van de cijfers van ak. Wat is de mini-
male waarde van bk? 

Oplossing. Omdat ak = 3k2 + k + 1 = 
k(3k + 1) + 1, en k óf 3k + 1 even zal moeten 
zijn, is ak altijd oneven. Dit betekent dat 
bk = 1 alleen voor kan komen als ak = 1, 
maar a1 = 5 en de rij is stijgend, dus ak zal 
nooit 1 worden. 

Omdat ak oneven is, kan bk = 2 alleen 
voorkomen als ak = 10n + 1 voor n *�1. Dit 
betekent dat k(3k + 1) = 10n = 2n . 5n. Om-
dat k en 3k + 1 geen gemeenschappelijke 
delers kunnen hebben, en 3k + 1 groter is 
dan k, moet nu gelden dat k = 1 en 
3k + 1 = 10n, óf dat k = 2n en 3k + 1 = 5n. 
Het eerste is onwaar, want a1 = 5. In het 
tweede geval geldt 3 . 2n + 1 = 5n, hetgeen 
alleen geldt voor n < 2. Maar ook n = 1 
werkt niet, omdat 3 . 21 3 21 51 51. Dit betekent 
dat ook bk = 2 niet voor kan komen. Omdat 
b8 = 3 moet de minimale waarde van bk nu 
wel gelijk aan 3 zijn. 

Deze opgave werd goed opgelost door Mark Boersma 
uit Vlissingen, P. Dekker uit Krimpen aan de Lek, Alexan-
der van Hoorn van het Vossiusgymnasium te Amster-
dam, Ela Kowalczyk uit Amsterdam, Marcel Roggeband 
uit Hoofddorp en Yvette Welling van de OSG Erasmus 
te Almelo. 
De boekenbon gaat naar Alexander van Hoorn.
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Problemen
door Dion Gijswijt

Pizza’s
Bij croissanterie Jolie willen ze ronde pizza's 
gaan verkopen. Ze hebben een bakplaat van 
40 bij 60 centimeter waarop ze twee pizza's 
tegelijk willen bakken. Als de pizza's een 
doorsnede van 30 centimeter hebben, gaat 
dat gemakkelijk. Maar wat is de grootst mo-
gelijke diameter van de pizza’s? (Rob Elfrink) 

Traplopen
Anne loopt iedere dag de trap op. De trap 
heeft dertien treden en ze neemt stappen 
van één of twee treden tegelijk. Ze wil het 
zo doen dat ze geen twee dagen precies 
dezelfde treden overslaat. Kan ze dat een 
jaar lang volhouden? 

Kaasblokjes
Hans heeft een groot kubusvormig blok 
kaas. Hij wil de kaas in 8 x 8 x 8 = 512 even 
grote kaasblokjes snijden. Hoeveel keer 
moet hij minimaal snijden? Hij mag de brok-
ken die bij het snijden ontstaan opstapelen 
om zo meerdere brokken in één keer in 
tweeën te snijden. 

Zwart-wit
Bevat de driehoek in de figuur meer zwart of 
meer wit?

Optelketens
Stel dat je een rekenmachine hebt die 
wel kan vermenigvuldigen, maar niet kan 
machtsverheffen. En stel ook dat je een 
getal x hebt waarvoor je x100 wilt berekenen. 
Je hoeft dan niet 99 keer te vermenigvul-
digen! Je kunt het ook met maar 8 keer 
vermenigvuldigen af, door achtereenvolgens 
te berekenen: 

x1 (= x), x2, x4, x8, x16, x32, x64, x96, x100. 

Elk getal in de rij krijg je door twee eerder 
berekende getallen te vermenigvuldigen, 
bijvoorbeeld x100 = x96 . x4 en x4 = x2 . x2. Het 
bijbehorende rijtje exponenten 1, 2, 4, 8, 16, 
32, 64, 96, 100 heet een optelketen voor 100 
van lengte 8. Kun je een optelketen maken 
voor 23 van lengte 6? 
Kun je ook een optelketen maken voor 
65535 = 216 – 1 van lengte 19? 

40

60
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Oplossingen
 

Achtentwintigstedentocht
In de figuur zie je de kortste route, met 
lengte 26 3 2 . 

Driedeling
Omdat de driehoeken AGC en ABD gelijk-
vormig zijn, volgt dat 

 5x
6z y

x
y 

en dus 2y = 3z. 
Omdat de driehoeken DFE en ABE gelijk-
vormig zijn, geldt 

 x
5

y
y z

3y
5y 

dus x = 3. 

Hilbert Hotel
Alle managers kunnen als volgt worden 
onder gebracht in het Banach Hotel: geef de 
manager van kamers n1, n2, ..., nk kamernum-
mer 2n1 + 2n2 + ... +  2nk. Dus de manager 
zonder kamers krijgt nummer 0, de manager 
met kamers 2, 3, 11 krijgt nummer 22 + 23 + 
211 = 2060, enzovoorts. 

Paard
Zo’n rondreis is niet mogelijk. Stel dat er een 
wél een een tour langs alle 28 velden zou 
zijn. We mogen wel aannemen dat het paard 
in A1 begint. Bekijk de bovenste tekening. 
Omdat het paard van elk zwart veld alleen 
naar een wit veld kan springen, en er even 
veel zwarte als witte velden zijn, moet het 
paard in zijn rondreis om en om op een 
zwart en een wit veld staan. Dus de velden 
na 0, 2, 4, 6, ..., 26 sprongen zijn allemaal 
zwart.

Bekijk nu de ‘normale’ schaakbordkleuring 
in het onderste plaatje. Ook hier geldt dat 
het paard na 0, 2, 4, ..., 26 sprongen op een 
zwart veld staat. Maar dan kunnen we con-
cluderen dat beide kleuringen dezelfde 14 
zwarte velden hebben! Dat is duidelijk niet 
correct, dus er is geen rondreis.

A

B CD E

G

F

x

y
x

5 25

z

5x5z

1

2

3

4

1

2

3

4

A B C D E F G

A B C D E F G

nr. 4
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Volgens Jaaps berekening kan de laat-
ste klimmer via 20 kampen de top van 
de Annapurna bereiken. In dit systeem 
liggen de meeste kampen vrij laag, aan 
de voet van de berg, en komen 15 van 
de 21 teamleden niet eens tot halver-
wege de top.

door Hans Melissen

Geen piek

30

PYTHAGORAS APRIL 2007

SON-PYTH-April-DEF.indd   30 30-03-2007   16:48:24



Jaap realiseert zich dat een goede planning 
voor het slagen van de expeditie zeer be-
langrijk is. Uit eerdere ervaringen opgedaan 
in het Zuid-Limburgse hooggebergte weet 
Jaap dat een bergbeklimmer voor elke hon-
derd meter stijging gemiddeld één kilo aan 
materiaal, zoals touw en haken, nodig heeft. 
Elke klimmer kan maximaal twintig kilo aan 
materiaal meenemen. Een snel rekensomme-
tje leert dat één alpinist met zijn materiaal 
maximaal 2000 meter omhoog kan klimmen, 
lang niet genoeg om de top te halen. Geluk-
kig weet Jaap hoe professionele expedities 
dit probleem oplossen. Ze richten tussen-
tijds kampen in en gaan met een steeds 
kleinere groep verder omhoog. Maar waar 
moeten die kampen liggen en uit hoeveel 
leden moet de expeditie bestaan? 

Kampen aanleggen
Jaap ziet vrijwel meteen in dat tussen twee 
kampen altijd minder dan 2000 meter 
hoogteverschil zal liggen. Immers, hoeveel 
bergbeklimmers ook uit een kamp vertrek-

ken, 2000 meter hoger zijn ze allemaal door 
hun materiaal heen en kan niemand nog 
verder omhoog. 

Er zit dus niets anders op dan het met 
meer kampen te proberen, denkt Jaap. La-
ten we het eens proberen met twee kampen 
en drie klimmers. In het eerste kamp, dat 
op hoogte x ligt, blijft één klimmer achter. 
Er is dan 60 – 3x/100 kilo materiaal omhoog 
gebracht. In het beste geval is dit gelijk aan 
de maximale hoeveelheid materiaal waarmee 
twee klimmers verder kunnen, dus 40 kilo. 
Dit is zo als x = 666,66... meter. 

Hoeveel hoger moeten deze twee klim-
mers een tweede kamp aanleggen? Opti-
maal is, als de laatste klimmer van daaruit 
met 20 kilo materiaal verder kan. In het 
tweede kamp komt 40 – 2x/100 kilo materi-
aal aan; dit is gelijk aan 20 als x = 1000. Dus 
het tweede kamp komt op 666,66 + 1000 = 
1666,66 meter hoogte. Van daaruit komt de 
laatste klimmer nog 2000 meter hoger, tot 
3666,66 meter. 

Geen piek
te hoog

Tegenwoordig lijkt het beklimmen van de hoogste bergen in 
de Himalaya een peulenschil: jaarlijks zwerven tientallen teams 
rond op het ‘dak van de wereld’. Aangemoedigd door al deze 
activiteiten wil ook Jaap Weifelaar van de Schaarwoudense 
Alpinistenvereniging (SAV) in de zomervakantie een expeditie 
gaan uitrusten. Hij heeft zijn oog laten vallen op de Annapurna, 
die een hoogte heeft van 8091 meter. Vanuit het Nepalese 
stadje Pokhara op een hoogte van 827 meter moet er dus 7264 
meter geklommen worden. 
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Maar nu ontvouwt zich een patroon voor 
Jaap. Met meer klimmers laat je telkens één 
klimmer achter op het moment dat het res-
terende materiaal door de overige klimmers 
meegenomen kan worden. Als je met n 
klimmers start, is er op hoogte x in totaal 
20n – nx/100 kilo materiaal over; dat moet 
gelijk zijn aan 20(n – 1). Dit klopt als 
x = 2000/n. Het eerste kamp moet dus op 
hoogte 2000/n liggen. Vanuit dit kamp gaan 
we verder met n – 1 klimmers, die volledig 
bepakt zijn. Dat betekent dat het tweede 
kamp 2000/(n – 1) meter hoger moet liggen, 
het derde weer 2000/(n – 2) meter hoger, 
enzovoort. De hoogte (in meters) die de 
laatste klimmer bereikt, is dus 

      2000 1
n

1
n 1

1
3

1
2

1
1

Door een aantal waarden voor n in te vul-
len, vindt Jaap dat hij met een team van 
21 SAV-leden een hoogteverschil van 7290 
meter kan overbruggen, genoeg voor de 
Annapurna. Overigens is dit een wel heel 
simpel model om een hoge berg te beklim-
men: Jaap gaat er bijvoorbeeld van uit dat 
zijn klimmers hun eigen voedsel niet mee 
omhoog (en deels ook weer omlaag) hoeven 
te nemen. Probeer zelf eens een model door 
te rekenen, waarbij elke klimmer ook nog, 
zeg, voor elke 1000 meter stijging en daling 
één kilo voedsel en drinken nodig heeft om 
gezond en wel terug te komen in Pokhara. 

Ook zullen de eerste paar klimmers met 
Jaaps systeem weinig voldoening aan de 
expeditie beleven: de eerste klimmer blijft 
al op 2000 21 95  meter boven Pokhara 
achter, de tweede na 195 meter, de derde na 
300 meter, enzovoort. 

De Annapurna is een van de hoogste 
bergen op aarde, dus veel meer teamleden 
zal Jaap niet nodig hebben om de allerhoog-
ste, de Mount Everest, te bestijgen. Die is 
volgens de nieuwste metingen 8844 meter 
hoog, dus als we weer in Pokhara beginnen 
is dat 8017 meter klimmen. Daarvoor heb je 
aan 31 teamleden genoeg, leert enig verder 
rekenen. 

    De Sahara oversteken
Voor bergbeklimmen is Jaaps methode nog 
met een rekenmachientje te behapstuk-
ken. Maar stel, je vat het wilde plan op om 
met deze methode te voet de Sahara over 
te steken, een afstand van 1500 kilometer. 
In plaats van 2000 meter klimmen, kan elk 
teamlid nu met 15 kilo bepakking maximaal 
30 kilometer lopen (in die hitte geen geringe 
prestatie). De afstand (in kilometers) die je 
dan met n expeditieleden aflegt, is 

       30 1
n

1
n 1

1
3

1
2

1
1

Wanneer is n groot genoeg om 1500 kilome-
ter ver te komen? Als je dit probeert uit te 
rekenen door telkens kleinere breuken 1/k 
aan het totaal toe te voegen, zul je al snel 
merken dat dit niet opschiet. Gelukkig heeft 
de beroemde wiskundige Leonhard Euler 
al in de achttiende eeuw een korte formule 
gevonden die voor grote waarden van n 
een heel nauwkeurige benadering van deze 
reeks geeft: 

      30 1
n

1
n 1

1
3

1
2

1
1  

      
30 ln n

1
2n

1
12n2

De eerste term, ln n, geeft globaal aan hoe 
hard de som groeit. Dit is een logaritme, 
dus hij groeit heel langzaam naarmate n 
toeneemt, maar kan wel willekeurig groot 
worden. Dat betekent in theorie, dat elke af-
stand, hoe groot ook, zo te overbruggen is. 
De tweede term, γ, is de zogeheten ‘constan-
te van Euler-Mascheroni’, vaak ook kortweg 
‘constante van Euler’ genaamd. Er geldt dat 
γ = 0,5772156... De laatste twee termen wor-
den kleiner naarmate n groter wordt. Deze 
drie dienen om het resultaat nauwkeuriger 
te maken, maar de Sahara-expeditie heeft 
die niet eens nodig. Want hoe groot zou die 
expeditie ruwweg moeten zijn? Daarvoor 
moet de logaritme van n ongeveer 1500/30 
= 50 zijn, ofwel: n is ongeveer e50 30 1

n
1

n 1
1
3

1
2

1
1  1021: 

een veel en veel groter getal dan het aantal 
mensen op aarde! Je kunt echt beter gaan 
vliegen over de Sahara. 
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