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“Deze bijl is meer dan honderd jaar 
oud. Hij was oorspronkelijk van m’n 
overgrootvader en ik gebruik hem nog 

steeds. Alleen, m’n grootvader heeft  er een nieuwe 
steel aan gezet en m’n vader heeft  het blad vervan-
gen.” 

 begint met dit nummer aan z’n 47ste 
jaargang, een eerbiedwaardige leeft ijd voor een tijd-
schrift . In die tijd is het blad al eens van eigenaar, 
formaat en drukker veranderd, vele redacteuren 
zijn gekomen en gegaan en hetzelfde geldt natuur-
lijk voor de abonnees. Een tijdschrift  is in de meest 
letterlijke zin van het woord een idee, dat zich 
voortplant via de hersens van een telkens wisse-
lende groep mensen en telkens een andere materi-
ele verschijningsvorm kiest. Ook de nieuwe lay-out 

van dit nummer en de ingrijpende verbouwing van 
de website vallen onder dit principe. Hoe vaak blad 
en steel in de loop der tijd ook vervangen worden, 

 hakt nog steeds met hetzelfde bijltje.
Traditiegetrouw hebben we ook deze jaargang 

een thema gekozen, ‘wiskunde en kunst’, en we lan-
ceren weer een grote prijsvraag, ditmaal geïnspi-
reerd door het Tangram. Maar we presenteren in 
dit nummer ook nieuwe rubrieken als ‘Miskunde’ 
en de Sangaku op de achterkant, en we starten een 
serie over grote wiskundigen uit het verleden. Als 
redactie kwamen we al gauw tot de conclusie dat de 
wiskunde zo’n rijk verleden heeft , dat die serie wel 
meer dan een jaargang door gaat lopen. En het idee 
‘Pythagoras’ heeft  zo’n rijke toekomst dat we nog 
vele jaargangen vooruit kunnen.
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Tangram is een rechtlijnige opdeling van een vier-
kant in zeven stukken. Met die zeven stukjes is een 
verbazingwekkende variatie aan fi guren te maken, 
waarin je met enige fantasie mensen, dieren en al-

lerlei voorwerpen kunt herkennen. Een voorbeeld 
van wat daarmee zoal mogelijk is, zie je hieronder. 

Onze Pygram bestaat uit negen stukken, die sa-
men de letter P vormen, zie pagina 5. Als je het 
kleine vierkant – het gat in de letter P – weglaat, 
hou je acht stukken over waarmee je een rechthoek 
kunt leggen. Je zult merken dat dat al niet eens zo 
heel makkelijk is. 

Met de Pygramprijsvraag kun je op diverse ma-
nieren prijzen verdienen. Er zijn vier opdrachten in 
de categorie ‘wiskundig’ en twee in de categorie ‘ar-
tistiek’, zie pagina 6. 

Iedereen kan aan de Pygramprijsvraag meedoen: 
leerlingen, beroepswiskundigen, hobbyïsten, enzo-
voorts. Ook als klas kun je inzenden. Opdracht A1 
is bij uitstek geschikt voor een klasseninzending. 
In elke categorie is er een hoofdprijs van € 100. De 
jury behoudt zich het recht voor om niet in elke ca-
tegorie de hoofdprijs uit te reiken, of om de prijs te 
verdelen onder meer dan één inzender.



Kopieer deze pagina (eventueel vergroot) en knip de stukjes uit. Je kunt de stukjes ook op stevig karton 
plakken en met een stanleymes uitsnijden. 



Een fi guur heet 
 als elke twee punten binnen de fi guur 

verbonden kunnen worden door een rechte lijn 
die zelf ook helemaal in die fi guur ligt. Deze de-
fi nitie verhindert dus dat er gaten of inhammen 
in voorkomen. Een fi guur die niet convex is, 
heet . De twee bovenste fi guren zijn con-
vex, de onderste drie zijn concaaf. 

Gebruik de negen Pygramstuk-
jes om zo veel mogelijk verschillende convexe fi gu-
ren te maken. Twee fi guren zijn pas echt verschil-
lend, als je ze niet door draaien of ondersteboven 
leggen op elkaar kunt passen. Je mag ook afzonder-
lijke stukjes ondersteboven draaien om een convexe 
fi guur te leggen. Dat maakt trouwens maar bij één 
stukje iets uit. Zie je meteen welk stukje dat is? Let 
op: per fi guur moet je alle negen stukjes gebruiken! 

Laat het kleine vierkant weg. 
Gebruik de overige acht Pygramstukjes om zo veel 
mogelijk convexe fi guren te maken. Let op: per fi -
guur moet je alle acht stukjes gebruiken! Wat denk 
je, kun je met deze acht stukjes minder of juist 
meer convexe fi guren maken dan met alle negen 
stukjes? 

Leg met de negen Pygramstuk-
jes een fi guur met een zo groot/klein mogelijke om-
trek. Bereken de omtrek van je fi guren door te stel-
len dat de zijden van het kleine vierkantje lengte 1 
hebben. De fi guur hoeft  niet convex te zijn, maar 

er mag geen gat in zitten. Stukjes mogen alleen te-
gen elkaar aan gelegd worden als hun zijden pas-
sen. Dat wil zeggen: of de tegen elkaar aan liggende 
zijden zijn even lang, of er passen meerdere stukjes 
precies tegen een grotere aan, zie de fi guur onder-
aan de pagina. 

Hetzelfde als W3, maar dan met 
weglating van het kleine vierkant. 

Bij de artistieke opdrachten gelden geen beperkin-
gen voor hoe je de stukjes neerlegt, net als in de 
tangram-voorbeelden. Ze hoeven zelfs niet aan el-
kaar te liggen. 

Kies een thema, bijvoorbeeld 
‘letters’ of ‘verkeersborden’. Maak met de Pygram-
stukjes zo veel mogelijk fraaie fi guren die in het 
thema passen. Het is het mooist als je een thema 
volledig kunt invullen. Dus is je thema ‘letters’, 
stuur dan, indien enigszins mogelijk, een heel alfa-
bet in. Per fi guur hoef je niet alle negen stukjes te 
gebruiken. 

Dit is een vrije opdracht, waar 
bijna alles mag: maak één of meer zo interessant 
mogelijke fi guren. Je mag ook meerdere Pygram-
setjes gebruiken, de stukjes (of de randen) een kleur 
of een cijfer geven en dan voorwaarden bedenken 
waaraan je fi guur moet voldoen, een bordspel met 
de Pygramstukken bedenken, enzovoorts. 

Je inzending kun je opsturen naar: 
Jeanine Daems 
Mathematisch Instituut 
Universiteit Leiden 
Postbus 9512 
2300 RA  Leiden 
e-mail: prijsvraag@pythagoras.nu 

Vermeld duidelijk de naam van de opdracht: W1, 
W2, W3, W4, A1 of A2. Je mag in meerdere catego-
rieën inzenden. Vermeld verder je naam en adres, 
en als je scholier bent, de naam en het adres van de 
school, je leeft ijd en je klas. Bij een klasseninzen-
ding moet bovendien de naam van de wiskundedo-
cent opgegeven worden. 
Inzendingen moeten bij ons binnen zijn vóór 

. Q 



Op pagina 46 van , het boekenweekge-
schenk 2007, schrijft  Geert Mak: 

Het staat wel vast dat honderdduizenden Armenen 
het slachtoff er zijn geworden van chaos en groot-
scheepse deportaties in Turkije tijdens en na de 
Eerste Wereldoorlog. Hoeveel het er precies zijn ge-
weest weet niemand, en of je dat ‘burgeroorlog’, ‘et-
nische zuivering’ of ‘genocide’ moet noemen, daar-
over wordt nog steeds getwist. Maar kun je uit de 
percentages die Mak noemt, afl eiden welk deel van 
de Armeense bevolking ‘verdween’? Nauwelijks. 

Laten we beginnen met een tamelijk onrealis-
tische aanname, namelijk dat tussen 1914 en 1920 
het aantal niet-Armeense inwoners van Istanbul ge-
lijk bleef. Nauwkeurige inwoneraantallen zijn niet 
bekend, maar rond 1900 had de stad ongeveer een 
miljoen inwoners. Als we dat ronde getal ook voor 
1914 aannemen, waren er toen dus 250.000 Arme-
nen en 750.000 niet-Armenen in de stad. Als er in 
1920 nog steeds 750.000 niet-Armenen in Istanbul 
woonden (100 – 8,5 = 91,5%), had de stad toen in 
totaal 750.000 : 0,915 = 820.000 inwoners, waar-
van dus 70.000 Armenen. Als er van de 250.000 
Armenen slechts 70.000 over waren, zijn niet twee 
op de drie, maar bijna drie op de vier – (250.000 
– 70.000) : 250.000 × 100% = 72% – Armenen ver-
dwenen. 

Je ziet dat heel vaak bij percentages: de argelo-
ze rekenaar verliest uit het oog dat een percentage 
een verhouding tussen twee getallen is en hij vraagt 
zich niet meer af of het getal onder de deelstreep in 
beide gevallen wel hetzelfde is. Geert Mak zou nog 
gelijk kunnen hebben, als elke verdreven Armeen 
vervangen was door een niet-Armeen. Uit de con-
text van zijn opmerking in  blijkt dit ech-
ter niet. Kennelijk beseft  de auteur gewoon niet dat 
zijn berekening niet klopt. 

Overigens is het waarschijnlijker dat juist min-

Q

der dan twee op de drie Ar-
menen tussen 1914 en 1925 
uit Istanbul verdwenen zijn. 
Grote steden hebben name-
lijk sterk de neiging nog gro-
ter te worden. Rond 1900 
had Istanbul ongeveer een 
miljoen inwoners, tegen-
woordig zijn dat er zo’n elf 
miljoen. Als de groei de hele 
twintigste eeuw exponenti-
eel is geweest – net zoals een 

geldbedrag op een spaarrekening ieder jaar met een 
vast percentage groeit, een aanname die vaak best 
aardig klopt – kreeg Istanbul er per jaar bijna 2,4 
procent inwoners bij, zie het kader. Dat zou beteke-
nen dat er in 1914 1,4 miljoen mensen in Istanbul 
woonden en in 1920 1,61 miljoen. 

We doen nu de rekenexercitie nog eens over: 
25 procent van 1,4 miljoen is 350.000 Armenen in 
1914, en 8,5 procent Armenen van 1,61 miljoen 
in 1920 is (afgerond) 137.000. Nu is dus ‘slechts’ 
(350.000 – 137.000) : 350.000 × 100% = 61% van de 
Armenen verdwenen. 

Het zal duidelijk zijn dat je zo naar wens binnen 
een vrij ruime marge Armeniërs kunt laten verdwij-
nen of weer tevoorschijn komen. Q

Als je aanneemt dat 
een stad elk jaar met een vast percentage groeit, 
hoef je maar van twee jaren het inwonertal te 
weten om dit percentage en het inwonertal in 
een willekeurig jaar uit te rekenen. Het inwo-
nertal voldoet dan namelijk aan de formule 

( ) = (0) . . Hierbij is  het aantal jaren, met 
 = 0 het beginjaar; voor Istanbul zouden we ne-

men  = 0 in 1900, (0) = 1 miljoen. De groei-
factor  geeft  aan hoe snel de bevolking groeit. 
Istanbul had rond de laatste eeuwwisseling 11 
miljoen inwoners, dus (100) = (0) . 100 = 11 
miljoen. Met het gegeven dat (0) = 1 miljoen 
volgt hieruit dat 100 = 11, ofwel  ≈ 1,024. Dat 
betekent dat het inwonertal ieder jaar met een 
factor 1,024 groter wordt, ofwel: het inwonertal 
neemt jaarlijks met 2,4 procent toe. 
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Lewis Carroll (1832-
1898) was in zijn tijd 
een bekend wiskundige. 
Maar dat we zijn naam 
nu nog steeds kennen, 
komt door zijn wereld-
beroemd geworden kin-
derboek 

 
Lewis Carroll was niet 
zijn eigen naam, het is 
een pseudoniem. In feite 
heette hij Charles Lut-
widge Dodgson. Behalve schrijver en wiskundige 
was hij ook deken in de Anglicaanse kerk (de vol-
gende stap, die van dominee, heeft  hij nooit gezet) 
en verdienstelijk amateur-fotograaf. Hij leefde in 
Oxford, waar hij kennis maakte met de kinderen 
Liddell, de dochters van een collega. Een van die 
kinderen heette Alice, en zijn personage Alice is op 
haar gebaseerd. 

In het beroemde 
 valt Alice in een 

konijnenhol. Ze komt in een sprookjesachtige we-
reld terecht waar de vreemdste wezens rondlopen, 
waar de tijd niet loopt zoals je denkt en waar Alice 
steeds groter en kleiner wordt, al dan niet door het 
eten van koekjes of paddestoelen. In dit boek vin-
den we wiskunde vooral in grapjes met logica. Zo 
probeert Alice in hoofdstuk 5 de  (duif) er-
van te overtuigen dat ze geen slang is: 

De  zegt dus eigenlijk: slangen eten eieren en 
meisjes eten eieren, dus meisjes zijn slangen. Dat is 
duidelijk geen logisch geldige afl eiding! 

Carroll heeft  nog een boek 
over Alice geschreven: Th

Th . We zien in dit twee-
de deel meer wiskunde dan in het eerste. Het eerste 
voorbeeld daarvan is de spiegel uit de titel. Ook in 
dit boek komt Alice in een bijzondere andere we-
reld terecht. Deze keer bevindt die zich aan de an-
dere kant van de spiegel. Alice is gefascineerd door 
de kamer die ze kan zien in de spiegel die boven de 
open haard hangt. Het stuk van die kamer dat ze 

kan zien lijkt precies op 
de kamer waar ze zelf in 
staat, maar hoe zit dat 
met de rest? Hoe kan 
ze zeker weten dat er in 
de gespiegelde kamer 
ook een vuur brandt 
in de haard, of waar de 
hal heenleidt waarvan 
ze maar een klein stuk-
je kan zien? De spiegel 
blijkt minder massief 
dan ze dacht en ze be-

landt in de gespiegelde kamer. Alice komt er al snel 
achter dat de dingen in de spiegelwereld die ze niet 
kon zien inderdaad heel anders zijn dan die in de 
gewone wereld. 

Dit levert een aantal interessante gedachte-expe-
rimenten op: wat is er anders als de hele wereld in 
spiegelbeeld werkt? Alice wil graag naar een heuvel 
toelopen, maar het lukt haar niet. Elke keer als ze 
in de richting van de heuvel loopt, komt ze op den 
duur weer uit bij het huis waar ze vandaan komt. 
Tot ze bij een bloembed met pratende bloemen ar-
riveert. Ze maakt een praatje, en dan komt de 

 (de koningin van het schaakspel) in zicht. 

fl

Th
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Volgens Martin Gardner, die voetnoten bij de 
Alice-boeken heeft  geschreven, is dit een duidelij-
ke verwijzing naar het feit dat vooruit en achteruit 
door een spiegel worden omgedraaid, als je in de 
richting van de spiegel loopt of daar vandaan. 

Het spiegelmotief komt ook op een andere ma-
nier aan de orde. Alice ontmoet Tweedledum en 
Tweedledee, twee mannetjes die erg op elkaar lijken 
en zich als elkaars spiegelbeeld gedragen: ze staan 
bijvoorbeeld met de armen om elkaar heen, dus als 
ze Alice netjes een hand willen geven, geeft  het ene 
mannetje haar zijn rechterhand en het andere man-
netje zijn linker. 



Het thema van een andere wereld waarin alles 
het gespiegeld is ten opzichte van de gewone wereld 
komt ook terug in , van de 
Nederlandse schrijfster Tonke Dragt. Ook dat boek 
is zeker de moeite van het lezen waard! Dragt heeft  
een gedicht uit Th  opgeno-
men als motto van haar boek, dat ze als volgt ver-
taald heeft : 

 

Interessant is ook de structuur van Th
: het is opgebouwd als een potje 

schaak. Veel personages zijn schaakstukken, en ze 
komen elkaar alleen tegen als ze elkaar in het spel 
inderdaad ontmoeten op dat moment (bijvoorbeeld 
doordat ze op aangrenzende vakjes staan). Alice wil 
graag een koningin worden, dus ze moet beginnen 
als een pion: 

Th

Op haar reis naar het achtste vakje ontmoet Alice 
onder andere de  en de  

(het witte paard, een personage dat misschien een 
karikatuur is van Lewis Carroll zelf). 

Het idee om een verhaal te 
structureren volgens een bepaald ruimtelijk pa-
troon, zien we ook in het werk van de Franse schrij-
ver Georges Perec (1936-1982). Perec was lid van 
de , wat in het Frans een afk orting is voor 
‘werkplaats voor mogelijke literatuur’. De Oulipo 
was een club voor schrijvers en wiskundigen die in 
1960 werd opgericht. De beginvraag was: hoe kun 
je wiskundige structuren gebruiken bij het schrij-
ven van literatuur? 

Een van Perecs beroemdste boeken is 
 ( ). 

Hij heeft  dat verhaal gestructureerd aan de hand 
van een wiskundig patroon, op een manier die een 
beetje lijkt op die van Carroll. Het verhaal speelt 
zich af in een groot appartementencomplex in Pa-
rijs. Het vooraanzicht is een vierkant van tien bij 
tien appartementen. De hoofdstukken zijn allemaal 
aan een bepaalde ruimte in het gebouw gekoppeld, 
er wordt bijvoorbeeld verteld hoe die ruimte er uit-
ziet of we komen iets te weten over de geschiede-
nis van de bewoner. Als een bepaalde ruimte in een 
hoofdstuk een rol speelt, dan is de ruimte die in het 
volgende hoofdstuk een rol speelt met een paarden-
sprong te bereiken. De vraag is natuurlijk: kun je 
op een tien bij tien schaakbord ergens beginnen en 
dan steeds met paardensprongen naar andere vak-
jes springen tot je uiteindelijk alle honderd vakjes 
precies één keer bezocht hebt? Het antwoord is ja. 
Perec heeft  zijn paardensprongwandeling gevonden 
door het gewoon te proberen. 

Een ander paar boeken 
van Carroll dat bij elkaar hoort, bestaat uit 

 en . Ook in 
deze boeken bevindt de hoofdpersoon zich afwis-
selend in de gewone realiteit en in een droomwe-
reld. De hoofdpersoon is hier niet een klein meisje, 



maar een volwassen man. 
In de gewone wereld zien 
we hem vooral als hij zijn 
vriend Arthur bezoekt, 
die dokter is en hopeloos 
verliefd is op Lady Muriel. 

Af en toe krijgt hij een 
 gevoel over zich, en 

dan komt hij steeds, in 
meer of mindere mate, in 
een andere wereld terecht. 
Die wereld hangt nauw 
samen met de feeënwe-
reld. Hij ontmoet regel-
matig zus en broer Sylvie 
en Bruno, die feeën zijn, 
maar ook af en toe in kin-
deren kunnen verande-
ren. Sylvie is de verstan-
dige, gevoelige grote zus, 
die erop toeziet dat Bruno 
zijn lessen leert. Bruno 
heeft  natuurlijk een he-
kel aan die lessen, dus hij 
probeert daar zoveel mogelijk onderuit te komen. 

In deze twee boeken is het thema wiskunde niet 
zo duidelijk aanwezig, het komt maar een paar keer 
om de hoek kijken. Maar in 

 komt een wiskundig gezien erg interessant 
hoofdstuk voor. Lady Muriel stelt de hoofdpersoon 
voor aan , een Duitser die erg veel lijkt 
op de professor die hij regelmatig tegenkomt in zijn 
droomwereld. Mein Herr bekijkt het handwerkje 
van Lady Muriel. Hij vraagt haar of ze ooit gehoord 
heeft  van , de portemonnee van 
Fortunatus. (Fortunatus was in de vijft iende en zes-
tiende eeuw een populair personage uit Duitse ver-
halen. Hij kreeg een portemonnee van de godin van 
de voorspoed, die hij in een bos tegengekomen was. 
Elke keer als hij geld uitgaf, werd het vanzelf aan-
gevuld!) 

Mein Herr weet te vertellen dat je uit drie zak-
doeken zelf  kunt maken! Lady 
Muriel gaat natuurlijk meteen aan de slag. Om te 
begrijpen wat zijn idee is, kijken ze eerst naar een 
ander object: de Möbiusband. 

, fi

Th

Het is erg eenvoudig om 
zelf een Möbiusband te 
maken, zoals Mein Herr 
hierboven ook al uitlegt. 
Neem een strook papier 
en maak de ene kant aan 
de andere vast, zodat er 
een ring ontstaat. Maar je 
doet dat niet op de nor-
male manier: je draait 
één van de uiteinden een 
halve slag, zodat je de bo-
venkant van het ene uit-
einde vastplakt aan de 
onderkant van het ande-
re. Het leuke aan de band 
die je als resultaat krijgt, 
is dat hij uit één opper-
vlak bestaat. Als je een 

mier zou zijn die over de band loopt, dan moet je 
een afstand van twee keer de lengte van de band af-
leggen voor je weer op je beginpunt uitkomt. Op 
een normale band zou je na één keer de lengte van 
de strook afgelegd te hebben alweer op je begint-
punt uitgekomen zijn, terwijl je de andere kant van 
de strook helemaal niet gezien zou hebben. 

Er bestaat 
een soortgelijk object dat wat ingewikkelder is: de 
fl . Net als de Möbiusband is de fl es van 
Klein zelf tweedimensionaal: het is een oppervlak. 
Maar terwijl de Möbiusband in drie dimensies leeft  
(je kunt er gewoon een maken, zoals we al gezien 
hebben), is het onmogelijk om een fl es van Klein te 
maken in de driedimensionale ruimte zonder een 
zelfdoorsnijding te krijgen. Pas in de vierde dimen-
sie zou het object zonder zelfdoorsnijdingen kun-
nen bestaan. Maar Mein Herr vertelt Lady Muriel 
hoe ze zo’n object kan naaien. 

Je kunt het zelf ook proberen, je ruimtelijk in-
zicht zal op de proef gesteld worden! Je hebt drie 
zakdoeken nodig, en naald en draad. (Tip: met 
servetten en nietjes gaat het ook.) De instructie kun 
je lezen op pagina 12. Zodra de derde zakdoek in 
het spel komt, ontstaat er een probleem. Maar Lady 
Muriel komt zo ver niet: 

ft





Dat is een goede vraag: 
wat heeft  deze rare tas 
met de portemonnee 
van Fortunatus te ma-
ken? Mein Herr heeft  
hier een duidelijk ant-
woord op: 

inside
outside

outside
inside

Er 
zijn natuurlijk nog veel 
meer romans waarin wiskunde een belangrijke rol 
speelt. Hieronder staan er nog een paar, met een 
korte omschrijving, misschien zit er iets leuks voor 
je bij. 

Jeugdboek vanuit het perspectief van een autis-
tische jongen die geobsedeerd is door wiskunde. 
De jongen probeert de moord op de hond van een 
buurvrouw op te lossen, maar hij heeft  veel moei-
te de wereld om zich heen te begrijpen. De hoofd-
stukken zijn genummerd met priemgetallen en er 
wordt wat wiskunde uitgelegd, bijvoorbeeld hoe de 
zeef van Eratosthenes werkt (dat is een manier om 
priemgetallen te vinden), en achterin zit een ap-
pendix met een wiskundig bewijs! Dit is een mooi, 
grappig en ook wel ontroerend boek. 

Oom Petros is het 
zwarte schaap van 
de familie, maar zijn 
neef weet niet waar-
om. Op een dag gaat 
hij op zoek naar de 
reden en hij ontdekt 
dat zijn oom vroe-
ger wiskundige was. 
Hij heeft zijn hele 
leven besteed aan 
een mislukte po-
ging het vermoe-
den van Goldbach te 
bewijzen. Dat ver-
moeden zegt dat elk 
even getal groter 
dan 2 te schrijven is 
als de som van twee 
priemgetallen. Oom 
Petros balanceert op 

het randje van de waanzin. Maar is oom Petros 
nou gek of geniaal? 

 
Dit boek gaat over twee wetenschappers aan 
het eind van de achttiende eeuw: de wiskundige 
Carl Friedrich Gauss en de ontdekkingsreiziger 
Alexander von Humboldt. Hun persoonlijkhe-
den zijn volkomen tegengesteld, maar alle-
bei willen ze graag meer weten over de wereld. 
Gauss komt over als een bijzonder onaardige 
en ongeduldige man. Von Humboldt reist naar 
Zuid-Amerika om dat werelddeel beter in kaart 
te brengen, Gauss blijft het liefst in zijn eigen 
kamer en vindt het al te veel gedoe om naar een 
conferentie in Berlijn te gaan. Het is een verma-
kelijk boek en het heeft in Duitsland wekenlang 
bovenaan de bestsellerlijsten gestaan. Q

Lewis Carroll, Th
 (Penguin, 1976) 

Th  (Penguin, 1988) 
Apostolis Doxiadis,  
(De Bezige Bij, 2000) 
Tonke Dragt,  (Leopold, 1973) 
Mark Haddon, Th  
(Vintage, 2003) 

Daniel Kehlmann,  (Querido, 2006) 
Harry Mathews, Alastair Brotchie (editors),  
(Atlas Press, 1988) 
Georges Perec,  (De Arbeiders-
pers, 1996) 

De tekeningen zijn van John Tenniel, afk omstig uit Th
, Th



Q

Drie andere leden van het Neder-
landse team, Wouter Berkelmans, 
Milan Lopuhaä en Tim Reijnders, 

wisten één van de zes pittige vra-
gen geheel correct op te lossen en 
kregen daarvoor een eervolle ver-
melding. 

Aan de 48ste editie van de IWO 
deden 520 leerlingen afk omstig uit 
93 landen mee. Winnaar is Rus-
land (184 punten), gevolgd door 
China (181 punten) en Vietnam 
(168 punten). Nederland is met 

ft

Hij schreef een computerpro-
gramma en schakelde enkele tien-
tallen computers in, die na ander-
halve dag rekenen alle mogelijke 
confi guraties hadden doorlopen. 
Het gezochte vierkant zat er niet 
tussen. 

In maart van dit jaar haalden 
drie middelbare scholieren uit 
Nijmegen alle tv-journaals met 
een magisch vierkant van 12 bij 
12. Dit vierkant heeft  alle bijzon-
dere eigenschappen van het vier-
kant van Franklin, op één na: aan 
de halve rij en halve kolom eigen-
schap wordt niet voldaan. 

Onafh ankelijk van Cor Hur-
kens was elektrotechnisch inge-
nieur Huub Reijnders met pen 
en papier op zoek naar een 12 × 
12 vierkant, natuurlijk ook uit-

65 punten 56ste geworden in het 
eindklassement. België haalde met 
78 punten de 45ste plaats. 

De IWO wordt jaarlijks geor-
ganiseerd, telkens door een ander 
land. In juli 2011 zal het evene-
ment in Nederland plaatsvinden. 

Uitgebreide informatie over de 
IWO kun je lezen op 
www.imo2007.edu.vn. 

gedaagd door de publiciteit rond 
magische vierkanten. Uiteraard 
lukte het hem niet om zo’n vier-
kant te maken. Hij wist met zijn 
methode wel ándere Franklin-
magische vierkanten te produ-
ceren. 

Al met al heeft  het werk van 

Hurkens en Reijnders tot de vol-
gende stelling geleid: Franklin-
magische vierkanten van orde 

 bestaan precies dan als  een 
viervoud is, behalve als  = 4 of 

 = 12. 
Bron: www.puzzled.nl/franklin 



Eugene Starostin en Gert van der 
Heijden van het University Col-
lege in Londen hebben uitgedok-
terd welke vorm een Möbiusband 
precies aanneemt, afh ankelijk 
van de lengte en de breedte van 
de strook. Waar welft  de band en 
hoe sterk zijn die welvingen? 

Al in de jaren 1930 deden 
wiskundigen pogingen om deze 
vraag te beantwoorden. Maar pas 
75 jaar later is het gelukt om een 
bevredigende oplossing te vin-
den. Starostin en Van der Heij-
den gebruikten een theorie uit 
1989 om een speciaal soort dif-

ferentiaalvergelijkingen, de zo-
geheten Euler-Lagrange-verge-
lijkingen, op te lossen. Niemand 
kwam eerder op het idee om 
deze bijna twintig jaar oude the-
orie toe te passen op de vorm 
van een Möbiusband. 

Met het nieuwe resultaat kan 
wiskundig worden verklaard 
waarom het moeilijker wordt 
zo’n band te maken naarmate de 
strook dikker wordt. De vorm 
van een Möbiusband wordt be-

paald door wat de wetenschap-
pers ‘energy density’ noemen: 
deze dichtheid is het grootst 
waar de band sterk buigt en het 
laagst waar de band het platst is. 
Naarmate de strook papier dik-
ker is, wordt de ‘energy density’ 
op de plaatsen waar het papier 
sterk buigt groter. Op een gege-
ven moment is er een kritieke 
grens: dan lukt het niet meer om 
een Möbiusband te maken. 
Bron:  

Bij de oplossingen van de Kleine 
nootjes werd bij ‘Hoeveel vier-
kanten?’ gemeld dat er 18 vier-
kanten te maken zijn in een 
rooster van 4 bij 4 punten. De re-
dactie ontving van Jitske (11jaar) 
en Martijn (42 jaar) Bak nog 
twee oplossingen: je kunt ook 
nog twee vierkanten met zijde 
√5  maken. Er zijn dus in totaal 
20 vierkanten. 

Ernst van de Kerkhof stuurde 
een e-mail naar aanleiding van 
‘Een nukkig kluisjesprobleem’. 
In dat artikel wordt niet vermeld 
dat de collectieve kans nog beter 
wordt door slim te gokken inge-

val de basisstrategie faalt. Zou er 
bijvoorbeeld worden afgesproken 
dat iemand die zijn portemonnee 
niet aantreft , het nummer noemt 
van het kluisje dat hoort bij de 
portemonnee die hij als laat-
ste (in de vijfde geopende kluis) 
heeft  gevonden, dan slaagt de 
strategie ook bij cykels van lengte 
6 (de als zesde te openen kluis is 
voor de personen in cykels van 
lengte 6 immers de juiste). Hier-
bij moet worden opgemerkt dat 
deze strategie volgens de spelre-
gels strikt genomen niet is toege-
staan: “De tien personen krijgen 
hun portemonnee alleen terug 
als iedereen zijn eigen portemon-
nee heeft  aangetroff en,” staat in 
de vijfde alinea van het artikel. 

Op het artikel ‘Schuifpuz-
zels en pariteit’ kregen we reac-
ties van Wim van der Meer, San-

dra van Wijk, Fred Schalekamp, 
Daan Wanrooy en W.G.H. Strij-
bos. Er werd geschreven dat de 
schuifpuzzel in de titel niet is 
om te vormen tot ‘SCHUIFPUZ-
ZELS & PARITEIT’. Doordat er 
echter dubbele letters voorko-
men, is het wél mogelijk. Wil je 
de laatste twee blokjes verwis-
selen zónder ergens anders nog 
twee blokjes te verwisselen, dan 
bestaat er (inderdaad) geen op-
lossing. Maar waarom zou je dat 
willen, het verschil tussen I en I 
is immers niet zichtbaar! Ove-
rigens is deze fout in het artikel 
niet voor rekening van de au-
teurs, maar van de redactie, die 
ook al moeite had met het juist 
spellen van de naam van één der 
auteurs: de achternaam van Bru-
no van Albada werd geschreven 
als ‘Van Albeda’. 
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In menig instituut liggen oude gips- en draadmo-
dellen van wiskundige vergelijkingen in een kelder 
te verstoff en, maar onder andere in Groningen is 
de collectie deels gerestaureerd onder leiding van 
de Groningse hoogleraar Jaap Top. De beroemde 
beeldhouwer Henry Moore, die het gat als beel-
dend element in de beeldhouwkunst introduceerde, 
zei dat hij daartoe door zulke negentiende-eeuwse 
gipsmodellen werd geïnspireerd. 

De oplossing van 
een vergelijking in twee variabelen is een kromme 
in het platte vlak. Zo heeft  de vergelijking  +  = 1 
als oplossing een rechte lijn. Een vergelijking in 
drie variabelen geeft  als oplossing een (onbegrensd) 
oppervlak in de ruimte. Zo heeft  de vergelijking 

 +  +  = 1 als oplossing een plat vlak, dat alledrie 
de assen op afstand 1 van de oorsprong snijdt, zie 
fi guur 1. Een boloppervlak met straal 1, zie fi guur 
2, voldoet aan de vergelijking 2 + 2 + 2 = 1. 

Vergelijkingen met hogere machten en mengter-
men van ,  en  kunnen zeer grillige vormen op-
leveren, die zichzelf doorsnijden of gaten en scher-
pe pieken vertonen. Van sommige oude modellen 
is niet eens meer bekend welke vergelijking ze pre-
cies uitbeelden. Je kunt zelf op onderzoek uit gaan, 
door een plausibele formule in te tikken op een on-
line functie-plotter (zie bijvoorbeeld de interactieve 
mathematica-server op wims.math.leidenuniv.nl, 
klik op ‘functieplotters’ en ‘polyray’), en dan de co-
effi  ciënten zodanig af te stellen dat een zo goed mo-
gelijk gelijkend oppervlak ontstaat. Het gaat altijd 
om een derde- of vierdegraads vergelijking, dus een 
formule waarin ,  en  hoogstens tot de vierde 
macht voorkomen. In mengtermen is de som van 
de exponenten nooit meer dan vier, dus 2 2 of 2 
kan voorkomen, maar 3 2 niet. 

Bedenk wel dat een ingewikkeld gevouwen op-
pervlak er heel anders uit kan zien als je het vanuit 
een andere positie bekijkt of als je de grootte veran-
dert van de kubus waarin de plotter het oppervlak 
tekent. ³
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Geef alle oplossingen van het volgende stelsel ver-
gelijkingen: 

 +  = 2 
 +  = 2 
 +  = 2 
 +  = 2 

Hierbij zijn , ,  en  reële getallen. 

Op een lijn  liggen vier verschillende punten , , 
 en , in deze volgorde. Construeer een vierkant 

 dat aan één zijde van  ligt zodat de lijn 
 de lijn  snijdt in , de lijn  de lijn  snijdt in 

, de lijn  de lijn  snijdt in  en de lijn  de lijn 
 snijdt in . 



Bij een spelshow worden op een scherm  verschil-
lende prijzen getoond. Je wordt voor  deuren ge-
plaatst; achter deze deuren staan die prijzen. Je moet 
raden welke prijs achter welke deur zit. Na de eerste 
poging zegt de spelleider hoeveel prijs-deur-combina-
ties je goed had gegokt, en geeft  je vervolgens de mo-
gelijkheid om je keuzes nog te veranderen. Je wint alle 
prijzen als je alle prijs-deur-combinaties goed hebt ge-
gokt, anders win je niets. Wat is de kans dat je met de 
prijzen naar huis gaat? 

Eerst bepalen we de kans dat je 
in de eerste ronde precies  prijzen goed uitkiest, 
waarbij  ≤ . Voor  =  – 1 is deze kans gelijk 
aan 0; je kunt niet één prijs verkeerd kiezen. Voor 

 ≠  – 1 is de kans wel positief, en wordt hij gege-
ven door !  , waarbij  het aantal mogelijkhe-
den is om  –  prijzen bij de verkeerde deuren te 
zetten. 

In de tweede ronde moet je de  –  foute prijs-
deur-combinaties uitkiezen. De kans dat je precies 
deze deuren kiest, is 1/ . Vervolgens moet je nog 
de juiste prijs achter de juiste deur leggen; hier heb 
je  mogelijkheden voor waarvan slechts één de 
goede is, dus de kans is 1 . 

Nu combineren we de kansen uit de beide ron-
des: de kans dat je eerst  prijzen goed gokt en ver-
volgens in de tweede ronde de overige prijzen goed 
gokt, is 

!
· 1 1 = 1

!
.

Merk op dat deze kans onafh ankelijk is van . Om-
dat   { 0, 1, 2, ...,  – 3, n – 2, } (dit zijn precies 

 elementen), is de totale kans om alle prijzen in de 
wacht te slepen, gelijk aan 

· 1
!

= 1
( − 1)!

.

De drie getallen ,  en  zijn geheel. Bovendien is 
ook √a+√b+√c  een geheel getal. Laat zien dat , 

 en  kwadraten van gehele getallen zijn. 

We weten dat als  en √a  positieve 
gehele getallen zijn,  een kwadraat is. Voor twee 
wortels kunnen we dit ook bewijzen. Stel namelijk 
dat √a+√b=x  met ,  en  positieve gehele getal-
len. Dan geldt = ( −√ )2 = 2 − 2 √ + , en 
dus is √4 2 = − 2+  geheel en 4 2  een kwa-
draat. Dan moet ook  een kwadraat zijn, en met 
hetzelfde bewijs zie je dat  een kwadraat moet zijn. 

Nu kunnen we het ook bewijzen voor drie wor-
tels. Stel dat √ +√ +√ =  voor positieve gehele 
getallen , , , . Dan geldt ook √ +√ = −√ , 
en dus 2+ 2+2√ √= 2− 4 2 + , ofwel

2√ √+ 4 2 = 2+ − 2− 2.
Dan is 4 2  een kwadraat, en dan moet  ook een 
kwadraat zijn. Nu weten we dat √ √+  geheel is, 
en dus zijn  en  kwadraten. 



Als je een vierkant met z’n diagonalen in vieren 
deelt en elk driehoekje al dan niet inkleurt, krijg 
je 24 = 16 verschillende tegeltjes, die je kunt num-
meren zoals in fi guur 1 is gedaan. Die nummers la-
ten we nog even buiten beschouwing, we gaan eerst 
met die zestien tegeltjes blokken van vier bij vier 
maken met twee simpele ‘burenregels’. 

In fi guur 2 zie je een blok waarvoor geldt dat bu-
ren elkaar raken met verschillende kleuren, dus een 
witte zijkant ligt altijd tegen een rode. 

In fi guur 3 is het net andersom: buren raken el-
kaar altijd met dezelfde kleur, wit tegen wit, rood 
tegen rood. 

Met de regel ‘gelijke buurkleur’ ziet zo’n blok er 
heel wat geordender uit dan met de regel ‘ongelijke 
buurkleur’. Maar met beide regels zijn nog duizen-
den verschillende blokken te vormen. 

Stel nu dat je met de regel 
‘gelijke buurkleur’ een hele vloer vol wilt leggen. 
Dan moet de linkerkant van elk blok aansluiten aan 
de rechterkant, en de onderkant aan de bovenkant. 
Met het blok in fi guur 3 lukt dat niet. De onderkant 
sluit wel volgens de buurregel aan bij de bovenkant, 
maar links niet bij rechts. 

Q

Er zijn echter honderden andere blokken waar-
mee dat wel kan. Een voorbeeld zie je in fi guur 4. 
Doordat steeds wit tegen wit ligt en groen tegen 
groen, verschijnen ook diagonale vierkantjes die 
helemaal wit of helemaal groen zijn, en ook die 
kunnen als vlakvulling beschouwd worden. De te-
gelvloer in fi guur 4 blijkt dan vol symmetrie te 
zitten. 

We kunnen het aantal mogelijkheden drastisch 
inperken door alleen met  te tege-
len. We gebruiken daartoe de nummering van de 
vierkantjes in fi guur 1 en eisen dat de som van ie-
dere rij en iedere kolom 34 is. Er blijven nu maar 
drie echt verschillende blokken over om mee te te-
gelen. Figuur 5 toont een van de drie mogelijkhe-
den. 

Maar voor volwaardige magie geldt ook nog 
de eis dat de som van de diagonalen 34 is. Er 
blijft nu precies één mogelijkheid over, de enige 
perfect magische betegeling, afgebeeld in figuur 
6  Het patroon is niet alleen zeer symmetrisch, 
maar ook invariant onder kleurverwisseling: als 
je alle witte driehoekjes geel maakt en omge-
keerd, komt exact hetzelfde patroon weer tevoor-
schijn. Q





De zin van 59 woorden in 
het kader is, voor zover bekend, de kortst mogelijke 
zin van de vorm “Deze zin bevat ... keer het woord 
‘...’ , ...” , die vervolgens woord voor woord z’n eigen 
inhoud opsomt. Laten we zo’n constructie een 

 noemen. Deze woordelijke zelfverwijzin 
is nog met pen en papier en wat puzzelen en pro-
beren gevonden. Maar toen doemde de volgende 
uitdaging op: bestaat er een letterlijke zelfverwij-
zin? Dit is dus een zin volgens het principe “Deze 
zin bevat ... keer de letter ‘...’ , ... keer de letter ‘...’ , ...”, 
waarbij alle getallen moeten worden uitgeschreven. 

Dit probleem is in januari 2006 als prijsvraag ge-
publiceerd in het tijdschrift  

. Geholpen door zelfgeschreven computer-
progamma’s produceerden lezers hele boekwerken 
met zulke zelfverwijzinnen. Om alles kloppend te 
krijgen, waren in veel gevallen wel vulwoordjes no-
dig als ‘exact’ of ‘precies’. De oplossing met het min-
ste vulmateriaal kwam toen van Th omas Beuman, 
zie het kader op pagina 25. 

Q

Een open probleem is: bestaat er een volledige 
letterlijke verwijzin? Dit is een letterlijke verwijzin 
waarin alle letters van het alfabet voorkomen. Ook 
kun je nog proberen om een minimale verwijzin 
zoals die in het kader te vinden. Je kunt dat op twee 
manieren opvatten: een verwijzin die zo weinig 
mogelijk letters van het alfabet bevat, of een verwij-
zin die in totaal zo kort mogelijk is.

Als je de eis dat de zin moet beginnen met een 
aanhef als “Deze zin bestaat uit ...” weglaat, maar 
genoegen neemt met een kale opsomming in de 
trant van “Vijfenveertig e, eenendertig n, ...”, dan is 
dit minimumprobleem vrijwel zeker opgelost: er 
bestaat een letterlijke zelfverwijzin van maar twin-
tig letters lang! De oplossing staat hieronder, on-
dersteboven. 



In het juninummer vroegen we 
te zoeken naar zelfverwijzende getalrijen, die we 
hier  dopen, omdat ze de inventaris van 
hun eigen inhoud zijn. Bijvoorbeeld: van de rij 

 is de inventaris  (‘Deze rij bevat 1 
keer het cijfer 3, 2 keer het cijfer 4, 1 keer het cijfer 
5’). Deze twee rijtjes zijn niet gelijk, dus is  
geen inventarij. 

De kortst mogelijke inventarij is  want die 
bevat 2 keer het cijfer 2. Het zal duidelijk zijn dat 
inventarijen altijd een even aantal cijfers hebben. 
Echter, een inventarij met lengte 4, 6 of 12 bestaat 
niet. Een inventarij met lengte 8 is 

 met A groter dan 3. Eén van lengte 10 is 
 met A ongelijk aan B en beide 

groter dan 3. Een inventarij met lengte 14 is 
 met A, B en C ongelijk 

aan elkaar en groter dan 4. 
Zo wordt al snel duidelijk dat een inventarij van 

lengte 2(N – 1) + 8 te vormen is door een kop 
 waaraan een lichaam komt 

met een zuivere opsomming 1 2 , 
waarbij de A ’s staan voor N – 1 getallen ongelijk 
aan N en aan elkaar en allemaal groter dan 3. 

Als je doet alsof ∞ (oneindig) een bonafi de getal 
is, kun je begin en eind opschrijven van een inven-
tarij die alle natuurlijke getallen bevat: ∞, 

 ∞. 

Op het gebied van de 
inventarijen valt nog van alles te onderzoeken. Zo 
zijn er rijen die je tweede-orde inventarijen zou 
kunnen noemen: niet de inventaris, maar de inven-
taris-van-de-inventaris is gelijk aan de oorspronke-
lijke getalrij. Kun je ook derde, vierde of -de orde 
inventarijen vinden? 

Nog een open kwestie: behalve 2, 2 bevatten al 
deze inventarijen de getallen 1 tot en met 3. Kan 
het ook zonder? Zo ja, hoe hoog kun je beginnen 
bij een gegeven lengte  van de hele rij? Stuur je 
bevindingen naar post@pythagoras.nu. Q
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BLOKKEN STAPELEN In de fi guur zie je een 
toren van tien blokken. Kun je de toren drie 
plaatsen naar rechts opschuiven? Je mag de blokken 
alleen één voor één verplaatsen en na iedere 
zet moet elk blok op twee blokken met hogere 
nummers rusten (of op het rek).

VIERKANTEN Als de zijde van het grote 
vierkant 17 is, wat zijn dan de oppervlaktes van de 
vierkanten , en ?

17

KWADRATENKETTING Zet de getallen 1 
tot en met 15 op een rij. Doe het zó dat twee 
opeenvolgende getallen steeds een kwadraat als 
som hebben. 

SCHAAKBORD Leg acht muntjes op de witte 
velden van een schaakbord. Doe het zó dat in 
iedere rij en kolom precies één muntje ligt. Op 
hoeveel manieren kan dat?

RANGLIJST Bij een wedstrijd zijn er vijf 
deelnemers: , , ,  en . Na afl oop wordt een 
ranglijst gemaakt: wie is er eerste geworden, wie 
tweede, etcetera. Het is mogelijk dat verschillende 
deelnemers op dezelfde plaats in de ranglijst staan. 
Hoeveel ranglijsten zijn er mogelijk? 

1098
65

3

7

2
1

4



Je kunt een vierkant verdelen in 
 vierkanten, tenzij  = 2, 3 of 5, zie het artikel 

‘Vierkant van vierkanten’ in  45-5 (april 
2006). Een oplossing voor  = 11 zie je hieronder.

Het is mogelijk om een vierkant 
met zijde 5 te overdekken met drie vierkanten met 
zijde 4. In de fi guur zie je hoe je twee van de drie 
vierkanten moet neerleggen.

Kleur de twaalf punten op 
de ribben zwart en de zes punten op de zijvlakken 
wit. De kortste afstand tussen een zwart en een wit 
punt is 1 en de kortste afstand tussen twee zwar-
te punten is √2. Omdat een rondwandeling langs 
alle punten minimaal 12 – 6 = 6 keer van een zwart 
punt naar een zwart punt gaat, is de totale lengte al-
tijd ten minste 6√2+12.  Dat er ook daarwerkelijk 
een rondwandeling van deze lengte bestaat, zie je in 
de fi guur. 

Kies de getallen 0, 1, 2, 3, 7, 11 en 15. 

8

168

120 140

120 154

90
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Iedereen die iets met wiskunde doet, gebruikt da-
gelijks Eulers erfgoed, omdat de moderne notatie 
grotendeels van hem afk omstig is. Leonhard Euler 
schreef als eerste ( ) om een functie aan te duiden, 
net als de letter sigma (∑) voor een som van veel 
termen. Hij bedacht de huidige namen van de goni-
ometrische functies sinus, cosinus en tangens. Hij 
voerde de Griekse letter π in voor de verhouding 
tussen omtrek en middellijn van een cirkel, de let-
ter i voor de imaginaire eenheid √ −1 en de letter e 
voor het grondtal van de natuurlijke logaritme. 

Waarom Euler juist die letters koos weten we 
niet zeker. Misschien nam hij de i omdat die het 
meest op het cijfer 1 lijkt, of omdat het de eerste let-
ter van ‘imaginair’ is. Er is wel gesuggereerd dat hij 
met de e zijn eigen initiaal bedoelde, maar daar-
voor was Euler te bescheiden. Dat Euler zijn keuze 
baseerde op het woord ‘exponentieel’, wordt door 
veel wiskundigen eveneens verworpen. Eli Maor 
geeft  in het boek e: Th  (1994) 
als meest waarschijnlijke reden dat Euler een letter 
koos uit het begin van het alfabet. De letters a, b, c 
en d werden al veelvuldig gebruikt in de wiskunde; 
de letter e daarentegen was nog ‘vrij’. 

Met de notaties die 
Euler invoerde, kon hij een verbluff ende ontdek-
king heel compact opschrijven. Hij bewees name-
lijk dat 

eπi+1=0.  
Destijds leek het al bijna een wonder dat een irratio-
naal getal (e), verheven tot een imaginaire macht (πi) 
een heel alledaags, geheel getal opleverde. Bovendien 
werd dat kunststukje volbracht door getallen uit ver 
uiteenliggende takken van de wiskunde: π is een getal 
uit de meetkunde, i kwam oorspronkelijk tevoorschijn 
bij het oplossen van vergelijkingen en e heeft  te maken 
met exponenten en logaritmen. 



In 1988 werd de vergelijking, die de vijf belang-
rijkste constantes uit de wiskunde verenigt, door le-
zers van het tijdschrift   
gekozen tot ‘mooiste vergelijking aller tijden in de 
wiskunde’. 

Leonhard Euler werd geboren op 15 april 1707 in 
het Zwitserse Basel als zoon van Paul Euler, een 
theoloog aan de Universiteit van Basel en Margare-
the Brucker, de dochter van een protestantse domi-
nee. Zijn vader wilde dat Leonhard theologie ging 
studeren. Hij begon aan deze studie, maar kon er 
zijn draai niet vinden. Johann Bernoulli overtuig-
de Paul Euler ervan dat zijn zoon voorbestemd was 
een groot wiskundige te worden. Leonhards vader 
stemde toe in het overstappen naar de studie wis-
kunde; in 1726 studeerde Leonhard af aan de Uni-
versiteit van Basel. 

Een jaar later werd hij benoemd aan de Aca-
demie voor Wetenschap in Sint Petersburg. Daar 
volgde hij in 1730 zijn vriend Daniël Bernoulli, 
zoon van Johann, op als professor in de wiskunde 
en vestigde hij zijn grote reputatie. In 1741 werd 
Euler door Frederik de Grote, koning van Pruisen, 
naar Berlijn gehaald om een Academie voor We-
tenschap te helpen stichten. Eind jaren ’60 keerde 
Euler terug naar Sint Petersburg. 

Euler bleef briljante wis-
kunde creëren tot op de dag van zijn dood, 18 sep-
tember 1783. Dit is des te opmerkelijker omdat hij 
de laatste zeventien jaar van zijn leven volkomen 
blind was. Het verlies van zijn gezichtsvermogen 
begon in 1735, toen de Académie in Parijs een be-
loning uitloofde voor de oplossing van een astro-
nomisch probleem. Euler, bezeten van de opdracht, 
werkte er drie dagen onophoudelijk aan en was al 
zijn collega’s te vlug af, zodat hij de prijs in de wacht 
sleepte. Dit ging niet zonder problemen: de hoge 
werkdruk en abominabele werkomstandigheden 
kostten de 28-jarige Euler het licht in een van zijn 
ogen. Hijzelf zag dit slechts als een kleine handicap, 
of zelfs een voordeel: hij zei zelf dat hij nu ‘minder 
afgeleid werd’. 

Maar dertig jaar later werd hij door staar in zijn 
goede oog helemaal blind. Toch leed zijn wiskun-
dige arbeid daar nauwelijks onder: zijn fenome-
nale geheugen vormde zijn geestelijke bibliotheek, 
die hij altijd kon raadplegen. Hij was in de jaren 
die zich in duisternis voltrokken productiever dan 
ooit. Opschrijven kon hij zijn gedachten echter niet 
meer, hij moest alles dicteren aan zijn zoon Albert. 
Hij werkte door totdat hij op 18 september 1783 in 
Sint Petersburg door een beroerte overleed. 

Leonhard 
Euler heeft  op vrijwel elk gebied van de wiskunde 
grote bijdragen geleverd. In 1732 bewees hij dat het 
getal 225 + 1 niet priem is; een opmerkelijke presta-
tie in een tijd dat er nog geen rekenmachines wa-
ren. In 1753 schreef Euler aan Goldbach dat hij de 
Laatste Stelling van Fermat voor het geval  = 3 
had bewezen: er bestaan geen geheeltallige oplos-
singen voor de vergelijking 3 + 3 = 3. Later bleek 
dat in zijn bewijs een fout zat, maar dat kon geluk-
kig gerepareerd worden. Van de Kleine Stelling van 
Fermat (als  een priemgetal is en  is geen -voud, 
dan geldt dat –1 een -voud plus 1 is) wist Euler 
een generalisatie te geven, die tegenwoordig toege-
past wordt in de cryptografi e. 

In de analyse was Euler een meester in het mani-
puleren van oneindige sommen. In  41-4 
(april 2002) schreven we over Eulers bewijs dat 

∞

=1

1
2 = π2

6
.

Voor het getal e vond hij een kettingbreuk; niet 
rechtstreeks, maar via de breuk (e – 1)/2: 

 e − 1
2

= 1

1 +
1

6 +
1

10 +
1

14 +
1

18 +
1

22 + · · ·

Hierover schreven we in  43-5 (april 
2004). 

In de meetkunde kennen we ‘de formule van 
Euler’. Voor een veelvlak, een ruimtelijke fi guur 
omsloten door platte vlakken, geldt: aantal zijvlak-
ken – aantal ribben + aantal hoekpunten = 2. In 
jaargang 42 (2002-2003) kwam deze formule uitge-
breid aan bod. 

In de vlakke meetkunde bewees Euler dat in een 
driehoek het hoogtepunt (snijpunt van de hoogte-
lijnen), het zwaartepunt (snijpunt van de zwaartelij-
nen) en het middelpunt van de omgeschreven cir-
kel (snijpunt van de middelloodlijnen) altijd door 
één lijn gaan. Deze lijn wordt wel ‘de lijn van Euler’ 
genoemd, zie fi guur 2 op de volgende pagina. 

In de grafentheorie is Eulers oplossing van het 
probleem van de zeven bruggen van Koningsber-
gen beroemd geworden. 



In fi guur 3 zie je een satellietfoto 
van de Russische stad Kaliningrad. Deze stad was 
tot 1946 deel van Pruisen en heette tot die tijd Kö-
nigsberg (in het Nederlands: Koningsbergen). Door 
de stad stroomt de rivier de Pregel die de stad in 
stukken verdeelt. In de achttiende eeuw werden de 
verschillende oevers via zeven bruggen met elkaar 
verbonden, zie fi guur 4. In het begin van de acht-
tiende eeuw was Koningsbergen een welvarende 
stad. Volgens de overlevering vroegen de inwo-
ners zich af of het mogelijk is een wandeling door 
de stad te maken waarbij elke brug precies eenmaal 
wordt overgestoken. Daarbij was het niet nodig om 
bij het beginpunt van de wandeling te eindigen, te-
rug kon altijd nog na het bezoek aan een café. 

Euler bewees in 1736 dat zo’n wandeling onmo-
gelijk is. Hij publiceerde zijn bewijs in een artikel 
getiteld ‘Solutio problematis ad geometriam situs 
pertinentis’. 

Euler geeft  elk stadsdeel 
een letter: A, B, C, D; zie fi guur 5a. Hij stelt de rou-
te voor als een rijtje letters, dat aangeeft  in welke 
volgorde de wandelaar zich in de vier stadsdelen 

bevindt. Zo geeft  het rijtje ABDC aan dat de reizi-
ger start in stadsdeel A, vervolgens naar stadsdeel 
B loopt, dan naar D en tot slot naar C. Omdat er in 
fi guur 5a zeven bruggen zijn, zal het rijtje uit acht 
letters bestaan. 

Euler merkt op dat als er drie bruggen naar een 
stadsdeel gaan, de letter van dat stadsdeel precies 
twee keer in het rijtje moet voorkomen: één keer als 
je er langskomt via brug 1 en weggaat via brug 2, 
en nog een tweede keer als brug 3 aan de beurt is. 
Op dezelfde manier zal een letter precies drie keer 
voorkomen als het stadsdeel met vijf bruggen ver-
bonden is. Dus zouden B, C en D ieder twee keer, 
en A zelfs drie keer moeten voorkomen in een rij-
tje. Dat is samen negen, terwijl we op grond van 
het aantal bruggen al wisten dat het rijtje uit slechts 
acht letters kan bestaan. De rekensom gaf Euler 
weer in een tabel, zie fi guur 5b, en zo toonde hij 
eenvoudig aan dat het Koningsberger-bruggenpro-
bleem geen oplossing kan hebben. 

Euler werkt deze redenering in het artikel uit 
tot een algemene methode om te bepalen of er een 
wandeling bestaat. Het idee is te tellen hoe vaak ie-
dere letter in het rijtje moet voorkomen, en dan te 
zien of dat gelijk is aan het aantal bruggen plus één. 

Als er naar een stadsdeel een oneven aantal brug-
gen gaat, zeg 2  – 1, dan komt de betreff ende let-
ter dus  keer voor in het rijtje. Als er naar het stads-
deel een even aantal bruggen gaat, dan maakt het uit 
op welk moment in de wandeling je in dat stadsdeel 
komt. Is stadsdeel A alleen maar een tussenstation tij-
dens de wandeling, dan kom je er steeds via een brug 
aan en gaat er via een tweede brug weg. Het aantal ke-
ren dat de letter A in het rijtje voorkomt, is dan pre-
cies de helft  van het aantal bruggen dat naar A gaat. Is 
A echter begin- of eindpunt in de wandeling, dan zal 
de letter A een keer extra voorkomen in het rijtje. We 
zien dit terug in de tabellen waarmee Euler berekent 
of een wandeling mogelijk is. 

Gegeven is een willekeurige platte-
grond die uit de stadsdelen A, B, C, ... bestaat, ver-
bonden via een aantal bruggen. Euler telt het aan-



tal bruggen, voegt daar één aan toe en noteert dat 
boven een tabel met drie kolommen. In de tabel 
noteert hij de letters van de stadsdelen in de eerste 
kolom, en het aantal bruggen dat naar het betref-
fende stadsdeel leidt in de tweede kolom. Bij de let-
ters met een even aantal bruggen noteert hij een as-
terisk (*). In de derde kolom noteert hij de helft  van 
de aantallen in de tweede kolom; de helft  van een 
oneven getal wordt naar boven afgerond. Hij bere-
kent de som van de getallen in de derde kolom. In-
dien deze som één minder dan of gelijk is aan het 
bovenaan vermelde getal (het aantal bruggen plus 
één), dan bestaat er een wandeling waarbij elke 
brug precies één keer wordt overgestoken, en an-
ders niet. Indien de som één minder is dan het bo-
venaan vermelde getal, begint de wandeling in een 
stadsdeel dat met een asterisk is gemarkeerd. In-
dien de som precies gelijk is, start de wandeling in 
een ongemarkeerd stadsdeel. 

In fi guur 6a zie je een stad die uit zes stadsde-
len bestaat, die via vijft ien bruggen met elkaar wor-
den verbonden. In fi guur 6b staat de bijbehorende 
tabel. Euler concludeert dat een wandeling waarbij 
elke brug precies één keer wordt overgestoken mo-
gelijk is. De wandelaar moet starten in D of E. Een 
mogelijke wandeling is EaFbBcFdAeFfCgAhCiD-
kAmEnApBoElD. Een kleine letter geeft  aan welke 
brug moet worden bewandeld tussen twee stads-
delen. 

Eulers artikel wordt wel be-
schouwd als de geboorte van de grafentheorie. 
Een  is een figuur die uit punten en lijnen 
bestaat. De plattegrond van Koningsbergen kan 
als graaf worden gerepresenteerd als in figuur 7. 
In die graaf stellen de punten de stadsdelen voor 
en de lijnen representeren de bruggen. Het 

 lijnen dat samenkomt in een punt, heet de 
 van dat punt. 

Euler komt met zijn telargument tot de slotsom 
dat de graaf niet meer dan twee punten mag heb-

ben met een oneven aantal lijnen. Dat had hij ook 
sneller kunnen inzien. Als een punt namelijk geen 
begin- of eindpunt van de wandeling is, dan komt 
de wandelaar er elke keer binnen en gaat er weer 
weg, dus heeft  een even graad. Is een punt begin- 
of eindpunt, dan hoeft  de wandelaar het punt al-
leen maar te verlaten respectievelijk te betreden: 
zo’n punt heeft  een oneven graad. Als de wandeling 
moet beginnen en eindigen bij hetzelfde punt, dan 
moet dit punt – net als elk ander punt – een even 
graad hebben. 

Het begrip ‘graaf ’ werd pas in 1878 – bijna een 
eeuw na Eulers dood – ingevoerd, door J.J. Syl-
vester. Tegenwoordig kent de grafentheorie vele 
toepassingen. Het gehele internet is een graaf, 
Google gebruikt grafentheorie om websites te 
vinden, de wiskundige theorie achter sudoku’s 
maakt gebruik van grafentheorie en grafen zijn 
onmisbaar bij onder andere telefoonnetten en 
(spoor)wegennetten.                  8

 A   5   3 
 B   3   2 
 C   3   2 
 D   3   2 

9 +

                16
 A*   8   4 
 B*   4   2 
 C*   4   2 
 D   3   2 
 E   5   3 
 F*   6   3 

16 + 

Bij een willekeurig netwerk van bruggen is het 
alleen mogelijk een wandeling te maken waarbij 
elke brug precies één keer wordt overgestoken, 
als alle punten een even graad hebben, of als 
precies twee punten een oneven graad hebben. 



1. Kunnen de lijnenpatronen in fi guur 8 worden ge-
tekend zonder een tweede keer langs een lijnstuk 
te gaan, en zonder de potloodpunt van het papier 
te halen? Kun je in het algemeen zeggen aan welke 
voorwaarden een lijnenpatroon moet voldoen, om 
onder deze condities getekend te kunnen worden? 

2. Bestaat er een wandeling in de graaf van fi guur 
9, waarbij elk lijnstuk precies één keer wordt door-
lopen, en wel in de aangegeven richting? Hoe zit 
dat als begin- en eindpunt van de wandeling gelijk 
moeten zijn? 

3. Is het mogelijk om alle stenen van het dominospel 
(28 stuks; de helft en hebben 0 tot en met 6 ogen) vol-
gens de regels in één cykel te leggen? In fi guur 10 zie je 
enkele dominostenen aan elkaar gelegd. 

Een mooi boek over grafen-
theorie is  van N.L. Biggs, 
E.K. Lloyd en R.J. Wilson. Daarin staat onder ande-
re een Engelse vertaling van Eulers artikel over het 
Koningsberger-bruggenprobleem. 

Op het internet is een schat aan in-
formatie over Leonhard Euler te vinden. We 
vermelden hier www.eulerarchive.org, een on-
line verzameling van de teksten van Leonhard 
Euler. De website biedt onder meer scans van 
veel originele publicaties, informatie over de 
data van publicaties en vertalingen van de be-
langrijkste zaken, zoals abstracts, in het Engels. 
Een Nederlandstalige biografie van Euler is te 
lezen op www.math4all.nl. Q
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