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Het oog bedrogen
Maak een vertekende afbeelding, die er slechts 
realistisch uitziet vanuit één bepaald punt 
(anamorfose). De stoepkrijttekening van Julian 
Beever (zie de foto hiernaast) is een mooi voor-
beeld van zo’n anamorfose. 

Hoe doe je mee?
De deelnemers maken, zelf of samen, een ana-
morfose op een vloer/straat, wand/muur of pla-
fond. Maak van je anamorfose twee goede fo-
to’s van 20 x 30 cm (met 2400 x 3200 pixels). Op 
beide foto's ben je zelf ook te zien. Stuur er een 
omschrijving van maximaal 500 woorden van je 
werkwijze bij.

De prijzen
1e prijs: 500 en een professioneel stoepkrijtpak-
ket.
2e en 3e prijs: keramische illusiekunstwerken van 
Paul Baars ter waarde van 195 resp.  150.
Bovendien: 25 boeken Kunst en Wiskunde en 25 
scheurkalenders van 2009 met optische illusies.

Deelname staat open zowel voor individuen als 
voor groepen, bijvoorbeeld schoolklassen.

Inzenden
Tot uiterlijk zaterdag 1 november 2008 naar:
Ars et Mathesis
Rietdekkershoek 21
3981 TN B unnik
of per e-mail: info@arsetmathesis.nl

Kijk ook op www.arsetmathesis.nl

Sponsors: Cordon Art, Paul Baars Design, 
Epsilon Uitgaven en ARABESK
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‘Discrete wiskunde’ is het thema van deze nieuwe 
jaargang . De eerste afl evering gaat over 
een toepassing in de informatica. Het internet is 
één groot netwerk, waarop Google eens per maand 
het ‘PageRank-algoritme’ loslaat. Hierdoor lukt het 
Google om uit miljarden websites juist die pagina’s 
boven water te halen die jij zoekt.

Om goed te kunnen pokeren, moet 
je een goed inzicht hebben in de 
psyche van de mens. Maar verstand 
van kansrekening is minstens zo 
belangrijk, om de factor ‘geluk’ deels 
te kunnen uitschakelen.

Ook in deze nieuwe jaargang presenteren we op de 
achterkaft  steeds een , een zuiver visueel 
uitgebeelde wiskundige stelling. De sangaku’s van 
de vorige jaargang leggen we in dit nummer uit.
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Het thema van deze nieuwe, 48ste jaargang is ‘dis-
crete wiskunde’. Discreet betekent hier dat het over 
telbare aantallen objecten gaat. Combinatoriek is 
een bekend onderdeel van de discrete wiskunde; 
hierbij gaat het er bijvoorbeeld om hoeveel com-
missies van 8 personen je uit 20 kandidaten kunt 
samenstellen. Maar discrete wiskunde is méér. 
Een voorbeeld in de theorie van transportnetwer-
ken: hoe kunnen zo veel mogelijk treinen over een 
spoorwegnet met beperkte capaciteit rijden? Een 
toepassing van coderingstheorie: als er één krasje 
op je muziekcd zit, geeft  dat niet; daar is het sys-
teem tegen bestand, dankzij een foutcorrigerende 
code. De afgelopen decennia heeft  de discrete wis-

kunde vooral toepassingen gekregen in de informa-
tica. Deze eerste afl evering gaat over de internet-
zoekmachine van Google.

De  van Google is de 
 = 2 van het World Wide Web. De onbekende 

in deze vergelijking is *. In de vergelijkingen die 
je op school tegenkomt is de onbekende – meestal 
aangeduid met  – één getal. In de PageRank-ver-
gelijking is * echter een  een rij getallen. In 
dit geval is die rij tien miljard getallen lang: het zijn 
de rapportcijfers voor alle webpagina’s die Google 
kent. Hoe de PageRank-vergelijking in elkaar zit en 
hoe * uitgerekend wordt, staat in het kader op pa-
gina 8.
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Als je bij Google een zoekterm intikt, zoeken 
diens computers in de totale lijst met tien miljard 
webpagina’s alle pagina’s bij elkaar waarin dit tref-
woord voorkomt. Dat zijn er meestal veel te veel, 
maar omdat alle webpagina’s een  heb-
ben, laat Google slechts de selectie met de hoog-
ste rapportcijfers zien. Die selectie stemt vaak ver-
rassend goed overeen met wat je echt belangrijk 
vindt. Om uit te leggen hoe dat kan, introduceren 
we eerst een goede fee en een stel onbaatzuchtige 
kabouters. 

Stel, er 
zijn vijf kabouters die we even 1 2 3 4 en 5 
noemen. Ieder van deze kabouters is sponsor van 
een aantal andere kabouters. In fi guur 1 kun je zien 
wie een sponsor van wie is: bijvoorbeeld, de pijl van 

2 naar 1 betekent dat 2 sponsor is van 1. 

Behalve kabouters is er ook een goede fee, in het 
bezit van enorme hoeveelheden goudstukken, die 
ze graag aan de kabouters wil uitdelen. Er is ech-

ter een probleem: zodra een kabouter goudstukken 
krijgt, zal hij ze eerlijk verdelen over alle kabouters 
die hij sponsort. Zo zitten kabouters nu eenmaal in 
elkaar. De fee besluit daarom elke kabouter een zo-
danig aantal goudstukken te geven (minstens één), 
dat nadat iedere kabouter zijn goudstukken heeft  
verdeeld over zijn gesponsorden, ze allemaal weer 
net zoveel goudstukken hebben als ervóór. Zo ont-
staat dus een evenwichtsverdeling van de goudstuk-
ken over de kabouters. Maar hoe kan ze dit doen? 
Omdat dit niet even snel uit te leggen is, komen we 
er later op terug. 

Het World Wide Web kan net 
als het sponsor-netwerk van de kabouters gezien 
worden als een gerichte graaf. Een pijl van 1 naar 

2 geeft  dan aan dat webpagina 1 een hyperlink 
heeft  waarmee je naar 2 kunt surfen. De hoeveel-
heid goudstukken waarmee het raadsel is opgelost, 
komt overeen met het rapportcijfer van de webpa-
gina. In die situatie heeft  een kabouter veel goud-
stukken als:
• hij sponsors heeft  met veel goudstukken, 
• die sponsors niet veel andere sponsors hebben. 

Dit komt overeen met de vuistregels die de oprich-
ters van Google, Larry Page en Sergei Brin, in hun 
PageRank-model tot uitdrukking wilden laten ko-
men, namelijk, een webpagina is belangrijk als:
•  er naar verwezen wordt door belangrijke pagina’s,
•  die pagina’s niet ook naar veel andere pagina’s ver-

wijzen. 

Oft ewel, je bent goed af als Koningin Beatrix op 



haar webpagina naar de jouwe verwijst, maar al een 
stuk minder goed als ze naar al haar onderdanen 
blijkt te verwijzen! 

Een evenwichtsverdeling van de goudstukken 
is in fi guur 1 al niet zo eenvoudig te vinden. Bekijk 
daarom eerst de volgende eenvoudigere opgaven. 

 Zie fi guur 2. Hoeveel goudstukken moet 
je 1 en 2 geven om een evenwichtsverdeling te 
krijgen? 

Dit is natuurlijk een heel eenvoudig geval. Merk 
wel op, dat als je een oplossing hebt gevonden, je 
alle kabouters ook tweemaal zoveel had kunnen ge-
ven. Sterker nog, ieder veelvoud van een oplossing 
is weer een oplossing. Dit zullen we nog vaker te-
genkomen. 

 In fi guur 3 zie je nog twee grafen. De 
eerste evenwichtsverdeling is nog makkelijk te vin-
den, de tweede al wat moeilijker. 

Waarschijnlijk heb je de oplossingen in 
opgave 2 gevonden door gewoon maar wat te pro-
beren. We introduceren nu een andere grafi sche 
voorstelling van de raadsels als in opgave 1 en 2, de 

, om ook moeilijker grafen aan te kunnen, 
zie fi guur 4. 

Hier is het idee als volgt: in het rooster is een hokje 
( , ) open als er een pijl gaat van  naar , an-
ders is het dicht. 
•  Plaats goudstukken in de bovenste drie vakjes,

Een  in de wiskunde is ongeveer wat we in 
het dagelijks leven een netwerk noemen. Een 
graaf bestaat per defi nitie uit , die ver-
bonden kunnen zijn door  (ook wel zij-
den of kanten genaamd). Grafen duiken overal 
in het dagelijks leven op. Als je treinstations be-
schouwt als knopen en rails als takken, vormen 
de spoorwegen een graaf. Het kan abstracter: 
je vriendennetwerk is ook een graaf. Uiteraard 
zijn alle knopen in die graaf door takken met 
jou verbonden, maar er loopt alleen een tak van 
vriend A naar vriend B, als die ook met elkaar 
bevriend zijn. 

‘Bevriend zijn’ is wederkerig: als A bevriend 
is met B, is B dat ook met A. De takken heb-
ben daarom geen richting, er hangt geen ‘pijltje’ 
aan. Dat wordt anders als je een tak defi nieert 
als ‘heeft  diens telefoonnummer in z’n mobiel-
tje staan’. Als A het telefoonnummer van B heeft , 
hoeft  B niet ook A’s telefoonnummer te heb-
ben. De takken hebben dan een richting, en zo’n 
graaf heet een . 

Het internet is een reusachtige gerichte graaf, 
met webpagina’s als knopen en de hyperlinks 
als takken. Deze graaf is gericht, omdat een hy-
perlink van de ene webpagina verwijst naar een 
andere, maar niet andersom (twee webpagina’s 
kunnen naar elkaar verwijzen, maar dat vergt 
twee aparte links). 



•  verdeel ze per kolom eerlijk over de open vakjes 
er verticaal onder, 

•  verplaats ze per rij horizontaal naar de rechter 
drie vakjes. 

Als de aantallen goudstukken in de rechter vak-
jes nu hetzelfde zijn als waarmee je bovenin begon, 
heb je de evenwichtsverdeling gevonden. 

 Los de Goozzle in fi guur 5 op. Om je op 
weg te helpen hebben we één van de drie gezochte 
getallen al ingevuld. 

Als je liever niet geholpen was bij deze Goozzle: de 
4 die al ingevuld is, is niet echt een cadeau. We had-
den immers al gezien dat veelvouden van een op-
lossing ook weer oplossingen zijn. Er is dan ook 
een veelvoud dat inderdaad een 4 op die positie 
heeft . Mocht dit tijdens het oplossen ergens tot ge-
broken goudstukken – breuken dus – leiden, is dat 
niet erg: na afl oop vermenigvuldigen we dan alles 
met een getal zodanig dat alle breuken verdwijnen. 

De voorgaande Gooz-
zles hebben allemaal een oplossing. Dit hoeft  echter 
niet, zoals blijkt uit het voorbeeld in fi guur 6. 

In dit voorbeeld krijgt kabouter 3 goudstukken 
van 1 en B2, maar geeft  zelf niets weg. Hij zal dus 
altijd meer bezitten dan ervoor, tenzij 1 en 2 
geen goudstukken hadden. Maar de fee gaf iedere 
kabouter ten minste één goudstuk. Deze Goozzle 
heeft  dus geen oplossing. 

Wat is op internet het equivalent van een kabou-
ter die niemand sponsort? Een webpagina waarnaar 
wel gelinkt wordt, maar die zelf geen links naar an-
dere pagina’s bevat. Beschouwd als graaf, noemen we 
zoiets een loshangende knoop ( , in het 
Engels). Google-oprichters Page en Brin argumente-
ren dat als een surfer in een loshangende knoop aan-
komt, hij bij gebrek aan hyperlinks een willekeurig 
nieuw webadres in de browserbalk zal intikken. 
In een graaf komt dit erop neer dat je vanuit een 
loshangende knoop pijlen trekt naar alle andere 
knopen, inclusief de loshangende knoop zelf, hoe-
wel deze takken dus eigenlijk niet echt bestaan, zie 
fi guur 7. Het surfen naar een andere webpagina 
zonder daarbij een hyperlink te volgen, wordt 

 genoemd. 
Je denkt misschien dat loshangende knopen 

zeldzaam zijn op internet, maar in feite is dit on-
geveer viervijfde van alle bestanden op het World 
Wide Web! Plaatjes (.jpg, .gif) en pdf-bestanden 
bevatten namelijk geen links. 

Reden om ook een pijl te trekken naar de loshan-
gende knoop zelf, is dat ieder van de pagina’s 1, 

2, 3 even veel profi teert van de PageRank die 3 
uiteindelijk krijgt. Geen van de pagina’s wordt dus 
bevoordeeld in deze behandeling van de loshan-
gende knoop. 



Toch zijn nu nog niet alle problemen de wereld 
uit. Bijvoorbeeld, het World Wide Web zou kunnen 
bestaan uit meerdere groepen pagina’s die onder-
ling geen links hebben. Pagina’s uit verschillende 
groepen kunnen dan niet eerlijk met elkaar wor-
den vergeleken, omdat de hoeveelheid goudstukken 
binnen iedere groep met een willekeurig getal ver-
menigvuldigd kan worden. 

Het algoritme van Brin 
en Page houdt er ook nog rekening mee, dat een 

surfer niet alleen een nieuw webadres in de brow-
serbalk kan intikken als hij of zij in een loshangen-
de knoop zit, maar ook op andere momenten. De 
vraag is wanneer, en hoe vaak. Een surfer zal een 
deel  (0 <  < 1) van de tijd hyperlinks volgen, en 
een deel 1 –  een nieuw adres in de browserbalk 
intikken. Googles uiteindelijke model bestaat uit 
een combinatie van het model dat we hadden na 
het repareren van de problemen die door loshan-
gende knopen worden veroorzaakt, en het volledige 
teleportatiemodel. Dit laatste model gaat er (fi ctief) 

In de PageRank-vergelijking komen de vector 
* en matrices  en  voor. Verder is  een getal 

tussen 0 en 1. Een vector kun je voorstellen door 
een rij getallen, een matrix door een rechthoek 
van getallen. Vectoren en matrices vermenigvul-
dig je met elkaar door hun getallen volgens be-
paalde rekenregels te vermenigvuldigen en op 
te tellen. 

Een  is de ‘sudokumanier’ om de Pa-
geRank-vergelijking op te schrijven. De boven-
balk stelt * voor, de kolom rechts ook, en de 
beide vierkanten stellen een matrix voor, met in 
elk dicht hokje een 0 en in de open hokjes getal-
len ongelijk aan 0. 

De fi guur hiernaast geeft  de PageRank-verge-
lijking voor een internet met drie pagina’s. Als je 
de PageRank van tien miljard pagina’s wilt bere-
kenen, bevat de vergelijking twee matrices van 
elk 1010 × 1010 = 1020 getallen! 

De enige praktische manier om een oplossing 
van zo’n enorme matrixvergelijking te vinden, 
is door min of meer op goed geluk een startvec-

tor *(0) boven in de Goozzle in te vullen. Dat 
levert rechts een zekere *(1) op, die je weer bo-
venin invult, zodat je *(2) vindt, enzovoort. 
Deze procedure heet . 
In formulevorm: 

*(  + 1) = *( )(  + (1 – ) ) 
 

De bedoeling is dat dit uiteindelijk een vector 
oplevert die niet meer verandert, want dan heb 
je de evenwichtsverdeling * gevonden. Google 
doet deze  eens per maand. 

Over matrixvergelijkingen is veel bekend, 
waardoor wiskundigen weten onder welke voor-
waarden, en hoe snel, zo’n iteratie naar de even-
wichtsverdeling ‘toeloopt’. Voor de PageRank-
vergelijking werkt iteratie goed. 

De structuur van het internet verandert wel 
voortdurend, maar een groot deel van de hyper-
links zal na een maand nog bestaan. Je zou dus 
verwachten dat je de * van deze maand relatief 
snel vindt met de iteratie-procedure, door als 
startvecor de * van de maand daarvoor te ne-
men. Dit blijkt echter niet waar te zijn: het meest 
effi  ciënt is om met een startvector te beginnen 
waarin alle PageRanks hetzelfde zijn en alles 
elke maand weer opnieuw uit te rekenen. 



vanuit dat er van iedere pagina een link is naar ie-
dere andere pagina, inclusief zichzelf. 

Hoe wordt deze combinatie in de praktijk ge-
maakt? Door te stellen dat een deel  van de goud-
stukken via de pijlen moet lopen van het oorspron-
kelijke model en het resterende deel volgens de 
pijlen van het volledige teleportatiemodel, zie het 
kader op pagina 8. 

Omdat andere zoekmachines graag 
van het succes van Google zouden meeprofi teren, 
houdt Google veel details van z’n model geheim, 
waaronder ook . Wiskundig speurwerk heeft  ech-
ter opgeleverd dat Google  = 0,85 =  gebruikt. 
Het linkerdeel van de Goozzle in fi guur 8 is het te-
leportatieblok; het  -ste deel van de goudstukken 
dat hierin belandt wordt gelijkelijk verdeeld over 
alle andere pagina’s. 

We zien dat het overeenkomstige kabouterraad-
sel erg ingewikkeld kan worden. De vraag is nu 

dus hoe de fee de kabouters goudstukken kan ge-
ven zodanig, dat als 85% van de goudstukken via 
het rechter blok in figuur 8 wordt verdeeld, en 
15% van de goudstukken volgens het linker blok, 
de situatie weer is zoals tevoren. En voor het ech-
te World Wide Web dan ook nog eens met zo’n 
tien miljard kabouters in plaats van de drie die 
we hier bekijken. 

Het kost maar liefst drie dagen om deze tien 
miljard rapportcijfers uit te rekenen met behulp 
van grote hoeveelheden aan elkaar geschakelde su-
percomputers. Dat is erg duur en dus doet Goog-
le dit maar één keer per maand. Dit wordt ook wel 
de  genoemd. Dus maximaal eens per 
maand verandert de PageRank van een website. 

Dit is de beschrijving van het model die Page 
en Brin zelf hebben gepubliceerd, maar natuurlijk 
is dit nog lang niet de hele waarheid. Google heeft  
ongetwijfeld nog heel wat kleinere en grotere slim-
migheden om effi  ciënt om te gaan met zoekop-
drachten en pageranking. Maar zoals gezegd, die 
zijn voor het grootste deel geheim. 

Van half maart tot half april 2008 volg-
den zo’n 50 scholieren uit het hele land de UvA-
webklas over Google’s PageRank. De stof van deze 
webklas, goed voor zo’n 12-20 uur studie, is nog 
te vinden op www.science.uva.nl/~brandts onder 
‘google pagerank webklas’. Je kunt dit materiaal zelf-
standig bestuderen, of gedurende vier weken onder 
online begeleiding van Jan Brandts tijdens de UvA-
webklas wiskunde 2009, vanaf half maart, bijvoor-
beeld voor een profi elwerkstuk. 
Algemene informatie over de UvA-webklassen vind 
je op www.studeren.uva.nl/webklassen. 



Q door Alex van den Brandhof

e fi

is afk

Hans de Rijk, die vaak het pseu-
doniem Bruno Ernst gebruikt, is 
een verbazingwekkend man. In 
een tijd dat vrijwel niemand nog 
sprak over popularisering van de 
wetenschap, in 1960, richtte hij 
samen met enkele collega-leraren 

 op. Binnen korte tijd 
had dit wiskundetijdschrift  voor 
scholieren 30.000 abonnees. De 
Leidse hoogleraar Frank Israel 
zegt in een interview over Bruno 
Ernst: ‘Andere mensen gaan bij 
elkaar zitten en zeggen tegen el-
kaar dat het goed zou zijn als er 
een tijdschrift  over leuke wiskun-
de voor scholieren kwam. Ernst 
begón zo’n tijdschrift  en deed 
ook daar in het begin alles zelf: 
stukken schrijven, plaatjes teke-
nen en de tijdschrift en in elkaar 
zetten met lijm.’ 

De Rijk richtte in 1961 de eer-
ste volkssterrenwacht in Neder-
land op, in Oudenbosch. In het 
begin was dat niet meer dan een 
kamer en een kijker op het dak. 
Inmiddels zijn er meer dan dertig 
plaatsen in Nederland en België 
waar iedereen door een telescoop 
naar de hemel kan kijken. 

Hans de Rijk 
was een persoonlij-
ke vriend van Mau-
rits Escher, en heeft  
zijn grafi sch werk 
voor een groot pu-
bliek ontsloten in 
het boek 

, dat in zes-
tien talen is ver-
taald. Hij voelt zich 
thuis op het raak-
vlak van wiskunde 
en kunst, en richtte 
daarom de stich-
ting 

 op. 
De Rijks onblusbare nieuws-

gierigheid, zijn originele inval-
len, zijn bevlogenheid zijn voor 
hele generaties een bron van in-
spiratie geweest. De jury is er 

trots op dat zij de NWO Oeu-
vreprijs mag overhandigen aan 
deze nestor, de eeuwige vlam 
van de popularisering in 
Nederland. 

Een van de doelen van dit WK 
is om kinderen uit verschillende 
culturen met elkaar te laten ken-
nismaken. Zo kunnen zij erva-
ren hoe het reken- en wiskunde-

onderwijs in andere landen is. 
De huidige (volwassen) we-

reldkampioen hoofdrekenen, 
Gert Mittring, zal aanwezig zijn 
om de jonge talenten te trainen. 
Naast het rekenen zijn er nog di-
verse andere gezellige program-
ma-onderdelen. 

Ook Nederland moet natuur-
lijk worden vertegenwoordigd bij 
dit prachtige WK. Als je je wilt 
opgeven, stuur dan voor 30 sep-
tember een e-mail (in het Engels 
of Duits) naar kontakt@i-do-
maths.de. Meer informatie kun je 
vinden op www.i-do-maths.de. 



Dat blijkt uit onderzoek van de 
Amerikaanse pyschologe Janet 
Hyde. Zij bekeek de resultaten 
van zeven miljoen kinderen tus-
sen zeven en vijft ien jaar in tien 
Amerikaanse staten uit de jaren 
2005, 2006 en 2007. De kinde-
ren werden getoetst op kennis 
van wiskundige feiten en eenvou-

De Engelse wiskundige Godfrey 
Harold Hardy (1877-1947) haal-
de in 1913 het Indiase genie Sri-
nivasa Ramanujan (1887-1920) 
naar Engeland. Toen Hardy hem 
eens met een taxi opzocht in het 
ziekenhuis, merkte hij op dat het 
nummer van de taxi oninteres-
sant was geweest: 1729. ‘Nee, dat 
is juist een heel interessant getal,’ 
moet Ramanujan toen hebben 
opgemerkt. ‘Het is het kleinste 
getal dat op twee manieren kan 
worden uitgedrukt als een som 
van twee derdemachten. Het is 
de som van 1 × 1 × 1 en 12 × 12 
× 12, en ook van 9 × 9 × 9 en 
10 × 10 × 10.’ 

De anekdote van Ramanujan 
en Hardy’s taxinummer heeft  de 
wiskunde een begrip rijker ge-
maakt: ‘taxicab-getal’. Wiskun-
digen bedoelen met ‘Taxicab( )’ 
het kleinste getal dat op precies  
manieren als som van twee posi-
tieve derdemachten kan worden 
geschreven. Taxicab(1) is snel ge-
vonden: dat is 2, want het is ge-

lijk aan 13 + 13. Taxicab(2) ken-
nen we van Ramanujan: 1729 = 
13 + 123 = 93 + 103. 

Taxicab-getallen groeien ra-
zendsnel. Taxicab(3) heeft  al acht 
cijfers: 87539319 = 1673 + 4363 
= 2283 + 4233 = 2553 + 4143. Dit 

werd ontdekt in 1957 door John 
Leech (1926-1992), waarbij hij 
gebruik maakte van de compu-
ter. Ondanks de snelle computers 
van tegenwoordig, zijn er op dit 
moment nog maar zes Taxicab-
getallen bekend. Het vierde en 
vijfde Taxicab-getal werden ge-
vonden in respectievelijk 1991 
en 1997. Een getal dat op zes ma-
nieren te schrijven is als som van 
twee derdemachten werd gevon-
den in 2002, maar pas onlangs 
werd bewezen dat het het  
getal is met die eigenschap. 

Van de getallen Taxicab(7) 
tot en met Taxicab(19) zijn al 
bovengrenzen bekend. Bijvoor-
beeld: het getal 2488518931788 
5898975235988544 is op zeven 
manieren te schrijven als som 
van twee derdemachten, maar we 
weten nog niet zeker of dit het 
kleinste getal is met die eigen-
schap. 

Lees meer over Taxicab-getal-
len op www.kennislink.nl.

dige algoritmes. Ook werd geke-
ken naar hun probleemoplossend 
vermogen, strategisch denken en 
logisch redeneren. 

Gemiddeld gezien doen meis-
jes het net zo goed als jongens. 
Twintig jaar geleden bleek uit 
eenzelfde grootschalig onder-
zoek van dezelfde Janet Hyde al 
dat er slechts een klein, ‘triviaal’ 
verschil was tussen beide sexen. 
Zelfs dat triviale verschil is nu 
verdwenen. 

Wel is het zo dat er in de top 

van de piramide meer jongens 
dan meisjes zitten, tenminste: 
als je alleen de blanke kinderen 
in ogenschouw neemt. Bij Azi-
atische kinderen is het namelijk 
precies andersom: in de top van 
de rekenpiramide zitten meer 
Aziatische meisjes dan Aziatische 
jongens. De conclusie van Hyde 
is dan ook dat sociale en cultu-
rele verschillen meer bijdragen 
aan wiskundetalent dan sekse-
verschillen. 

Bron: 



 De ingeschreven cirkel in elke 
rechthoekige driehoek is even groot als de 
maximale cirkel die links past tussen de cir-
kel met straal  om punt  en de cirkel met 
straal  om . 

Trek vanuit het middelpunt van de 
ingeschreven cirkel loodlijnen ( ) naar de 
drie zijden van de driehoek ( ,  en ) en lij-
nen naar de drie hoekpunten van de drie-
hoek. Je krijgt dan zes rechthoekige driehoe-
ken waarvan er telkens twee congruent zijn. 
Daardoor kun je, beginnend linksonder en 
tegen de klok in werkend, alle lijnstukken op 
de randen uitdrukken in ,  en . Conclusie: 

 = –  + 2 , dus  + –  = 2 , en  + –  
is juist de diameter van de onderste gele cir-
kel. 

 Gegeven een regelmatige ne-
genhoek. Kies een willekeurig punt  in de 
negenhoek en trek rechte lijnen naar alle 
hoekpunten. Kleur de negen ontstane gebie-
den om-en-om met drie kleuren. Dan heb-
ben alle kleuren dezelfde oppervlakte. 

Neem aan dat de zijden van de ne-
genhoek lengte 1 hebben. Kies een van de 
drie kleuren (hier: rood) en teken de gelijk-
zijdige driehoek  die aan de drie rode ge-
bieden grenst. De grootte van de driehoek is 
onafh ankelijk van de gekozen kleur. De op-
pervlakte van  is gelijk aan (  +  + ), 
met  de lengte van de zijde van  en ,  en 
 de lengtes van de hoogtelijnen uit punt . 

We weten dus dat  +  +  onafh ankelijk is 
van de gekozen kleur. Maar de oppervlakte 
van het gebied in de gekozen kleur is (  +  
+ ), zodat de drie verschillend gekleurde ge-
bieden dezelfde oppervlakte hebben. 



 De oppervlakte van de middel-
ste twee vierkanten is gelijk aan de helft  van 
de oppervlakte van de vierkanten onder en 
boven. 

 Trek een loodlijn  vanuit een hoek-
punt van een van de middelste vierkanten 
naar zijn buurman. Dit deelt de zijde in twee 
stukken  en . Er ontstaat een rechthoekige 
driehoek met zijden  en . Teken deze zelf-
de driehoek nog twee keer, zoals aangege-
ven. Bedenk dat de stelling van Pythagoras 
gaat over de kwadraten van de zijden van een 
rechthoekige driehoek, dus eigenlijk over de 
oppervlakte van de vierkanten op die zijden. 
Je ziet dan makkelijk in dat de oppervlakte 
van de middelste vierkanten gelijk is aan 
(  + )2 + ( 2 + 2) = 2 2 + 2 + 2 + 2  en 
de oppervlakte van de vierkanten onder en 
boven is gelijk aan ( 2 + 2) + ((  + 2 )2 + 2) 
= 4 2 + 2 2 + 2 2 + 4 . 

Zodra je ziet welke stelling bewezen moet 
worden, zie je het bewijs meteen vóór je. Be-
gin in de hoek linksboven en kijk hoeveel 
vierkantjes telkens in een omhullend vierkant 
(groene lijnen) passen: 
1 × 12 = 12, 
1 × 12 + 2 × 22 = (1 + 2)2 (het dubbel bedekte 
rode vierkantje wordt gecompenseerd door 
het gat, dit geldt voor alle dubbel bedekte 
vierkanten op de diagonaal), 
1 × 12 + 2 × 22 + 3 × 32 = (1 + 2 + 3)2, 
1 × 12 + 2 × 22 + 3 × 32 + 4 × 42 = (1 + 2 + 3 + 4)2,
enzovoort. 

Dit is dus een grafi sche voorstelling van de 
algebraïsche stelling 

 



 De twee rode driehoeken zijn 
congruent als de twee aangegeven hoeken ( ) 
gelijk zijn. 

 Trek eerst loodlijnen vanuit  en  
naar de linker verticale lijn. Het is nu vol-
doende om te bewijzen dat  twee keer zo 
lang is als , want dan ligt punt  midden 
tussen de twee parallelle verticale lijnen. Een 
zuiver meetkundig bewijs is lastig, maar met 
wat goniometrie is het bewijs niet moeilijk. 
Bekijk eerst de grote driehoek ; hiervoor 
geldt dat | | = | | sin(180° – 2 ) = 
| | sin 2(90°– ). Gebruik nu de sinus-
verdubbelingsformule sin 2  = 2 sin  cos : 
| | sin 2(90°– ) = 
2 | | sin(90° – ) cos(90° – ) = 
2| | cos sin . 
Bekijk nu ook de kleine driehoek : 
| | = 2| | sin  cos  = 
2| | × | |/| | × | |/| | = 2| |. 

 In een diabolo-fi guur (‘zand-
loper’) met als basis een vierkant en langs de 
lange zijde 2  even grote vierkanten, passen 
2  + 1 ingeschreven cirkels. 

 Noem de bovenste driehoek , 
met  de zijde van het bovenste vierkant. 
De ingeschreven cirkel van  heeft  mid-
delpunt  en straal , en raakt  in punt  
en  in . De driehoeken  en  zijn 
gelijkvormig (ze hebben dezelfde hoek bij  
en allebei een rechte hoek, dus is ook de der-
de hoek gelijk). 
Daarom geldt: | |/| | = | |/| |. 
Enerzijds is duidelijk dat | |/| | = 2 , 
anderzijds is | | = , de straal van de inge-
schreven cirkel. Dus | | = 2 . Conclusie: 
| | = | | +  = 2  + . De middellijn tus-
sen de twee basisvierkanten heeft  dus lengte 
2(2  + ) = (2  + 1)2 , ofwel 2  + 1 maal de 
diameter van de ingeschreven cirkel. 



Om goed te kunnen pokeren, is psychologisch in-
zicht natuurlijk belangrijk. Een speler moet inschat-
ten of zijn tegenstander bluft  en zijn eigen strate-
gie zo goed mogelijk verbergen. Je zou zeggen dat 
geluk ook een rol speelt. De spelers weten immers 
niet welke kaarten op tafel komen en moeten hun 
strategie dus bepalen zonder die kennis. Kansreke-
ning is echter in staat de factor ‘geluk’ grotendeels 
uit te schakelen. Pas als je de basisprincipes van de 
pokerwiskunde beheerst, kun je een goede speler 
worden. 

In Texas Hold’em 
krijgt iedere speler aan het begin van een potje uit 
een spel van 52 kaarten twee kaarten gedeeld, de 
starthand. Er zijn dus  = 1326 verschillende 
starthanden. Maar deze 1326 starthanden zijn lang 
niet allemaal in waarde verschillend, en dat is waar 
het bij Texas Hold’em om gaat. Er is namelijk geen 

hiërarchie in de kleur van de kaarten. De hand ‘ 4 
en wJ’ heeft  dezelfde waarde als de hand ‘w4 en J . 

Als je alleen naar de waarde kijkt, zijn er veel 
minder verschillende starthanden. Of de twee kaar-
ten van dezelfde kleur zijn, is hierbij een belangrijk 
onderscheid. De handen ‘ 4 en zJ’ en ‘w4 en wJ’ 
hebben een verschillende waarde, omdat twee kaar-
ten van dezelfde kleur een grotere kans hebben op 
een fl  (vijf kaarten van dezelfde kleur). 

Hoeveel starthanden houden we nu over? Ten 
eerste zijn er 13 mogelijke paren (A;A, K;K, enzo-
voort, tot en met 2;2). Verder zijn er 78 starthanden 
waarbij de twee kaarten dezelfde kleur hebben. Je 
ziet dit in door een willekeurige kleur te kiezen, zeg 
‘ruiten’. Dan kun je  = 78 verschillende ruiten-
paren maken. Maar elk paar in ruiten heeft  dezelfde 
waarde als het overeenkomstige paar in schoppen, 
klaveren of harten, dus er zijn in totaal niet meer 
dan 78 verschillende paren van gelijke kleur. 



De kleur op zich maakt niet uit voor elk van die 
paren, maar er is wel verschil in waarde tussen on-
gelijke/gelijke kleur. Er zijn dus ook nog 78 start-
handen van ongelijke kleur (die geen paar zijn). 

Samenvattend zijn er 169 in waarde verschil-
lende starthanden: 13 paren, 78 handen van dezelf-
de kleur, en 78 handen van verschillende kleur die 
geen paar zijn. 

Kansrekening wordt in poker heel 
belangrijk vanaf het moment dat je, bijvoorbeeld, 
ervan overtuigd bent dat je dit potje zult winnen als 
je een fl  maakt. Hoe je aan die overtuiging komt 
is nauwelijks te berekenen. Of een fl  wint is na-
melijk afh ankelijk van de kaarten van je tegenstan-
ders, en ook van de kans dat je ze kan wegbluff en 
terwijl ze eigenlijk een hogere hand hebben. Erva-
ren pokeraars schatten dat in op basis van de in-
zetten van hun tegenstanders, hun kennis van hun 
gedrag in alle vorige potjes en hun reacties op de ei-
gen eerdere inzetten. 

De kans dat je een bepaal-
de hand maakt – in bovengenoemd voorbeeld dus 
de fl  – bepaalt de , en die is wel 
goed te berekenen. 

Een handverhouding van  : 1 betekent dat de 
kans dat de hand gemaakt wordt, gelijk is aan  . 
Oft ewel, de handverhouding wordt gegeven door 
(1/kans – 1) : 1. 

Een voorbeeld: stel dat een speler een paar 2’en 
heeft  en op de  ligt geen 2. De handverhouding 
om een 2 op de  te krijgen is 22,5 : 1 en om een 
2 op de  of op de  te krijgen is 10,9 : 1. Hoe 
je deze handverhoudingen kunt berekenen komt 
zodadelijk aan de orde. 

Allereerst is het belangrijk om het aantal  
te kennen. Een out is gedefi nieerd als een kaart die 

ervoor zorgt dat de speler zijn hand maakt. Stel, 
een speler heeft  twee schoppen en er liggen op de 

 nog twee schoppen, dan zijn er nog 13 – 4 = 9 
schoppenkaarten in het spel. De speler heeft  dus 9 
outs om een fl  te maken. 

Het is natuurlijk best mogelijk dat een van de 
andere spelers een schoppenkaart heeft , wat uiter-
aard het aantal outs vermindert. Echter, normaal 
gesproken weet een speler niet wat de andere 
spelers hebben. Hij kan zijn outs dus alleen bereke-
nen op basis van de informatie die hij heeft . 

Nu we weten hoe we het aantal outs kunnen be-
palen, is het tijd om te berekenen wat de kans is dat 
een speler zijn hand maakt. Voor één kaart is dat 
eenvoudig. De kans is dan het aantal outs gedeeld 
door het aantal kaarten dat nog over is in ‘het pak-
je’. Maar voor twee kaarten (van de  naar de 

) is dat iets lastiger. De kans wordt dan als volgt 
berekend (  betekent ‘aantal’): 

Het getal 47 is het aantal kaarten dat nog in ‘het 
pakje’ zit (52 totaal – 2 eigen kaarten – 3 kaarten 
op de Flop = 47 kaarten). Natuurlijk zijn er geen 47 
kaarten in de hand van de gever, omdat andere spe-
lers ook kaarten hebben. Hier kan de speler echter 
geen rekening mee houden, omdat hij daar geen in-
formatie over heeft . 

Laten we het voorbeeld van de schoppen-fl  
er weer even bij pakken. Stel, we willen weten wat 
de handverhouding is dat we een fl  maken op de 

 of op de . Er zitten nog 9 schoppenkaar-
ten in het pakje, dus het aantal outs is 9. De kans 
dat er een schoppen valt, is dan 



Dit is een kans van ongeveer 35% dat er een schop-
pen valt op de  of op de . Dat betekent 
dat de handverhouding gelijk is aan ( 1

0,35  – 1) : 1 ≈ 
1,9 : 1. 

Omdat deze manier van rekenen tijdens het spe-
len nogal wat tijd in beslag neemt, is er ook een 
sneller trucje. Als er nog twee kaarten moeten ko-
men, dan kun je simpelweg het aantal outs verme-
nigvuldigen met 4; als er nog slechts één kaart komt 
(de ), dan kun je het aantal outs vermenigvul-
digen met 2 om de kans op het maken van je hand 
te benaderen. Deze benadering is gebaseerd op het 

feit dat twee pakjes kaarten 104 kaarten bevatten, 
en dat is ongeveer gelijk aan 100.

We weten nu hoe een spe-
ler zijn handverhoudingen kan bepalen. Waarom is 
dat zo belangrijk? Om deze vraag te beantwoorden, 
moeten we eerst een nieuw begrip introduceren, de 
zogenoemde . Die is gedefi nieerd als 
de verhouding tussen de hoeveelheid geld in de pot 
ten opzichte van de hoeveelheid geld die het kost 
om te . Stel dat er € 100 in de pot zit en het 
€ 10 kost om te callen. Dan is de potverhouding 



10 : 1. Een potverhouding van  : 1 betekent dat 
een speler deze hand 1 op de  + 1 potten moet 
winnen om quitte te spelen. 

Als we nu handverhoudingen en potverhoudin-
gen gaan vergelijken, wordt het nut hiervan duide-
lijk. Een voorbeeld: stel er is € 15 in de pot en de te-
genstander verhoogt met € 5, dat betekent dat jouw 
potverhouding 20 : 5 = 4 : 1 is. Dit houdt dus in dat 
je 1 op de 5 potjes moet winnen om quitte te spe-
len. Je hebt echter een handverhouding van 1,9 : 
1, die ervoor zorgt dat je ongeveer 1 op de 3 potjes 
wint. Op de lange termijn zul je dus niet quitte spe-
len, maar zelfs geld verdienen. 

Als we dit over 100 handen berekenen is de 
winst (opbrengst – kosten) als volgt: 
winst = (100 handen × 35% × € 25) – (100 × € 5) = 
€ 875 – € 500 = € 375. 

Spelers die aan de pokertafel potverhoudingen 
en handverhoudingen goed uit kunnen rekenen ne-
men goede beslissingen. Het basisprincipe is dat als 
de potverhoudingen groter zijn dan de handver-
houdingen, het verstandig is om te callen, omdat je 
dan op de lange termijn geld wint. 

Veel spelers vergeten echter dat er na een call op 
de  ook best verhoogd kan worden op de . 
Stel, een speler heeft  na de  een schoppenkaart 
nodig om zijn fl  te maken. De handverhouding 
om vanaf de  naar de  een schoppenkaart 
te krijgen, is 2 : 1. Rekenen op deze manier kan heel 
erg fout gaan. De handverhoudingen dien je name-
lijk kaart voor kaart te vergelijken met de potver-
houdingen. We geven een voorbeeld waarin de fout 
duidelijker wordt. 

Stel Speler A heeft  een . 
: € 10 Pot + € 10 verhoging. 

Speler A maakt de : € 10 (en krijgt zo 2 : 1 pot-
verhouding). 

: € 30 Pot + € 10 Bet. Speler A maakt weer de 
: € 10 (en krijgt 4 : 1 potverhouding). 

Het resultaat op lange termijn is dan: 
Kosten = 100 handen × (€ 10  + € 10 

) = € 2000. 
Opbrengst = 100 handen × 35% kans om te winnen 
× € 50  = € 1750. 

Speler A maakt hier de fout op de  door te 
. Hij weet dat hij 1,9 : 1 handverhouding heeft  

om zijn fl  te maken, maar beseft  niet dat hij 
daarvoor rekent met zowel de  als de . De 
handverhouding van alleen de  is namelijk on-
geveer 4 : 1. Hij had zijn hand dus beter op kunnen 
geven op de . 

Als een speler 
zijn hand- en potverhoudingen goed berekent, dan 
zal hij weinig slechte beslissingen nemen en net-

Het doel van Texas Hold’em is om een zo hoog 
mogelijke combinatie van vijf kaarten ( ) 
te maken uit twee kaarten die je als speler zelf 
krijgt en vijf kaarten die open op tafel komen. Er 
kunnen maximaal tien spelers meedoen. Degene 
met de hoogste combinatie wint de pot: het geld 
dat door de spelers op diverse momenten tijdens 
het spel is ingezet. Een pokerwedstrijd bestaat 
altijd uit een groot aantal potjes, zodat stom ge-
luk bij het delen van de kaarten zo min mogelijk 
invloed heeft . Ook krijgen spelers zo de kans om 
het spel van hun tegenstanders te analyseren: 
wie speelt heel voorzichtig, wie bluft  vaak, wie 
knippert zenuwachtig met z’n linkeroog als hij 
een goede  heeft ? 

• : de speler legt zijn kaarten weg en geeft  
hiermee zijn kansen op om de pot nog te win-
nen; 
• : de speler evenaart de inzet van de 
andere spelers en mag mee blijven spelen. Wan-
neer het bieden nog niet is ingezet, spreekt men 
van een check. Anders heeft  men het over een 
call; 
• : de speler verhoogt de inzet. Als er 
nog niet is ingezet, gaat het om een bet. Als er 
al is verhoogd zal men eerst deze inzet moeten 
evenaren, voordat men daar overheen kan gaan 
met een raise. 



to geld kunnen verdienen. Het element van geluk 
blijft  wel bestaan, maar heeft  op de lange termijn 
eigenlijk weinig invloed. Toch is poker niet alleen 
een spel van de wiskunde. Psychologie en inschat-
tingsvermogen moeten niet onderschat worden. Op 
dit moment wordt er hard gewerkt aan computers 
die van pokerprofs moeten winnen, zoals de super-
computer  in 1997 won van wereldkampi-
oen schaken Gary Kasparov. 

De computers verliezen het echter nog altijd, 
vooral door het inschattingsvermogen van de profs. 

De professionele pokerspelers kunnen heel goed 
een strategie doorzien. De technologie staat echter 
niet stil. Op dit moment bestaan er al computers 
die de uitdrukking van iemands gezicht kunnen le-
zen en wie weet ligt daarin juist de sleutel om in de 
toekomst poker-profs te verslaan.  

• . De kaarten worden gedeeld vanaf de 
positie van de Deler. De positie van de Deler schuift  
na elk potje één plaats door. 
• . Aan het begin van een potje moet de 
speler links van de Deler de ‘small blind’ inzetten 
(meestal de helft  van de minimale inzet) en de spe-
ler die links daarnaast zit de ‘big blind’ (meestal de 
minimum inzet), zodat er in ieder geval geld in de 
pot zit. Deze spelers heten ‘blinden’ omdat ze geld 
in moeten zetten zonder hun kaarten gezien te heb-
ben. 
• . Elke speler ontvangt twee kaarten, die 
alleen hij te zien krijgt. 
• . Na het delen starten de eerste 
ronden . De speler links van de big blind be-
gint. Afh ankelijk van zijn hand en eerdere activiteit 
aan de tafel kan elke speler ,  of 

. Een ronde van betting gaat telkens de 
tafel rond totdat alle spelers de laatste  of 

 hebben. 
• . De eerste drie kaarten van de stapel wor-
den open op tafel gelegd. Daarna volgt weer een 
ronde . 
• . De vierde kaart wordt open op tafel ge-
legd. Daarna volgt weer een ronde . 
• . De vijfde en laatste kaart wordt open op 
tafel gelegd. Er volgt nogmaals een ronde . 
• . Na afl oop van de laatste bet verge-
lijken de overgebleven spelers hun combinatie van 
vijf kaarten uit de twee kaarten die zij ontvangen 
hebben en de vijf kaarten die open op tafel liggen. 
De speler met de hoogste combinatie wint de pot. 
Als meerdere spelers dezelfde combinatie hebben 
wordt de pot gedeeld. 

1 fl : vijf opeenvolgende kaarten van 
dezelfde kleur, met de Aas als hoogste kaart. Bij-
voorbeeld: zA zK zQ zJ z10. 
2 fl : vijf opeenvolgende kaarten van 
dezelfde kleur. Bijvoorbeeld: Q J 10 9 8. 
3 : vier kaarten met dezelfde waar-
de. Bijvoorbeeld: w4 4 4 z4 9. 
4 : drie kaarten van dezelfde waarde, 
gecombineerd met twee andere kaarten van de-
zelfde waarde. Bijvoorbeeld: w9 9 z9 2 w2. 
5 : vijf willekeurige kaarten van dezelfde 
kleur. Bijvoorbeeld: zK zJ z8 z4 z3. 
6 : vijf in waarde opeenvolgende kaar-
ten van willekeurige kleur (de Aas kan hier ge-
bruikt worden als volgend op de Koning, of als 
1, dus komend voor de 2). Bijvoorbeeld: 5 4 
z3 2 A. 
7 Th : drie kaarten van dezelfde 
waarde. Bijvoorbeeld: w7 7 z7 K z2. 
8 : twee kaarten van dezelfde waarde, 
gecombineerd met een ander paar kaarten van 
dezelfde waarde. Bijvoorbeeld: wA A 8 z8 
zQ. 
9 : twee kaarten van dezelfde waarde. 
Bijvoorbeeld: 9 z9 wA zJ 4. 
10 : ook bekend als een zogenaamde 
High hand. Het volgende voorbeeld wordt be-
schouwd als een Ace high: A 10 z9 w5 w4. 



Hieronder zie je een  
van de getallen 1 tot en met 12: de getallen staan in 
een kring, zó dat elk getal een deler is van het ver-
schil van de kwadraten van zijn buren, bijvoorbeeld 
5 is een deler van 122 – 22. 

1

3

2

5
121110

9

8

7
6 4

Kun jij een heksenkring maken van de getallen 1 
tot en met 10? Bestaat er een heksenkring van de 
getallen 2 tot en met 2008? En tot slot: bewijs dat 
als de getallen  tot en met 20 een heksenkring vor-
men,  gelijk moet zijn aan 1. 

In driehoek  zijn de drie 
zwaartelijnen getekend. Als | |2+| |2+| |2 = 
12, wat is dan de waarde van | |2+| |2+| |2? 
Met dank aan Karst Koymans.

A

B
CP

QR

Maak een rij getallen 1, 2, ... door 
1 = 2 = 1 te nemen en +2 = 2 – +1 voor 
≥ 1. 

Bevat deze rij oneindig veel negatieve getallen? 

Hieronder zie je de 
twaalf . Van elke pentomino zijn de ‘uit-
eindes’ rood gekleurd. 

Vul de onderstaande 6 × 10 rechthoek met de 
twaalf pentomino’s en wel zo, dat de 28 uiteindes op 
de aangegeven plaatsen terecht komen. Je mag de 
pentomino’s draaien en spiegelen. 



De vierhoeken kunnen elk worden 
verdeeld in twee driehoeken, zodat de resulterende 
acht driehoeken vier paren vormen met dezelfde 
basis en hoogte. De gevraagde oppervlakte is (  + 

) = (  + ) + (  + ) – (  + ) = 24 + 36 – 21 = 36. 

a
b b

c

c
dd

a

Gracia maakt produc-
ten door voor elke  = 1, ..., 10 óf een factor 1  te 
kiezen, óf een factor 1. De som van al deze produc-
ten is daarom 

Omdat het geval dat ze geen enkel getal kiest niet 
meedoet, is het antwoord 11 – 1 = 10. 

Duidelijk is, dat  en  sneller waren dan , 
die weer sneller was dat  en . Als persoon  per-
soon  inhaalt, schrijven we    en is (   ) 
het tijdstip van inhalen. 

Ga zelf na dat als    en   , (   ) tus-
sen (   ) en (   ) in ligt. 

Gegeven is dat (   ) < (   ), dus ligt 
(   ) tussen (   ) en (   ). Omdat  

persoon  als tweede ontmoet, ligt (   ) tussen 
(   ) en (   ) in: 

A B

E B C A E A

DC B A

tijd

Stel nu dat  sneller zou zijn dan . Dan moet 
(   ) ≥ (   ) en (   ) ≤ (   ), maar 

dat is onmogelijk! De enige mogelijkheid is dat  
het snelst is. Dat er inderdaad een oplossing moge-
lijk is, mag je zelf uitpuzzelen. 

Het kwadraat van de afstand tussen de 
middelpunten van de cirkels bij  en  is 

Het kwadraat van de som van de stralen is 

 
De cirkels raken als deze getallen gelijk zijn, en 
overlappen als het eerste getal kleiner is dan het 
tweede. Uitwerken geeft  dat de cirkels raken als 
(  – )2 = 1 en overlappen als (  – )2 < 1. Dat 
laatse gebeurt alleen als  = : als de twee breu-
ken gelijk zijn. 

Deze cirkels heten wel  naar de be-
denker Lester Ford. 



Hoewel Gauss vaak ‘de prins van de wiskunde’ ge-
noemd wordt, was zijn afk omst allesbehalve ko-
ninklijk. Hij werd geboren in een arme, eenvoudige 
familie in Brunswijk (Braunschweig, Duitsland). 
Zijn vader, Gebhard Diederich Gauss, was onder 
meer tuinman en metselaar, maar hij kon wel lezen 
en schrijven. Gauss’ genie komt vermoedelijk van 
moeders kant. Zijn moeder heette Dorothea Benz 
en ze was de tweede vrouw van Gebhard. Zij kon 
waarschijnlijk wel lezen, maar niet schrijven. Ze 
had een erg slimme jongere broer, Friederich, die 
bekend was om zijn mooi geweven damasten. Carl 
Friedrich Gauss werd geboren op 30 april 1777. 
Offi  cieel heette hij Johann Friederich Carl Gauss, 
maar hij signeerde zijn werk altijd met de naam 
Carl Friedrich Gauss. 

Er bestaan mooie verhalen over 
zijn jeugd, want Gauss bleek een heus wonderkind 
te zijn. Op een zaterdag toen de kleine Gauss nog 
geen drie jaar oud was, zat vader Gebhard de weke-
lijkse uitbetaling van het salaris van de andere ar-
beiders te berekenen. De kleine Gauss zat mee te 
kijken zonder dat zijn vader het in de gaten had, en 

ontdekte een fout in een lange berekening. Op dat 
moment had Gauss zichzelf al leren lezen door de 
klanken van letters te vragen aan de mensen om 
hem heen. 

Kort na zijn zevende verjaardag ging Gauss voor 
het eerst naar school, waar de eerste twee jaar niet 
veel opmerkelijks gebeurde. Pas toen Gauss voor 
het eerst rekenen kreeg kwam zijn talent aan het 
licht. Gauss’ leraar, Büttner, gaf een lange optelsom 
op aan zijn leerlingen. Gauss had de opgave binnen 
een paar seconden opgelost. Het was een probleem 
van het type: wat is 1 + 2 + 3 + 4 + ∙ ∙ ∙ + 100? Gauss 



had meteen door dat 1 + 100 gelijk is aan 2 + 99 en 
aan 3 + 98, enzovoort. Het antwoord is dus 
50 × 101 = 5050. Dit is een eenvoudig trucje als je 
het eenmaal kent, maar om het zelf zo snel te ver-
zinnen is knap. De rest van de klas zat natuurlijk 
lang te rekenen, maar uiteindelijk was Gauss een 
van de weinigen met het goede antwoord. Büttner, 
een strenge man, was onder de indruk en kocht van 
zijn eigen geld het beste rekenboek dat hij kon vin-
den. Gauss ging er als een speer doorheen en toen 
kon zijn leraar hem niets meer leren. Gelukkig had 
Büttner een assistent, Johann Martin Bartels, een 
jongeman met een passie voor wiskunde die eigen-
lijk als taak had de kinderen te helpen met leren 
schrijven en die hun pennen moest snijden. Bartels 
was toen 17, en samen met Gauss bestudeerde hij 

verdere wiskunde. Ze zijn altijd vrienden gebleven. 
Bartels is later wiskundeprofessor geworden. 

In 1788 ging Gauss naar het gymnasium. Daar 
leerde hij Latijn, maar ook Hoogduits (want van te-
voren had hij alleen het lokale dialect gesproken). 
In 1791 werd Gauss voorgesteld aan hertog Carl 
Wilhelm Ferdinand van Brunswijk-Wolfenbüttel, 
die onder de indruk van hem was en hem voort-
aan een jaarlijkse toelage gaf. Van 1792 tot 1795 zat 
Gauss op het Collegium Carolinum (later werd dit 
de Technische Universiteit), waar hij al indrukwek-
kende wiskunde bedacht. 

In 1795 vertrok 
Gauss naar de universiteit in Göttingen. Hij was 
ingeschreven als student wiskunde, maar was ook 

Al in de Griekse oudheid werden constructie-
problemen veel bekeken. Een constructiepro-
bleem heeft  als opdracht een bepaalde fi guur te 
tekenen. Maar er zijn beperkingen: je mag alleen 
een passer en een latje (zonder schaalaandui-
ding, dus geen liniaal!) gebruiken. 

Veel fi guren zijn op die manier te construe-
ren, rechte hoeken bijvoorbeeld, of een lijn die 
een gegeven hoek precies in tweeën deelt, of de 
middelloodlijn op een lijnstuk. Maar voor ande-
re fi guren is het moeilijker om te bepalen of ze te 
construeren zijn of niet. Als het na veel proberen 
niet lukt, betekent dat natuurlijk niet dat het ook 
echt niet kán, misschien heb je het nog niet lang 
genoeg geprobeerd. Maar van sommige objecten 
is  dat het onmogelijk is om ze te con-
strueren. Er bestaat bijvoorbeeld geen methode 
waarmee je een willekeurige, gegeven hoek in 
drie gelijke hoeken kan verdelen. Voor bepaalde 
hoeken is dat wel mogelijk: uit een hoek van 90 
graden kun je een hoek van 30 graden construe-
ren. Maar uit een hoek van 30 graden is het niet 
mogelijk om met alleen een passer en een latje 
een hoek van 10 graden te construeren. 

Het constructieprobleem waarmee Gauss 
zich bezighield, was de vraag: is het mogelijk om 
met alleen passer en latje een 

 te construeren? Gauss loste deze vraag 
op doordat hij een verband zag tussen de oplos-
singen van een bepaalde vergelijking en het con-
structieprobleem van de regelmatige veelhoe-
ken. Dat verband komt voort uit de algebra en 
getaltheorie. Gauss slaagde erin om een veel al-

gemenere stelling te bewijzen. Hij kon namelijk 
bepalen voor welke getallen  een regelmatige 

-hoek construeerbaar is. 

 Laat  een geheel getal groter dan 2 
zijn. Je kunt  nu schrijven als  = 2  ∙ , waar-
bij  ≥ 0 en  oneven is. De regelmatige -hoek 
kan geconstrueerd worden als ófwel  = 1, óf-
wel  een priemgetal is van de vorm 22  + 1 
(waarbij  ≥ 0), ófwel  het product is van 

 priemgetallen van die vorm, en an-
ders niet. 

De zeventienhoek kan dus geconstrueerd wor-
den, want 17 is een priemgetal en 17 = 222 + 1. 
De regelmatige 32-hoek is ook te construeren, 
want 32 = 25 ∙ 1, dus dan is  = 1. De regelma-
tige vijft ienhoek kan ook geconstrueerd worden: 
15 = 3 ∙ 5 en 3 en 5 zijn verschillende priemge-
tallen en ze hebben de goede vorm: 3 = 21 + 1 en 
5 = 22 + 1. De regelmatige zevenhoek en negen-
hoek kunnen bijvoorbeeld niet geconstrueerd 
worden.



zeer geïnteresseerd in klassieke talen, en hij was 
veel meer onder de indruk van zijn professor in 
de klassieke talen dan van zijn wiskundeprofessor 
Kästner. Zijn eerste grote ontdekking, de construc-
tie van de regelmatige zeventienhoek en een alge-
mene stelling over de construeerbaarheid van re-
gelmatige veelhoeken (zie het kader op pagina 23), 
deed hij in deze jaren. In 1798 keerde hij terug naar 
Brunswijk. In de periode die toen aanbrak was hij 
zeer productief. Voor het eerst wijdde hij zich ook 
systematisch aan de toegepaste wiskunde, in het 
bijzonder de theoretische en experimentele sterren-
kunde. In deze periode maakte Gauss veel vrienden 
en maakte hij verscheidene reizen. 

Zijn werk in deze periode bestreek een breed 
gebied. In 1799 promoveerde Gauss op een proef-

schrift  over de zogeheten 
. In 1801 verscheen zijn beroemde boek over ge-

taltheorie: . Maar ook op 
astronomisch vlak deed Gauss baanbrekend werk. 
In 1801 was de eerste planetoïde, Ceres, ontdekt, 
die al snel weer uit het zicht verdwenen was. Gauss 
gaf een voorspelling voor de baan van Ceres die 
heel anders was dan de voorspellingen van anderen, 
maar toen men de planetoïde weer zag bleek hij erg 
dicht bij de plaats te staan die Gauss had voorspeld. 
Op dat moment maakte hij niet bekend hoe hij zijn 

De eerste vermelding van de 
 in de wiskundige literatuur stamt 

uit 1806, in een artikel van Legendre. Uit de na-
latenschap van Gauss is gebleken dat hij de me-
thode al eerder dan Legendre had gevonden en 
hem veel gebruikte in zijn berekeningen van de 
banen van planetoïden. Hij had echter nooit de 
moeite genomen om hem te publiceren, omdat 
hij eigenlijk verwachtte dat de methode hele-
maal niet nieuw was. 

De kleinste-kwadratenmethode is een slim-
me manier om uit een fl ink aantal onnauwkeuri-
ge gegevens ‘de beste’ conclusie te trekken. Eerst 
een simpel voorbeeld: stel, je wilt weten hoeveel 
je weegt, maar je hebt alleen maar een krakke-
mikkige weegschaal in een badkamer met een 
hobbelige vloer. Iedere keer dat je op de weeg-
schaal gaat staan, geeft  die een ander gewicht 
aan, waarbij het verschil wel 2 of 3 kilo kan zijn. 
Het is intuïtief duidelijk wat dan het beste is: 
weeg jezelf een keer of tien met de weegschaal 
telkens op andere posities in de badkamer en 
neem het (rekenkundig) gemiddelde van alle 
metingen:  = ( 1 + 2 + ∙ ∙ ∙ + 10)/10. Waar-
schijnlijk is  dan wel je ware gewicht tot op een 
kilo nauwkeurig. 

Maar wat doe je, als de grootheid die je meet 
in de tijd verandert? Stel je voor dat je in een 
auto zit die probeert met een constante snelheid 
van 120 km/u te rijden. Als je echt gemiddeld 
120 km/u rijdt, haal je nog net je afspraak in een 
stad 90 kilometer verderop. Helaas kun je door 
de andere auto’s op de weg niet perfect gelijkma-
tig rijden, en bovendien wijken de snelheidsme-
ters van personenauto’s meestal behoorlijk af. 

Meet dan, bijvoorbeeld, zo nauwkeurig mo-
gelijk tien keer met je horloge de tijd wanneer je 
langs een kilometerpaaltje rijdt. Als je die tijden 

× ×



tegen de afstand uitzet, liggen ze niet perfect op 
een rechte lijn, maar vormen een langwerpige wolk 
punten in de grafi ek. Als je nu de ‘beste’ rechte lijn 
door die puntenwolk trekt en kijkt wanneer die het 
punt 90 kilometer verderop bereikt, heb je de best 
mogelijke voorspelling van je aankomsttijd. Maar 
wat is de beste rechte lijn? 

Dit lijkt sterk op het probleem van Gauss toen 
hij wilde voorspellen waar een bepaalde planetoïde 
op een zekere dag aan de hemel te zien zou zijn, op 
basis van oudere, onnauwkeurige waarnemingen 
(positie aan de hemel op een zeker tijdstip ). 

In het geval van de auto nemen we aan dat er 
geen trend in zijn snelheid zit: hij gaat niet systema-
tisch steeds harder of zachter. Daarom nemen we 
aan dat het verband tussen de tijd  en de afgelegde 
afstand  lineair is, dus  =  + . Nu wil je de lijn 
vinden die het ‘beste’ past bij de gemeten punten 
( , ). Bepaal voor elk meetpunt de afwijking 
(  + ) – , ofwel: je kijkt naar het verschil tussen 
de -coördinaat van het gemeten punt ( ) en de 

-coördinaat die volgens het nog onbekende ver-
band  =  +  bij de -coördinaat  hoort. Die 
afwijking kwadrateer je (daardoor tellen afwijkin-
gen naar beneden en naar boven gelijkwaardig 
mee). Al die kwadraten tel je bij elkaar op. 

Het principe van de kleinste-kwadratenme-
thode is nu dat je dit getal zo klein mogelijk 
maakt. Zoek dus de ‘beste’ waarden voor  en  
door de uitdrukking (( 1 + ) – 1)2 + (( 2 + 

) – 2)2 + ∙ ∙ ∙ + ((  + ) – )2 te minimalise-
ren. Hoe je dat precies doet laten we hier buiten 
beschouwing, maar daar is een wiskundig re-
cept voor. 

Om de kleinste-kwadratenmethode toe te 
passen, hoeft  het verband tussen de twee groot-
heden geen rechte lijn te zijn. Je kunt voor een 
willekeurig verband tussen  en  uitrekenen wat 
in elk meetpunt het verschil is, dit kwadrateren, 
optellen en minimaliseren. Ook voor het reken-
kundig gemiddelde geldt trouwens, dat de som 
van de kwadratische afwijkingen minimaal is. 

In het geval van Gauss’ planetoïden was 
het wiskundig verband inderdaad niet lineair, 
maar het was wel bekend, omdat dit volgt uit de 
zwaartekrachtswetten van Newton. Daarom kon 
hij verrassend nauwkeurig voorspellen op welk 
stukje van de hemel de astronomen hun telesco-
pen moesten richten om op een zekere dag een 
verre planetoïde weer in het oog te krijgen. 

De kleinste-kwadratenmethode is zelfs toe-
pasbaar als het verband tussen de grootheden 
niet bekend is. Je spreekt dan van fi : 
probeer een aantal standaardformules uit 
(  =  + ;  = 2 +  + ;  = e  + , enzo-
voort), bepaal telkens de optimale , , , ... en 
kijk dan welke curve het beste bij de puntenwolk 
past. Uiteindelijk is die afweging subjectief, dus 
je kunt hiermee nooit bewijzen dat het verband 
tussen twee grootheden aan een van die formu-
les voldoet. Toch blijkt curve fi tting vaak redelijk 
nauwkeurige voorspellingen op te leveren. 

voorspelling berekend had, maar later bleek dat hij 
de  had bedacht en ge-
bruikt (zie het kader hierboven). Deze goede voor-
spelling verspreidde Gauss’ faam onder astronomen 
en hij werd bekend in heel Europa. 

Op 9 oktober 1805 trouwde Gauss met Johan-
ne Osthof. Zij kregen drie kinderen: Joseph, Minna 
en Louis, alledrie vernoemd naar astronomen. De 
laatste bevalling in 1809 bleek te zwaar voor Johan-
ne, en ze stierf, kort daarop gevolgd door de klei-
ne Louis die maar vijf maanden oud werd. Gauss 

trouwde snel opnieuw, met de beste vriendin van 
zijn eerste vrouw: Minna Waldeck. 

In 1807 vertrok Gauss naar Göttingen, om di-
recteur te worden van de sterrenwacht. Hij had in 
de voorgaande jaren ook andere aanbiedingen ge-
kregen, maar Gauss koos voor Göttingen omdat 
hem beloofd was dat daar een nieuwe sterrenwacht 
zou komen, dat hij een goede, eigen assistent zou 
krijgen en dat hij losjes aan de universiteit verbon-
den zou zijn. Gauss moest zich nog lang met de 
oude sterrenwacht behelpen: de nieuwe Göttingse 



sterrenwacht was pas in 1816 af. In de jaren daarna 
installeerden Gauss en zijn assistent Harding de as-
tronomische instrumenten. Gauss’ interesse in de 
astronomie, en later ook in de landmeetkunde, leid-
de ertoe dat hij geïnteresseerd raakte in methoden 
om de grootte van meetfouten te bepalen. Zo kwam 
hij terecht bij de kansrekening en statistiek. Gauss’ 
bijdragen hieraan zijn erg belangrijk geweest voor 
de ontwikkeling van onze moderne theorieën. In 
1809 verscheen zijn eerste publicatie over de klein-
ste-kwadratenmethode (die al in 1806 door Laplace 
gepubliceerd was), en in 1816 kwam de beroemde 

 (de kromme die hoort bij de norma-
le verdeling) aan de orde. Gauss nam waarschijn-
lijk zijn eigen metingen van een bepaalde grootheid 
en hij keek hoe de verschillende gemeten waarden 
verspreid waren rond het gemiddelde daarvan. De 
Gausskromme, die hij vond na wat wiskundige aan-
names gedaan te hebben, bleek deze verdeling goed 
te beschrijven. 

Al die tijd vond Gauss naast zijn werk in de ster-
renwacht tijd om aan andere onderwerpen te wer-
ken, ook in de zuivere wiskunde. In 1817 stopte hij 
met zijn theoretische astronomische werk, maar 
hij bleef wel observaties doen. Vanaf 1818 hield hij 
zich bezig met weer een heel ander vakgebied: de 
landmeetkunde. Hij was gevraagd om de staat Han-
nover te meten, zodat Hannover aangesloten kon 
worden op de metingen van Denemarken die er al 
waren. Dat gebeurde door zogenaamde driehoeks-
metingen. 

Stel dat je de afstand wil weten 
tussen twee ver van elkaar verwijderde punten  
en  (bijvoorbeeld het punt  waar je staat en een 
boom of toren in de verte op punt ). Kies dan 
een derde punt  zó dat je de afstand tussen  en 

 kunt meten (we noemen  dan wel de 
). De punten ,  en  vormen natuurlijk een 

driehoek. Dan zet je instrumenten om hoeken te 
meten op de punten  en , en dan meet je de 
hoeken in de driehoek bij  en . Dan kun je de 
derde hoek van de driehoek en de lengtes van de 
twee andere zijden (in het bijzonder dus de zijde 

, die je wilde weten) uitrekenen. Als je de af-
stand van twee nog veel verder uit elkaar liggende 
punten wil meten, kun je hetzelfde doen met een 
heleboel driehoeken die naast elkaar liggen. Om 
een land in kaart te brengen, kun je dus het land 
in driehoekjes verdelen waarvan je de zijden op 
deze manier gemeten hebt, en dan kun je ook af-
standen tussen verder uit elkaar gelegen punten 
berekenen. 

In de achttiende eeuw stond landmeten al erg in 
de belangstelling, ook omdat dergelijke metingen 

iets kunnen vertellen over de precieze vorm van de 
aarde. De aarde is ongeveer een bol, maar niet he-
lemaal, en landmeten zou uitsluitsel kunnen geven 
over de kromming van de aarde. 

Helaas bleken de basislijnen niet zo precies ge-
meten te zijn, en was het netwerk van driehoeken 
ook niet zo goed, waardoor de resultaten een beet-
je tegenvielen. Maar Gauss’ werk leverde wel een 
praktische uitvinding op: de heliotroop. Dat is een 
instrument dat direct een lichtsignaal in een be-
paalde richting kan geven, door zonlicht te refl ec-
teren. Zo kun je snel signalen doorgeven over een 
tamelijk grote afstand. In de driehoeksmetingen is 
het bovendien natuurlijk handig om een stralend, 
vast lichtpunt op enkele kilometers afstand te kun-
nen zien. 

In 1832 kwam natuurkundeprofessor Weber 
naar Göttingen. Gauss had al eerder aan natuur-
kunde gewerkt, en samen met Weber ging hij het 
aardmagnetisme onderzoeken. In de zes jaar dat ze 
samenwerkten, bereikten ze veel. Zo bouwden ze 
samen de eerste werkende (natuurlijk nog wat pri-
mitieve) telegraaf. In 1837 verliet Weber Göttingen, 
en vanaf die tijd nam Gauss’ activiteit langzaam af. 
In 1849 gaf hij zijn gouden-jubileumlezing, vijf-
tig jaar na zijn promotie. Vanaf 1850 was zijn werk 
weer vooral van praktische aard. Langzaam ging 
zijn gezondheid achteruit en hij stierf in zijn slaap 
op 23 februari 1855. 

Een kenmerk van Gauss was 
dat hij zijn ideeën heel precies en helemaal perfect 
uitgewerkt wilde hebben voor hij ze publiceerde. 
Hij heeft  veel van zijn ideeën daardoor niet gepu-
bliceerd, zoals bijvoorbeeld te zien is aan zijn la-
ter teruggevonden dagboek. Hij heeft  verscheide-
ne keren geclaimd, na het horen over een nieuwe 
ontdekking in de wiskunde, dat hij dat ook al had 
bedacht, zie het kader over de kleinste-kwadraten-
methode. 

Gauss heeft  zich met zoveel verschillende pro-
blemen en ideeën beziggehouden dat het ondoen-
lijk is om een goed beeld te geven van zijn verschei-
denheid. In de kaders kun je meer lezen over twee 
van zijn bekende resultaten. Maar je moet daar-
bij bedenken dat twee voorbeelden nog lang geen 
compleet beeld kunnen geven van Gauss’ invloed 
op de wiskunde van nu.  

E.T. Bell,  
Tord Hall,  
W.K. Bühler,  
www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/
Gauss.html 



Het spelletje  bestaat uit een aantal schijven, 
aan de ene kant wit, aan de andere kant zwart. Je 
begint met alleen witte schijven en moet ze al-
lemaal zwart maken door een deel van de schij-
ven om te draaien. De regel die dit spel interessant 
maakt is: zodra je een zekere schijf omdraait, moet 
je ook al z’n naaste buren (links, rechts, boven, on-
der, voor zover aanwezig) omdraaien. 

Jaap en Jordi Top gaven in april onder meer een 
algemene oplossing voor een bord met 2 ×  schij-
ven en wierpen de vraag op, of er een algemene op-
lossing bestaat voor een 3 ×  bord. 

Fabian Hulpia, Liesbeth Decrock, Wouter 

Vandewalle, Dario Rens en Frederick Fasseur, leer-
lingen van EDUGO Campus in Zomergem 
(België), namen onder leiding van hun wiskundele-
raar Luc Van den Broeck de uitdaging aan en von-
den een algemene oplossing voor het 3 ×  en zelfs 
het 4 ×  bord. De strategie op een 3 ×  bord is op-
gesplitst in zes gevallen (al naargelang de rest van  
bij deling door 6) en de strategie op een 4 ×  bord 
in vijf gevallen (al naargelang de rest van  bij de-
ling door 5). Het team vermoedt dat er ook zulke 
strategieën bestaan voor nog bredere borden. Ze 
zetten hun onderzoek voort.  
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Bij een schaaktoernooi is gepland dat iedere speler 
precies één wedstrijd speelt tegen elke andere spe-
ler. Nadat elke speler precies één wedstrijd gespeeld 
heeft , trekken vijf spelers zich terug. Daarna gaat 
het toernooi verder waarbij alle wedstrijden die nog 
gespeeld kunnen worden ook gespeeld worden. In 
totaal worden er 140 wedstrijden gespeeld. Hoeveel 
deelnemers nemen er in totaal deel aan het toer-
nooi? 

Bepaal alle reële oplossingen van de vergelijking 

⎣ ⎦2 + ⎣ ⎦ = 2 – . 

(⎣ ⎦ is het grootste gehele getal dat kleiner dan of 
gelijk aan  is. Voorbeelden: 
⎣3, 14 ⎦ = 3  en  ⎣–3, 14⎦ = –4.) 



Bepaal alle positieve gehele getallen ,  en  die 
voldoen aan 

 Omdat de opgave symmetrisch is in  
en , kunnen we beginnen met aannemen dat 

 ≤ . Dit geeft   ≥  = 
 > , zodat  < 3. Dit betekent  + 2 < 6, 

dus < 4. Nu kunnen we drie gevallen onderschei-
den: 
•  = 1. Er moet gelden .
Hieraan voldoet  =  voor elke positieve gehele 
waarde van . 
•  = 2. Er moet gelden dat  > , en dus 

 zodat  + 2 < 12. Dit geeft  
< 10, en we hadden aangenomen dat 2 = ≤ . Nu 

kunnen we testen voor   {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} en 
vinden de oplossingen (2, 2, 4), (2, 4, 10), (2, 6, 22), 
(2, 7, 34), (2, 8, 58), (2, 9, 130). 
•  = 3. Er moet gelden dat  > , en dus 

, zodat  + 2 < . Dit geeft  
≤ 5, en we hadden aangenomen dat 3 = ≤ . Nu 

kunnen we testen voor   {3, 4, 5} en vinden de 
oplossingen (3, 3, 13), (3, 4, 28), (3, 5, 103). 

Nu mogen we wegens de symmetrie nog  en  
verwisselen, dus we vinden als oplossingen: (1, , 
), ( , 1, ), (2, 2, 4), (2, 4, 10), (2, 6, 22), (2, 7, 34), 

(2, 8, 58), (2, 9, 130), (4, 2, 10), (6, 2, 22), (7, 2, 34), 
(8, 2, 58), (9, 2, 130), (3, 3, 13), (3, 4, 28), (3, 5, 103), 
(4, 3, 28), (5, 3, 103), met  een positief geheel getal. 

De functie  heeft  domein \{0} (alle reële getallen 
behalve 0). Deze functie heeft  verder de volgende 
eigenschappen: 
•  voor alle  en  in het domein geldt: 

( ) – ( ) = ( ) ( ) – ( ) ( ); 
• er is een  in het domein met ( ) = . 
Bepaal (–1). 

 Laat  het getal zijn met ( ) = . 
Vul nu in de eerste eigenschap in dat  =  en  = . 
Dit geeft  ( ) – ( ) = ( )2 – ( )2 =  
( ( ) – ( ))( ( ) + ( )). 
Dit levert op dat ( ) – ( ) = 0 of ( ) + ( ) = 1. 
Omdat ( ) = , geeft  dit   – ( ) = 0 of  + ( ) = 1. 
Dit komt echter allebei neer op ( ) = . 
Vul nu in de eerste eigenschap in  = –1 en  = . 
Dit geeft  (–1) –  = (–1)  –  (–1) = 0, 
zodat (–1) = . 



De zes leerlingen die dit jaar Nederland mochten 
vertegenwoordigen bij de Internationale Wiskunde 
Olympiade (IMO), waren Raymond van Bommel, 
Remy van Dobben de Bruyn, Floris van Doorn, 
Alexander van Hoorn, Milan Lopuhaä en Maarten 
Roelofsma. Het team werd in Madrid begeleid door 
Quintijn Puite en Birgit van Dalen. 

Op maandagochtend 7 juli vertrok de Neder-
landse delegatie van Schiphol. Niet omdat de IMO 
op het punt stond te beginnen; dat zou pas een 
week later gebeuren. Eerst stond nog een trainings-
kamp in Madrid op de planning. Je zou misschien 
denken dat de leerlingen dat niet meer nodig had-
den, aangezien ze al vanaf november aan het trai-
nen waren en vier van de zes zelfs al twee of drie 
jaar training achter de rug hadden. Maar niets is 
minder waar. Zelfs na een paar jaar trainen zijn de 
IMO-breinbrekers te moeilijk om alle zes te kunnen 

oplossen. Enkele deelnemers uit China, Rusland of 
de Verenigde Staten lukt dat wel, maar het doel van 
de meeste Nederlandse leerlingen is om één of twee 
opgaven op te lossen; dat is al een hele prestatie. 



Op het vliegveld in Madrid ontmoetten de Ne-
derlanders het team uit Nieuw-Zeeland, met wie ze 
het trainingskamp zouden houden. In een moder-
ne accommodatie in een rustige buitenwijk werd 
elke dag getraind. ’s Ochtends werd er regelmatig 
een wedstrijddag gesimuleerd: vier en een half uur 
werken aan drie zeer pittige opgaven. Op het pro-
gramma stonden verder ‘problemen oplossen in pa-
ren’ en enkele sessies die geheel besteed werden aan 
één onderwerp, zoals ‘samengestelde getallen’. Om-
dat de voertaal Engels was, was er ook elke dag een 
uurtje of twee ‘werken in eigen taal’ ingeroosterd. 
Dan zaten de teams even apart en kon er eindelijk 
weer Nederlands gesproken worden. 

Het Spaanse eten was 
wel even wennen. Bij elke lunch en elk diner kreeg je 
twee volle borden met lauw eten dat onze verwach-
tingen van de mediterrane keuken niet waarmaakte. 
Gelukkig waren er altijd voldoende droge, keiharde 
broodjes beschikbaar, die behalve als maaltijd ook als 
voetbal konden dienen. Een week later verhuisden we 
naar een nieuwe locatie voor het begin van de IMO en 
troff en daar dezelfde broodjes aan. 

Uiteenlopende andere dingen veranderden 
eveneens niet door de overgang naar de andere 
kant van de stad. Zat Alexander op een ochtend tij-
dens de eerste week nog opgesloten in de douche 
wegens een klemmende deur, in de tweede week 
was het Milan die het slot uit een wc-deur liet val-
len zodat ook hij niet meer naar buiten kon. De 
regelmatige bezoeken aan de supermarkt om gro-
te hoeveelheden mineraalwater in te slaan, bleven 
ook: in totaal heeft  het Nederlandse team zo’n 225 
liter weggewerkt. De faciliteiten veranderden wel: 
de pingpongtafel van de eerste week werd ingeruild 
voor een zwembad om de hoek in de tweede week; 
de computerkamer twee deuren verderop werd ver-
vangen door een overvolle computerzaal op vijft ien 
minuten lopen; en in plaats van airconditioning 
hadden de nieuwe slaapkamers verwarming. De 
temperatuur van 35 graden en de houten panelen 
bij het raam maakten dat de slaapkamers al gauw 
omgedoopt werden tot sauna’s. 

De IMO werd offi  cieel geopend 
met de openingsceremonie in een circustheater. 

Van hoog bovenin de tribune was het genieten 
van de circusacts en (in mindere mate) de Spaanse 
toespraken. De volgende ochtend begon het eer-
ste deel van de wedstrijd. De omstandigheden wa-
ren bepaald niet ideaal: op de gladde, schuine ta-
fels bleven papieren en pennen niet goed liggen en 
vier en een half uur op een kruk zitten is ook niet 
erg aangenaam. De teamleden hadden bovendien 
slecht geslapen door de warmte en hadden moeite 
om zich te concentreren op de opgaven. Na afl oop 
was de stemming in het team gemengd. Remy had 
een elegante oplossing voor opgave 1 bedacht en 
ook Floris en Milan dachten 7 punten (de maxi-
male score voor een opgave) binnen te hebben, 
maar Maarten was bang dat hij als eerste Neder-
lander in meer dan dertig jaar 0 punten zou gaan 
halen. Onze nieuwe vrienden uit Nieuw-Zeeland 
meldden dat vijf van hen opgave 1 opgelost had-
den, wat ons aan het twijfelen bracht over onze ei-
gen capaciteiten. Was het dan toch niet zo moeilijk 
geweest? Hadden we nu onze kansen op medailles 
vergooid? 

Na een middagje ontspannen in het park was 
iedereen helemaal klaar voor de tweede wedstrijd-
dag. Floris en Raymond besloten dat in de ideale 
situatie het tweede deel van de wedstrijd zou be-
staan uit een functievergelijking, een combinato-
riekopgave en een meetkundeopgave, in die volg-
orde. Na een diner wat er wel mee door kon en een 
goede nacht slaap kwam er nog een positief voor-
teken: de deelnemers van Nieuw-Zeeland had-
den zichzelf toch wat overschat en bij nader inzien 
hadden slechts twee van hen opgave 1 opgelost. 
Goedgehumeurd hierdoor sloegen de Nederlan-
ders om negen uur de map met de opgaven open. 

Gegeven is een scherphoekige driehoek 
 met hoogtepunt . De cirkel door  

met middelpunt het midden van de zijde  
snijdt de lijn  in 1 en 2. De cirkel door 

 met middelpunt het midden van de zijde 
 snijdt de lijn  in 1 en 2 en de cirkel 

door  met middelpunt het midden van de 
zijde  snijdt de lijn  in 1 en 2. 

Bewijs dat 1, 2, 1, 2, 1 en 2 op één 
cirkel liggen. 
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Tot hun vreugde en verbazing bleek de wens van 
Floris en Raymond precies uitgekomen te zijn! Het 
lukte alle leerlingen om opgave 4 (grotendeels) op 
te lossen en drie van de zes hadden ook nummer 
5 gekraakt. De uitslag zou nog even op zich laten 
wachten, maar het team was tevreden en kon stie-
kem al gaan dromen van medailles. 

Het was tijd voor excursies. Tijdens het trai-
ningskamp hadden de teams het centrum van Ma-
drid al bezocht en nu werden daar nog eens uit-
stapjes naar Segovia, El Escorial en Toledo aan 
toegevoegd. Met ruim vijfh onderd jonge wiskun-
digen uit honderd verschillende landen werd gege-
ten in een stadion dat normaal gesproken gebruikt 
wordt voor stierenvechten, een aparte ervaring. 

De vreugde werd alleen maar gro-
ter toen de uitslag arriveerde en Nederland het 
buitengewoon goed gedaan bleek te hebben: onze 
zes leerlingen hadden tweederde van de andere 

In het artikel ‘Gesneden koek’ uit de vorige 
 vroegen we om een rechthoekige taart 

met zes keer snijden door eenzelfde hoekpunt te 
verdelen in zeven gelijke stukken. De snijlijnen 
moeten worden : je mag alleen ge-
bruikmaken van een passer en een latje zónder 
maatverdeling. 

Als voorbeeld van een 
constructie gaven we het verdelen van een lijnstuk 
in drie even lange segmenten. Hier ligt de sleutel 
van de oplossing om de taart in drie gelijke stukken 
te verdelen, met twee keer snijden vanuit één hoek-
punt. Verdeel de zijden  en  van de rechthoek 
in fi guur 1 elk in drie even lange segmenten; zo 
vind je de punten , ,  en . De lijnen  en  
zijn nu de snijlijnen van de taart . 

Dezelfde manier 
als bij het verdelen van een lijnstuk in drie even 
lange segmenten, werkt bij het verdelen van een lijn 
in  even lange segmenten, zie fi guur 2 voor  = 7 
(constructievolgorde: zwart-groen-blauw-rood). 
Verdeel de zijden  en  elk in zeven even lange 
segmenten, zodat je de punten , , , ...,  vindt, 
zie fi guur 3. De snijlijnen zijn nu , , ..., . 

Er bestaan meerdere taartverdeelsleutels die, naast 
het te hanteren mes, enkel gebruik maken van een 
passer en een latje. 

teams achter zich gelaten. Floris en Milan wisten 
op het nippertje met 22 punten een zilveren me-
daille binnen te slepen en Raymond en Remy had-
den voldoende punten (beiden 16) voor brons. 
Ook Alexander (10 punten) en Maarten (8 pun-
ten) konden zeer tevreden zijn over hun presta-
tie. De medaillisten werden gehuldigd tijdens de 
sluitingsceremonie, waarbij behalve de ongeveer 
duizend deelnemers, begeleiders en gidsen ook de 
Spaanse kroonprins en prinses aanwezig waren. 

Na de offi  ciële sluiting van de IMO door de 
Spaanse kroonprins volgde nog het afscheidsban-
ket, wat de teamleden deed verzuchten dat ze ein-
delijk eens goed eten kregen. Beter laat dan nooit. 
Na nog wat muziek, gezelligheid, het uitwisselen 
van souvenirs en een mislukte poging tot het ste-
len van de Duitse mascotte inclusief twee medail-
les, was het dan echt afgelopen. Het trotse Neder-
landse team keerde, mét vier medailles, terug naar 
huis. 
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