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NIVEAUBALKJES Pagina’s met één of meer zwarte balkjes (onder de paginanummering) geven de 
moeilijkheidsgraad aan. Eén balkje: lastig. Twee balkjes: vereist wiskundekennis uit de vijfde of zesde 
klas. Drie balkjes: net iets moeilijker.

INHOUD

FOUTCORRIGERENDE CODES
Een cd waar een krasje op zit, kun je toch afspelen. 
Dat komt doordat er foutcorrigerende codes – het 
onderwerp van het vijfde thema-artikel – gebruikt 
zijn. De eigenlijke muziek is weergegeven in nul-
len en enen, maar die muziek is er zo ruim opgezet 
dat de oorspronkelijke data teruggerekend kunnen 
worden als er wat nullen en enen wegvallen of in 
hun tegendeel veranderen.

EUCLIDES VAN ALEXANDRIË 
(± 325 V.C. - ± 265 V.C.): 
GRONDLEGGER VAN DE AXIOMATIEK
Met zijn Elementen wordt Euclides wel beschouwd 
als een voorloper van de axiomatische methode in 
de moderne wiskunde. In de negentiende eeuw re-
aliseerden wiskundigen zich dat het verwerpen van 
Euclides’ vijfde postulaat leidt tot een consistente 
meetkunde, de ‘niet-euclidische’.

EN VERDER
 2  Kleine nootjes
 9  Feestdag voor pi
 10  Journaal
 11  De IQ-formule
 14  Problemen - Oplossingen
 16  Poort naar de zee
 23   De kortste route naar het punt van Torricelli
 26  Pythagoras Olympiade
 33  Oplossingen Kleine nootjes nr. 4

4
28

Door een vel papier te vouwen kun je een hoek in 
drieën delen.  Deze ‘trisectie’ is in de klassieke, 
euclidische meetkunde onmogelijk. 
Origami is als een alternatieve meetkunde, waar-
mee je zelfs derde- en vierdegraads vergelijkingen 
oplost.

DERDE- EN VIERDEGRAADS VOUWEN
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LANGE RIJ
Neem een geheel startgetal en maak een rij volgens 

de regel: elk volgend getal vind je door het laatste cijfer 
van dat getal bij zichzelf op te tellen. 

Bijvoorbeeld: 27, 34 ( = 27 + 7), 38 ( = 34 + 4), ... 
Als je na tien stappen op 666 uitkomt 

(dat is dus het elfde getal in de rij), 
met welk getal ben je dan begonnen? 

NUMMERBORDEN
Nieuwe auto’s hebben nummerborden van de vorm 

12-ABC-3: eerst twee cijfers, dan drie letters en 
ten slotte één cijfer. Hoeveel van zulke nummerborden 
kun je maken? Alle letters uit het alfabet en alle cijfers 

mogen worden gebruikt; herhaling is toegestaan. 

KLEINE NOOTJES 
Kleine nootjes zijn eenvoudige opgaven die weinig of geen wiskundige 
voorkennis vereisen om opgelost te kunnen worden. 
De antwoorden vind je in het volgende nummer van Pythagoras. 
■ door Dick Beekman en Jan Guichelaar
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TAFEL DEKKEN
Peter heeft een bestekdoos met zes messen en zes vorken. 

Hij neemt er willekeurig twee stuks uit en legt ze 
willekeurig naast zijn bord. 

Hoe groot is de kans dat hij een mes rechts 
naast zijn bord heeft liggen en een vork links? 

LETTERS, CIJFERS EN VEELVLAKKEN
Welke woorden of getallen komen 

op de letters en de vraagtekens? 
Een V heeft ? R 
Een ? heeft 6 Z 

Een A heeft 12 ? 
Een ? heeft 20 H 

TRAMS
De route van IJburg naar Amsterdam Centraal 

is 5 kilometer lang en heeft elke kilometer een halte. 
De dienstregeling geeft aan dat er elk kwartier overal 
een tram vertrekt. Op elke halte (inclusief begin- en 

eindpunt) wacht de tram 1 minuut voor uit- en instappers. 
De gemiddelde snelheid is 30 kilometer per uur. 

Hoeveel trams zijn er nodig om deze 
dienstregeling te rijden? 
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Bij het woord code denk je al gauw aan geheimhouding. Maar de meest gebruikte codes 
dienen juist om de communicatie ondanks allerlei storingen in stand te houden. Foutcorrige-
rende codes zorgen voor scherpe beelden van satellieten en ruimtesondes, en zelfs een dvd 
zou zonder dat onbruikbaar zijn. De kunst is, om slim en zuinig extra bits aan de informatie 
toe te voegen. 
 door Arnout Jaspers

De eerste close-up foto’s van een andere planeet 
(Mars) werden in 1965 gemaakt door de ruimte-
sonde Mariner 4. Eén foto, zie figuur 1, bestond uit 
200 × 200 pixels, met 6 bits per pixel. Een volko-
men zwarte pixel kun je coderen als 000000, een 
witte pixel als 111111. Daartussen kon elke pixel 
dus 26 = 64 verschillende grijswaarden hebben. De 
Mariner 4 had een radiozender aan boord, die de 
foto bit voor bit naar de aarde stuurde (bijvoorbeeld 
‘aan’ is 1, ‘uit’ is 0). Het is op zich een klein won-
der dat zoiets kan: de zender had een vermogen van 
10 Watt, vergelijkbaar met een flinke zaklantaarn. 
Toch kunnen we die radiogolven op aarde met een 
grote schotel opvangen nadat ze honderden mil-
joenen kilometers door de ruimte afgelegd hebben. 
Maar niet zonder grote problemen. 

Elk signaal, of het nu geluid is, licht of radio-
golven, raakt tussen zender en ontvanger vervuild. 

Sterren twinkelen vanaf de aarde gezien altijd min 
of meer door turbulentie in de atmosfeer, elkaar 
verstaan wordt steeds moeilijker naarmate de om-
geving lawaaiïger is en je verder van elkaar af staat. 
Welk signaal je ook wilt overbrengen, er is altijd 
‘ruis op de lijn’. 

Met praten kun je snel veel informatie over-
brengen, maar als je elkaar niet meer verstaat? Dan 
ga je schreeuwen, wat al een stuk langzamer gaat. 
Als ook dat niet meer te verstaan is, zou je nog een 
code met schreeuwen of op de vingers fluiten kun-
nen afspreken: bijvoorbeeld A = lang-kort-lang-
kort-lang, B = lang-lang-lang-kort-kort, enzovoort. 
Zo kom je misschien wel een paar honderd meter 
ver, maar het is duidelijk dat informatie nu tergend 
langzaam wordt overgebracht. 

Dit principe blijkt een natuurwet te zijn, in 1948 
ontdekt door Claude Shannon: naarmate een sig-

THEMA DISCRETE WISKUNDE 

▲

 AFLEVERING 5

ZELFREINIGENDE 
BOODSCHAPPEN
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Je wist wel dat de verbinding heel slecht is, zodat 
er voor elk teken een kans van maar liefst 1 op 10 
is om verkeerd over te komen. De kans dat ze alle 
34 correct overkomen, is dan maar 0,934 ≈ 0,028, 
nog geen 3 procent. Doorgaans zullen er drie à vier 
(34/10) fouten in zo’n bericht zitten. Voor de zeker-
heid stuur je dus dezelfde sms nogmaals; stel dat dit 
wordt ontvangen als: 

He, ik sta im 13 uur voor Spui 48.

Bij nader inzien schiet de ontvanger hier weinig 
mee op: ze ziet wel dat de twee berichten op zeven 
plaatsen verschillen, maar moet ze nu op Spui 98 of 
op Spui 48 zijn, en om 13 of om 23 uur? Met twee 
keer versturen detecteer je dus wel dat er fouten 
zijn opgetreden, maar kun je ze niet verbeteren. 

Foutcorrectie lukt pas vrij goed, als je de bood-
schap drie keer verstuurt. Je krijgt dan de volgende 
situatie: 

  van alle letters: 3 keer goed;  

  van alle letters: 3 keer fout;  

  van alle letters: 1 keer fout,  
2 keer goed;  

   van alle letters: 2 keer fout,  
1 keer goed 

(we verwaarlozen hier de kans dat twee keer dezelf-
de fout optreedt, waardoor de ontvanger denkt dat 
hij ‘2 keer goed, 1 keer fout’ ziet). 

Als je nu de regel ‘meeste stemmen gelden’ han-
teert, detecteer je gemiddeld 729 + 243 = 972 van 
de 1000 tekens goed, dus de kans dat een sms van 
34 tekens perfect overkomt, is 0,97234 ≈ 0,38. Dat 
is al heel wat beter dan 0,028, maar nog steeds po-
ver. Vier keer dezelfde sms versturen dan maar? 
De berekening gaat helemaal analoog aan drie keer 
sms-en. Je detecteert dan gemiddeld 9963 van de 
10000 tekens goed, en de kans om een sms van 34 
tekens perfect te lezen, stijgt tot 0,996334 ≈ 0,88 – 
nog steeds niet geweldig als er een droomdate van 
afhangt. 

PARITEITBIT Herhaling is dus een methode die 
veel data verspilt. Foutdetectie kan veel efficiënter 
door de data te verdelen in blokjes met een vaste 
lengte (‘woorden’) en die slim te coderen. Een sim-
pele methode is het toevoegen van een pariteitbit 
aan elk codewoord. Een pariteitbit ‘telt’ hoeveel 
bits de waarde 1 hebben in hetzelfde codewoord. 
Hieronder zie je een pariteitbit die de waarde 0 of 1 

naal relatief meer ruis bevat, kan het minder nut-
tige informatie overbrengen. Dus ook als er weinig 
ruis is, maar het signaal heel zwak is, is de maxima-
le snelheid van informatieoverdracht (de Shannon-
limiet) laag. 

Nu weer terug naar dat zendertje van de Mari-
ner 4: om ervoor te zorgen dat al die uiterst zwakke 
radiopiepjes nog betrouwbaar binnenkwamen bij 
het grondstation, verzond hij elke 3 seconden maar 
25 bits. Dus het overseinen van één foto van 200 × 
200 × 6 bits duurde 8 uur. Vergelijk dat eens met 
een draadloze internetverbinding thuis: die haalt 
een foto van een moderne digitale camera (zeg 
4000 × 3000 pixels, 24 bit per pixel) in een half mi-
nuutje binnen. De zender van de Mariner was met 
één zo’n foto meer dan een jaar bezig geweest! 

Hoewel je nooit boven de Shannon-limiet uit 
komt, had dat overseinen al in 1965 veel sneller ge-
kund door foutcorrigerende codering te gebruiken. 
Helaas, zulke codes waren toen nog niet uitgevon-
den of niet geschikt voor de toenmalige compu-
ters. Mariner 4 heeft dan ook maar 21 foto’s for-
maat postzegel van de rode planeet naar de aarde 
gestuurd. 

WAT ZEG JE?! De allersimpelste foutcorri-
gerende code in een omgeving met veel ruis is 
de reactie op ‘wat zeg je?!’. Ofwel: de hele bood-

schap herhalen. In de rest van dit artikel beschou-
wen we elke boodschap – of het nu geluid is, of 
beeld of data – als een digitaal signaal, dus als een 
rij letters of als een rij nullen en enen. 

Neem als voorbeeld dat je iemand een belang-
rijke sms verstuurt, ‘Hi, ik sta om 23 uur voor Spui 
48.’, en dit komt aan als: 

Hi, ik stb om 23 uer vool Spui 98.

Figuur 1  Het Mars-oppervlak, in 1965 gefoto-
grafeerd door de Mariner 4
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heeft, als het aantal 1-en in de bits daarvoor respec-
tievelijk even of oneven is. Dus bijvoorbeeld: 

blokje data pariteitsbit codewoord 
 0110      0     01100 
 1110      1     11101 
 0000      0     00000
 ...

Met deze code merkt de ontvanger het, als onder-
weg in een woord één bit verminkt is. Immers, een 
0 verandert dan in een 1 of omgekeerd, zodat het 
aantal 1-en verandert van oneven naar even of om-
gekeerd. Dankzij de pariteitbit wordt een enkelvou-
dige bitfout altijd opgemerkt (dit gebeurt ook als de 
fout in de pariteitbit zelf zit). Maar als er twee fou-
ten in een codewoord zitten, blijft de pariteit be-
houden, dus dat wordt niet opgemerkt. 

De pariteitbit vertelt je niet wáár de fout zit, dus 
correctie is alleen mogelijk door het hele woord op-
nieuw te versturen. Foutdetectie is nuttig voor toe-
passingen waarbij data makkelijk heen en weer ge-
stuurd kunnen worden, zoals in computers en op 
het internet. Webcams, usb-sticks en netwerkkaar-
ten sturen al hun data in de vorm van pakketjes 
naar de computer en vice versa. Elk pakketje wordt 
voorzien van een checksom. 

Een checksom kan bijvoorbeeld de som zijn van 
alle getallen in het pakketje (een pariteitbit is ook 
een soort checksom; welke bewerking moet je op 
de gewone checksom toepassen om een pariteitbit 
te krijgen?). Computers gebruiken meestal een ‘Cy-
clic Redundancy Check’ ofwel CRC-code. Deze 
checksom is wiskundig wat ingewikkelder, maar 
heeft als voordeel dat hij niet alleen individuele bit-
fouten detecteert, maar ook het wegvallen van hele 
blokken bits. 

Al het dataverkeer op internet is opgedeeld in 
pakketjes die samen met hun CRC-code verstuurd 

worden. De ontvangende computer berekent zelf 
ook de CRC-code van elk pakketje. Als deze twee 
niet hetzelfde zijn, gaat de ontvanger niet proberen 
om de fout te corrigeren, maar stuurt een verzoek 
naar de zender om het mislukte pakketje nogmaals 
te versturen. Dit gebeurt allemaal automatisch 
en zonder dat de menselijke gebruiker het merkt, 
maar zonder dat zou internetten nauwelijks moge-
lijk zijn. 

FOUTCORRECTIE Vaak is het veel te omslach-
tig om datapakketjes opnieuw te versturen totdat 
de checksom klopt. Denk maar weer eens aan een 
ruimtesonde die rond Mars cirkelt: het radiosig-
naal doet er minstens tien minuten over om tussen 
Aarde en Mars heen en weer te gaan. Tegenwoordig 
sturen we al ruimtesondes naar de buitenste plane-
ten Jupiter, Saturnus en nog verder, en doen de sig-
nalen er uren over. 

Je wilt daarom een codering die fouten meteen 
kan corrigeren. Een van de eerste foutcorrigerende 
methodes is de Hammingcodering, genoemd naar 

CHECKSOMMEN Allerlei nummers die je 
dagelijks gebruikt voor identificatie en trans-
acties, zijn beveiligd met een checksom. Daar-
door kunnen veel gemaakte fouten, zoals het 
verwisselen van twee cijfers, er meteen uit ge-
vist worden. 

Bankrekeningnummer
De som: 1× eerste cijfer + 2× tweede cijfer + ... 
+ 10× tiende cijfer. 
De check: som moet deelbaar zijn door 11. 

Burgerservicenummer
De som: 9× eerste cijfer + 8× tweede cijfer + ... 
+ 2× achtste cijfer – 1× negende cijfer. 
De check: som moet deelbaar zijn door 11. 

Bankbiljetten
Het serienummer van euro-bankbiljetten heeft 
één letter en elf cijfers. De letter duidt het land 
aan (Nederlandse biljetten hebben de letter P). 
De som: 1 + waarde van de letter (A = 1,  
Z = 26) + cijfer 1 + cijfer 2 + ... + cijfer 11. 
De check: som moet deelbaar zijn door 9. 
Misschien voldoen geldige serienummers aan 
nog andere voorwaarden, maar dan worden 
die geheim gehouden om valsemunters niet op 
weg te helpen. 

Figuur 2  Hammingdiagram



7

APRIL 2009PYTHAGORAS

Richard Hamming. Hij werkte in de jaren veertig in 
de Verenigde Staten aan een van de allereerste com-
puters. De invoer van gegevens ging met ponskaar-
ten, waarbij telkens leesfouten optraden. Meestal 
stopte de computer dan en moest de hele klus op-
nieuw gebeuren. Dit ging Hamming steeds meer 
irriteren en in 1950 publiceerde hij een code met 
woorden van zeven bits. Vier daarvan zijn de ei-
genlijke data (d1 tot en met d4), drie zijn pariteitbits 
(p1 tot en met p3). Deze zijn zo gedefinieerd, dat 
ze overlappende groepjes databits controleren. De 
volgorde in het pakketje is p1, p2, d1, p3, d2, d3, d4. 

Je kunt in figuur 2 aflezen dat p1 de pariteit be-
paalt van d1, d2 en d4; p2 van d1, d3, d4 en p3 van 
d2, d3, d4. Ga zelf na, dat het datapakketje 1011 de 
zeven-bitscode 0110011 oplevert. 

Stel nu dat d3 verkeerd ontvangen wordt: 
0110001; d3 telt mee voor pariteitbits p2 en p3, 
maar niet voor p1. De ontvanger ziet daarom dat 
p1 klopt, maar p2 en p3 detecteren elk een fout en 
kloppen niet. Als je ‘klopt wel’ de waarde 0 toekent 
en ‘klopt niet’ de waarde 1, dan staat er (in de volg-
orde p3, p2, p1) 110. Let wel, dit zijn dus niet de 
ontvangen pariteitbits zelf, maar hun ‘waarheids-
waarden’. Het binaire getal 110 is decimaal het getal 
6. De ontvanger concludeert daarom dat het zesde 
bit, ofwel d3, fout was en corrigeert die tot 1. 

Maar wat nu als een pariteitbit verkeerd ontvan-
gen is? Dan werkt de correctie nog steeds. Neem 
bijvoorbeeld aan dat p2 ontvangen wordt als 0 en ga 
na welke waarheidswaarden de pariteitsbits krijgen 
en welk bit dus gecorrigeerd zal worden. Als meer 
dan één bit in een pakketje verkeerd ontvangen 
wordt, is dit niet meer te reconstrueren. Er is niets 
speciaals aan de 4 + 3 Hammingcode, je kunt ook 4 
pariteitsbits aan 7 databits toevoegen, of nog ande-
re combinaties. Hoe meer bits je toevoegt aan een 
pakketje, des te meer fouten je nog kunt herstellen. 

HAMMINGAFSTAND Er is een eenvoudig cri-
terium voor het foutcorrigerend vermogen, na-
melijk de minimale Hammingafstand tussen co-
dewoorden. Dit is het aantal plaatsen waarop twee 
codewoorden verschillen. Zo is de Hammingaf-
stand tussen 1011 en 1001 gelijk aan 1, en tussen 
‘koersval’ en ‘kaarsvet’ gelijk aan 4. Als de minimale 
Hammingafstand van een lijst met codewoorden 
gelijk is aan d, kun je maximaal (d – 1)/2 foute te-
kens corrigeren (afgerond naar beneden). 

Het aantal mogelijke codewoorden neemt snel af 
naarmate je een grotere minimale Hammingafstand 
eist. De 4 + 3 Hammingcode hierboven heeft woor-
den van 7 bits, dus in eerste instantie 27 = 128 mo-
gelijkheden. Maar om 1 fout per woord te corrige-
ren, moet de onderlinge afstand ten minste 2 × 1 + 
1 = 3 zijn. Het is duidelijk dat 1111111 en 1100111 
niet allebei een codewoord mogen zijn, en zo ver-
der gaand vallen de 128 mogelijkheden uiteen in 
groepjes waarvan er telkens maar één in de lijst 
mag staan. Zoek zelf uit hoeveel verschillende co-
dewoorden de 4 + 3 Hammingcode kan bevatten. 

Een Hammingcodering is door latere Mariner 
ruimtesondes gebruikt om foto’s naar de aarde te 
seinen. Iedere pixel (voorheen verzonden als 6 bits) 
werd nu gerepresenteerd door een codewoord van 
32 bits, volgens tabel 1. 

Dit lijkt een nog ergere verspilling dan een be-
richt vier keer verzenden, maar schijn bedriegt. De 
64 codewoorden hebben namelijk een grote Ham-
mingafstand. Je kunt dit zelf nagaan in de tabel. 
Hoeveel foute bits kan deze code maximaal corrige-
ren? Omdat de communicatie nu bestand was tegen 
flink wat ruis, kon de verzendingssnelheid drastisch 
omhoog, van  bit per seconde naar 16.200 bit 
per seconde. Het overseinen van een foto van 200 × 
200 pixels duurt dan geen 8 uur meer, maar slechts 
79 seconden. 

Als je bij een gegeven aantal datatekens n (met 
per teken q mogelijkheden; de binaire code heeft  
q = 2) meer foutcorrectie wilt, moet de minimale 
afstand d tussen de codewoorden groter worden, 
wat neerkomt op het toevoegen van meer extra te-
kens. Enerzijds wil je zo min mogelijk data verstu-
ren – want dat gaat het snelst –, anderzijds wil je 
zo min mogelijk fouten maken, wat dus juist extra 
data vereist. Je wilt dus een zo lang mogelijke lijst 
codewoorden bij gegeven n, q en d, want dat brengt 
de meeste data over. 

Dit probleem (voor willekeurige q, n en d) staat 
bekend als ‘het centrale probleem van de code-
ringstheorie’. Opmerkelijk is, dat we zelfs voor klei-
ne waarden van q, n en d het antwoord nog niet 
precies weten. In tabel 2 vind je de kleinste open 
gevallen van dit moment. De ondergrens (kolom 4) 

Tabel 1
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betekent dat iemand ooit een lijst gevonden heeft 
met zoveel codewoorden. De ondergrens voor  
q = 2, n = 15 en d = 5 is trouwens gevonden door 
Alan Nordstrom, destijds een middelbare scholier 
die een praatje bijwoonde over coderingstheorie en 
dermate gefascineerd was door het onderwerp dat 
hij thuis ging knutselen. 

Dus als jij een q-aire code vindt van lengte n en 
minimale afstand d, die méér woorden heeft dan 
‘ondergrens Mmax’, dan heb je een nieuwe code ont-
dekt! Zo is er nog geen ternaire code met lengte 7 
en afstand 3 bekend met 100 of meer codewoorden. 

INTERLEAVING Hammingcodes zijn goed in het 
corrigeren van fouten in slechts enkele bits in één 
codewoord. Maar storingen waarbij af en toe hele 
codewoorden wegvallen (zogeheten burstfouten) 
komen ook vaak voor. Om dat te corrigeren wordt 
een ander principe gebruikt, interleaving (‘in elkaar 
vouwen’). Bij interleaving worden de codewoorden 
niet achtereenvolgens verstuurd, maar bijvoorbeeld 
eerst de eerste letters van codewoorden 1 tot en met 
7, dan de tweede letters van codewoorden 1 tot en 
met 7, enzovoort tot de vijfde letters, en dan komt 
het volgende blok met de woorden 8 tot en met 14 
aan de beurt. Ter illustratie: 

geen interleaving
origineel: Stuur Jaap, Leo en Ria naar Siberië.
ontvangen: StuurXXXXX, Leo enXXXXXnaar  
Siberië.

wel interleaving 
origineel: Stuur/ Jaap/, Leo/ en R/ia na/ar Si/berië./ 
interleaved: S earetJLn ruae nsiuaoRaiërp iab.
ontvangen: S eaYYYYYn ruaeYYYYYoRaiërp iab.
reconstructie: SYuYr/ YaYp/ Yeo/ en R/ia Ya/aY  
Yi/bYrYë./

Zonder interleaving kom je er niet meer achter wie 
behalve Leo nog meer naar Siberië moet. Met in-

terleaving verspreid je de twee ontbrekende series 
van vijf tekens over het hele bericht. Elk woord van 
vijf letters bevat nu ten hoogste twee fouten. Als je 
de woorden ook nog met een Hammingcode be-
stand had gemaakt tegen maximaal twee teken-
fouten, kon je het bericht perfect reconstrueren. 
Interleaving wordt dus vaak vooraf aan een fout-
corrigerende code gebruikt om ook burstfouten te 
kunnen herstellen. 

REED-SOLOMON Sinds het pionierswerk van 
Hamming zijn nog vele andere foutcorrigerende 
codes ontwikkeld, waarvan sommige interleaving 
en bitcorrectie combineren. Er is niet één beste 
foutcorrigerende code; het hangt er van af wat je 
het belangrijkst vindt, foutloosheid of snelheid, en 
van het soort ruis dat op het kanaal voorkomt. Val-
len er vooral losse bits of groepjes van maar twee 
of drie bits weg, of is er af en toe een lange storing 
waardoor je als ontvanger hele blokken mist? 

Voor dit artikel is onder andere gebruikt gemaakt 
van Coderingstheorie, dat door Sidney Cadot en  
Arjen Stolk geschreven is voor het Vierkant voor  
Wiskunde Zomerkamp 2007.

Tabel 2

Figuur 3  De microscopische putjes op een cd of dvd die voor nullen en enen staan, zijn geco-
deerd met een Reed-Solomoncode die zowel bit- als burstfouten tot op grote hoogte kan corri-
geren. Deze code is gebaseerd op meer geavanceerde wiskunde en zorgt ervoor dat bestanden 
nog foutloos door de computer gelezen worden als er krassen op het schijfje zitten. Zoals je op 
de rechter foto ziet, kan een piepklein krasje al hele pakketten bits wegvagen. 
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Zaterdag 14 maart was het π-dag: een wiskunde-feestdag die dit 
jaar in Nederland werd gevierd met choco-π en een prijsvraag.  
Initiatiefnemer was theoretisch fysicus Hans Wisbrun. 
■ door Alex van den Brandhof

FEESTDAG VOOR PI

Pi, de ‘constante der constanten’, is per definitie het 
getal waarmee de verhouding tussen de omtrek en 
de diameter van een cirkel wordt aangegeven. Het 
getal is ongeveer gelijk aan 3,14 en om de wiskunde 
een dag in het jaar in het zonnetje te zetten, net zo-
als we dat doen met vaders, moeders en dieren, zijn 
ze in Amerika in 1987 begonnen met π-dag. Op 14 
maart, want de Amerikaanse datumnotatie voor die 
datum is 3/14 – de begincijfers van π. Dat werd een 
succes: op wiskunde-instituten van universiteiten 
wordt steevast elk jaar op taart (pie in het Engels, 
dat net zo klinkt als pi) getrakteerd en bevlogen 
wiskundedocenten op scholen laten π-dag ook niet 
ongemerkt voorbijgaan. In Amerika bestaat zelfs 
een officiële pi day website: www.piday.org. 

PI-DAG IN NEDERLAND Bij het horen van de 
datum 14 maart gaat bij de meeste mensen uit ons 
land geen belletje rinkelen. Jammer, vond theo-
retisch natuurkundige Hans Wisbrun en daarom 
heeft hij zich ingezet om π-dag ook in Nederland 
onder de aandacht te brengen. Niet zonder succes: 

in de Sinterklaastijd lanceerde hij de choco-π, op 14 
februari – exact een maand voor π-dag – publiceer-
de NRC Handelsblad een artikel over π-dag en op 
7 maart verscheen in maandblad M van deze krant 
een interview met Hans Wisbrun, waarin hij zegt: 
‘Dat ik pi zo inspirerend vind, komt door de crea-
tieve component. Pi wordt in de wiskunde een irra-
tionaal getal genoemd, een getal dat je niet als een 
breuk kunt schrijven. Ik verspreek me wel eens en 
noem het dan een irrationeel getal. Maar ook die 
benaming klopt. Welk ander getal onttrekt zich zo 
aan de logica als pi?’ 

PRIJSVRAAG Hans Wisbrun schreef een prijs-
vraag uit: vorm samen met een groep liggend, 
staand of drijvend de letter π, van bovenaf gezien, 
en maak daarvan een foto. Van de ruim 40 inzen-
dingen is de winnende foto ingezonden door KSO 
Glorieux te Ronse, een school in België met de on-
volprezen wiskundedocente Odette Demeulemees-
ter, die ook al meerdere hoofdprijzen van Pythago-
rasprijsvragen in de wacht sleepte. ■

 
APRIL 2009

Met deze foto won KSO Glorieux uit Ronse (België) met docente Odette Demeulemeester de 
pi-dag-prijsvraag. De prijs is een afdruk van de foto, achter museumglas in een mooie lijst. 
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JOURNAAL
■ door Alex van den Brandhof

Abelprijs voor Frans-Russisch wiskundige
De in Rusland geboren Mikhail 
Leonidovich Gromov is de win-
naar van de Abelprijs 2009. Dit 
maakte de Noorse Academie 
voor Wetenschappen bekend op 
26 maart.
Mikhail Leonidovich Gromov 
verliet Rusland in 1974; hij was 
toen dertig jaar oud. Na ze-
ven jaar in de Verenigde Staten 
te hebben gewerkt, vertrok hij 
in 1981 naar Frankrijk; in 1992 
kreeg hij de Franse nationaliteit. 
Hij is verbonden aan het Institut 
des Hautes Etudes Scientifiques 
in Bures-sur-Yvette. 

De jury van de Abelprijs 
roemt Gromov vanwege zijn 
‘baanbrekende werk in de meet-
kunde’. Hij heeft de gave om 
oude problemen op een geheel 
nieuwe wijze te bekijken. Dit 
heeft niet alleen geleid tot nieu-

we inzichten in de meetkunde, 
maar ook in andere takken bin-
nen de wiskunde en daarbuiten. 
De jury concludeerde dat Gro-
mov’s werk ‘een bron van inspi-
ratie voor toekomstige ontdek-
kingen in de wiskunde is’. 

Op 19 mei zal Gromov zijn 
prijs, een bedrag van zes mil-
joen Noorse kronen (ongeveer 
700.000 euro), in ontvangst ne-

men uit handen van koning  
Harald V. Het is de zevende keer 
dat de Abelprijs, genoemd naar 
de Noorse wiskundige Niels 
Henrik Abel, wordt uitgereikt. 
Net als de Fields Medal wordt 
het wel de ‘Nobelprijs voor de 
wiskunde’ genoemd. Een be-
langrijk verschil tussen deze 
twee prestigieuze wiskunde-
prijzen is dat de Fields Medal 
bedoeld is voor jonge wiskun-
digen; je zou het een aanmoe-
digingsprijs kunnen noemen, 
al klinkt dat een beetje alsof 
de prijs niet voor de briljantste 
breinen is bedoeld. De Abelprijs 
gaat meestal naar oudere wis-
kundigen – Gromov is met  
65 jaar jong vergeleken met  
vorige Abelprijswinnaars – en 
kan daardoor meer als oeuvre-
prijs worden beschouwd. 

Foto: Jean-François Dars

Sangakuwedstrijd op NWD
Tijdens de Nationale Wiskun-
de Dagen (NWD), een con-
gres voor wiskundeleraren in 
Noordwijkerhout, afgelopen 
februari, loofde Pythagoras 
twee prijzen uit voor de mooi-
ste zelf-verzonnen sangaku: 
Eén voor een sangaku die nog 
tijdens het congres zelf werd 
ingeleverd, en een algemene 
winnaar.
Een selecte groep enthousiaste-
lingen ging de uitdaging aan en 
leverde elk diverse ontwerpen 
in. De kwaliteit van de inzendin-
gen was dusdanig, dat we het be-
treurden dat er maar twee prij-
zen te vergeven waren. 

De NWD-prijs, een set van Na-
pier rekenstaafjes, is gewonnen 
door Rob van Oord uit Wad-
dinxveen. Zijn sangaku staat 
hiernaast.

De algemene prijs, een lo-
gisch labyrint van hout, gaat 
naar Hans van Lint uit Zwolle, 
die maar liefst tien ingenieuze 
sangaku’s instuurde. De keuze 
voor de ‘mooiste’ sangaku is on-
vermijdelijk subjectief, maar we 
bekroonden een van zijn ontwer-
pen vanwege de fraaie symme-
trie die opduikt uit een willekeu-
rige scheefstand. Deze winnende 
sangaku staat op de achterkant 
van dit nummer. 

De oplossing van deze en de 
overige sangaku’s op de achter-
kant van deze jaargang van Py-
thagoras komen in het septem-
bernummer. 

Sangaku ontworpen door 
Rob van Oord
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Een vast onderdeel van IQ-tests is het raden van het volgende getal in een rij getallen. Dat 
veronderstelt dat er altijd maar één juist antwoord is, maar daar valt best over te twisten. 
Er bestaat zelfs een formule waar je de getallen van elke willekeurige rij in kunt stoppen 
en de uitkomst is dan het mogelijke volgende getal in de rij. Maar meestal is dat niet het 
getal dat de ontwerpers van de test bedoelden. 
 door Jos Groot

DE IQ-FORMULE
Een heel simpel voorbeeld van een getallenrij uit 
een IQ-test is: 

a. 2 - 4 - 6 - 8 - 10 - ? 

Iedereen ziet natuurlijk dat op de plaats van het 
vraagteken 12 moet staan. Iets moeilijker voorbeel-
den zijn: 

b.  1 - 2 - 4 - 8 -  16 - ? 
c.  1 - 1 - 2 - 3 -  5 - ? 
d.  2 - 3 - 5 - 7 -  11 - ? 
e.  1 - 2 - 2 - 4 -  2 - ? 
f.  3 - 1 - 4 - 1 -  5 - ? 

De oplossingen staan aan het eind van het artikel. 
Voor de rijen e en f is het voorschrift om de opeen-
volgende getallen te vinden (het ‘algoritme’) al ta-
melijk ingewikkeld, wat de kans vergroot op ver-
warring bij degene die de IQ-test doet. Als je bij f 
aan π dacht, heb je 9 als antwoord gegeven, omdat 
π gelijk is aan 3,14159265... Maar als de makers van 
de getallenrij de decimalen van π helemaal niet op 
het oog hadden, zit je er met die 9 (waarschijnlijk) 
naast. Daarom is rij f niet geschikt als onderdeel 
van een intelligentietest. Maar wat is dan wel een 
goede reeks? Voor de hand liggende eisen zijn: 

1. De rij mag maar één voortzetting toelaten, 
anders kan een ‘goed’ antwoord fout worden gere-
kend. 

2. Voor de goede voortzetting moeten alle ge-
tallen van belang zijn. Anders zou bijvoorbeeld de 
som van de laatste twee getallen altijd een gemak-
kelijk en goed antwoord zijn (dit geeft bijvoorbeeld 
18 voor reeks a; de eerste drie getallen hebben geen 
invloed, maar waarom zijn ze dan gegeven?). 

3. Verdere voortzetting moet positieve gehele 
getallen geven. Dat is bijvoorbeeld niet het geval 
voor reeks e (5/3 voor het zevende getal, volgens 

het recept in het kader op pagina 13). Dit sluit met-
een de deeloperatie in een oplossing zo goed als uit. 

De eisen 2 en 3 worden gebruikt door degene 
die reeksen verzint en kunnen gebruikt worden bij 
het vinden van het antwoord. De meeste mensen 
doen dit automatisch. Ze maken het aantal moge-
lijke antwoorden kleiner. Maar toch is niet aan eis 
1 te voldoen, zoals bij reeks f al bleek. Sterker nog, 
er zijn talloze methoden om reeksen aan te vullen 
waarbij toch voldaan wordt aan eisen 2 en 3.  
We bekijken er hier één, die gebruik maakt van de 
Lagrange-veelterm. 

POLYNOMEN We beginnen met een definitie. 
Een n-de-graads polynome vergelijking is een ver-
gelijking van de vorm 

 y = anxn + an-1xn-1 + ... + a1x + a0.

Een n-de-graads polynoom heeft dus n + 1 coëffici-
enten a0, a1 , a2 , ..., an. Bijvoorbeeld: neem de coëf-
ficiënten a2 = 3, a1 = 4 en a0 = 5; dat geeft de twee-
degraads (want n = 2) vergelijking y = 3x2 + 4x + 5. 

Je weet vast dat een rechte lijn (overeenkomend 
met een eerstegraads vergelijking, y = ax + b) pre-
cies wordt vastgelegd door twee punten. Net zo 
wordt een parabool (tweedegraads, y = ax2 + bx + c) 
vastgelegd door drie punten. Dit zijn twee bijzon-
dere gevallen van de volgende algemene regel: 

Een n-de-graads polynoom wordt vastgelegd 
door n + 1 punten. 

DE LAGRANGE-VEELTERM Nu terug naar het 
probleem van de aanvulling van getallenrijen. Eerst 
weer een makkelijk geval: 

3 - 5 - ? 
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Een oplossing is om de vergelijking van een rechte 
lijn door de punten (1, 3) en (2, 5) te vinden (1 en 2 
zijn de posities van 3 en 5 in het getallenrijtje, van 
linksaf geteld). Die vergelijking is y = 2x + 1. 

Volgens de algemene regel is dit meteen ook de 
enige rechte lijn. Het volgende getal in de rij is dan 
y = 2 . 3 + 1 = 7. Dat de oplossing voldoet aan de ei-
sen 2 en 3 is makkelijk na te gaan. 

Nu gaan we dit uitbreiden naar de rijtjes van vijf 
getallen waar we mee begonnen. We moeten dan 
een vierdegraads functie door vijf gegeven punten 
vinden en daarin x = 6 invullen. 

Er is een systematische manier om dit te doen, 
namelijk met behulp van de Lagrange-veelterm: een 
(n – 1)-de-graads veelterm door de punten (x1, y1), 
(x2, y2), ..., (xn, yn). Niet schrikken: 

 

Dit kunnen we simpeler schrijven als 

 y = A1(x)y1 + A2(x)y2 + ... + An(x)yn 
 

waarbij Ai(x) gelijk is aan 

 

De tellers en noemers van de factoren Ai(x) lijken 
qua vorm erg op elkaar. Door die regelmaat is heel 
makkelijk in te zien dat de veelterm door elk gege-
ven punt gaat. Vul bijvoorbeeld x = x1 in: in elke 
Ai(x) voor i  1 komt in de teller de factor (x – x1) 
voor, die dan natuurlijk 0 oplevert. De enige term 
van de vergelijking die dan overblijft, is A1(x)y1. 
Deze wordt precies 1, zodat y = y1. Dus de veelterm 
gaat door (x1, y1). Ditzelfde geldt voor de andere 
punten. 

Het is ook makkelijk te zien dat de hoogste 
macht van x hooguit n – 1 is, zie bijvoorbeeld de 
teller van A1(x). Dus we hebben wat we willen: een 
(n – 1)-de-graads veelterm door n gegeven punten. 
De Lagrange-veelterm is natuurlijk precies zo ge-
construeerd dat je die gemakkelijk uit kunt reke-
nen. Overigens is de naamgeving niet helemaal eer-
lijk: de Franse wiskundige Lagrange publiceerde de 
formule dan wel in 1795, maar collega-wiskundige 
Waring had hem al in 1779 gepubliceerd. 

We controleren de Lagrange-veelterm voor het 
eenvoudige voorbeeld van de punten (x1, y1) =  
(1, 3) en (x2, y2) = (2, 5): 

Figuur 1 laat zien hoe de Lagrange-veeltermen er 
uitzien voor de zes reeksen a tot en met f waar we 
mee begonnen. Alleen voor reeks a geeft de veel-
term dezelfde waarde (12) als het voor de hand lig-
gende antwoord dat in het kader aan het eind van 
het artikel wordt gegeven. Dat komt doordat die 
reeks als enige door een veelterm wordt beschre-
ven, namelijk y = 2x. De veelterm voor de ‘π-reeks’ 
f is 

 

Ga na dat x = 6 de waarde y = 53 geeft. 

HUISWERK VOOR JE IQ-TEST Moet je nu tij-
dens een IQ-test iedere keer tot en met A6(x)y6 
die formule van Lagrange gaan opschrijven? Zeker 
niet! Als je van tevoren weet dat je telkens een rij-
tje van vijf getallen krijgt en het zesde moet vinden, 
kun je al voor de intelligentietest invullen: x1 = 1, 
x2 = 2, ..., x5 = 5 en x = 6, en alle haakjes wegwer-
ken. Dit geeft een veel kortere Langrange-formule: 

 y = y1 – 5y2 + 10y3 – 10y4 + 5y3.                  (*) 
 

Een voorbeeld voor de ‘π-reeks’ f geeft weer: 

 y = 3 – 5 . 1 + 10 . 4 – 10 . 1 + 5 . 5 = 53. 
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Uit deze simpelere formule blijkt ook meteen dat 
als y1, ..., y5 geheel zijn, y6 dat ook automatisch is. 
Dit blijkt in het algemeen te gelden: 

Een (n – 1)-de-graads veelterm door de pun-
ten (1, y1), (2, y2), ..., (n, yn) met y1, ..., yn geheel 
geeft een gehele waarde yn+1 voor x = n + 1. 

Probeer dit maar eens te bewijzen. En als bonus: de 
coëfficiënten van formule (*) zijn achtereenvolgens 
1, –5, 10, –10, 5. Dit doet denken aan een rij getal-
len uit de driehoek van Pascal. Is dat toeval? 

Met de Lagrange-veelterm kun je dus een voort-
zetting van elke rij berekenen. Daar komt geen in-
telligentie meer aan te pas, want een computer kan 
het ook. Maar toch is het antwoord volgens de ma-
kers van de test meestal fout! Dat komt doordat 

het ‘Lagrange-antwoord’ meestal niet het ‘simpel-
ste’ antwoord is, en slechts dat zou getuigen van in-
telligentie. Maar wat het simpelste verband tussen 
een rij getallen is, is in zekere zin een kwestie van 
smaak, en dus meer psychologie dan wiskunde. ■ 

Figuur 1  De grafieken van de Lagrange-veeltermen voor de reeksen a tot en met f.  
Voor x = 6 zijn de waarden achtereenvolgens 12, 31, 11, 22, –19, 53.

OPLOSSINGEN GETALRIJEN 
b. 32  (elk getal is het dubbele van zijn 

voorganger) 
c. 8  (elk getal is de som van zijn twee 

voorgangers) 
d. 13 (opeenvolgende priemgetallen) 
e. 5  (een getal is zijn voorganger  

+1, 1, +2, 2, +3, ...) 
f. 1  (een getal is zijn voorganger  

3, +3, 4, +4, 5, ...) 
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PROBLEMEN

MIKADO Acht lijnstukken zijn op een papiertje 
getekend. Helaas is er daarna een lelijke inktvlek op 
de tekening gekomen. Hoeveel snijpunten maakten 
de acht lijnstukken? Geen drie lijnstukken gingen 
door één punt. 

GELIJKE SOMMEN Zet in elk van de lege zes-
hoekjes een getal, zó dat de drie zeshoekjes rond 
een hoekpunt altijd dezelfde som hebben. 

Dit probleem komt uit KŐmal, het Hongaarse 
wiskundetijdschrift voor jongeren.

ELEMENTAIRE OPERATIE Voor een verzame-
ling S van reële getallen gelden de volgende drie  
regels: 
1. 1 zit in S. 
2. Als x in S zit en x  0, dan zit 1/x in S. 
3. Als x en y in S zitten, dan zit ook x – y in S. 

Je kunt nu bewijzen dat wanneer x en y in S zitten, 
ook x + y in S zit, immers: 1 – x zit dan in S en dus 
ook (1 – x) – y en dus ook 1 – (1 – x – y) = x + y. 
Bewijs zelf dat als x en y in S zitten, ook het pro-
duct xy in S zit. 

VOUWEN Een vierkant velletje papier wordt een-
maal dubbelgevouwen zodat onderstaande  
figuur ontstaat. Gegeven zijn de oppervlaktes van 
de drie aangegeven gebieden. Wat is de lengte van 
de vouw? 

DOOSJES IN DOOSJES De cijfers 1 tot en met 
8 zijn ingepakt in doosjes, zes doosjes in totaal. We 
schrijven [x, y]z als er een doosje is waar de cijfers x 
en y in zitten, maar z niet. Er geldt: 

[1, 2]5, [1, 6]3, [1, 5]6, 
[4, 6]7, [3, 8]1, [6, 7]1. 

Geldt er [5, 8]4? 

 door Dion Gijswijt

?
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OPLOSSINGEN

KNIP EN PLAK
 

KWADRATEN Omdat 1089 een kwadraat is, kun-
nen we nemen: 

89 + 1000 = 90 + 999 = ... = 544 + 555.

Nu nog de getallen 1 tot en met 88: 

33 + 88 = ... = 60 + 61,
17 + 32 = ... = 24 + 25,
  9 + 16 = ... = 12 + 13,
    1 + 8 = ... = 4 + 5.
 

Omdat een oneven kwadraat 
 altijd een 8-voud plus 1 

is, zouden de dertien 8-vouden plus 1 (1, 9, 17, ..., 
97) gekoppeld moeten worden aan de twaalf  
8-vouden (8, 16, ..., 96), hetgeen onmogelijk is. 

SATÉPRIKKER De kaas is door 5 + 4 + 3 
vlakken in stukken gesneden. De satéprik-
ker doorsnijdt al deze vlakken en wel op 

 van de diago-
naal. Bij elke doorsnijdig verlaat de prikker een 
blokje kaas en gaat een nieuwe binnen. Dit geeft  
1 + 11 = 12 blokjes kaas aan de satéprikker. 

STREEPJESCODE Het is duidelijk dat x > 1. De 
getallen ⎣x⎦, ⎣2x⎦, ⎣3x⎦, ... zijn dus verschillend. Laat 
⎣ax⎦ = 14, dan is (a + 2)x < 17 en (a + 7)x ≥ 24, dus 
5x > 7. Ook is ax ≥ 14 en (a + 2)x < 17, dus 2x < 3. 
Omdat  en  volgt dat  
a = 10. 

We zien dat 12x < 17 en 17x ≥ 24, zodat 
. Omdat  en 

 , bevat de rij precies 70 van de  
getallen 1, ..., 100. 

VIJFHOEK Hoek B is (in graden) gelijk aan 
.



16

PYTHAGORAS APRIL 2009

Waar zou je terechtkomen als je onder deze poort door loopt? In de vierde dimensie? 
In Alice’s Wonderland? Aan het einde van de regenboog? Deze spectaculaire foto, 
gemaakt vanuit een vlieger op een vooraf exact bepaalde plaats en hoogte, was de 
winnende inzending van de lustrumprijsvraag van Ars et Mathesis.
 door Arnout Jaspers

POORT NAAR DE ZEE

De deelnemers van de prijsvraag die Ars et Mathesis 
afgelopen najaar uitschreef, moesten een anamor-
fose maken, een kunstwerk dat gezien vanuit één 
gezichtspunt een perfecte driedimensionale illusie 
oproept. Winnaar Nico Laan verraste de jury door 
zijn materiaalgebruik en de schaal van zijn anamor-
fose. Zijn ‘poort’ is getekend door een in het strand 
gegraven geul. Hij maakte een uiterst precieze con-
structietekening voor de plaats van zijn lijnen. De 
lage stand van de zon zorgt ervoor dat de lijnen 
een sprekend contrast vertonen. Pas als je naar de 
paard-en-wagen langs de waterlijn kijkt, merk je 
hoe groot de poort – ongeveer een half voetbalveld! 
– is. Het enige juiste standpunt om de anamorfo-
se te bekijken, bevindt zich op 18,75 meter hoog-
te, hoger nog dan de top van het duin. De camera 
werd opgelaten aan een vlieger en werd in positie 
gehouden door een speciale ophangconstructie.

De rode lijntekening op deze pagina toont de 
poort zoals die er op grote hoogte recht van boven 
uit ziet. Meer informatie over deze en de overige  
winnaars en hun kunstwerken zijn te vinden op de 
website www.arsetmathesis.nl. ■
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Het vouwen van een vel papier is te beschouwen als een wiskundige operatie op de fi-
guren op dat vel papier. Je kunt zelfs een complete origami-meetkunde opzetten, waar-
mee je klassiek onmogelijke problemen als de trisectie van een hoek oplost. Ook kun je 
met vouwen kwadratische en nog hogere vergelijkingen oplossen. Robert Geretschläger 
schreef hierover het boek Geometric Origami. Dit artikel is een bewerkt fragment uit zijn 
boek. 
 door Robert Geretschläger

DERDE- EN VIERDE-
GRAADS VOUWEN
Onder geometrische constructies verstaan we 
meestal constructies zoals Euclides ze al gebruikte 
in zijn klassieke boek over meetkunde, Elementen 
(zie ook het artikel op pagina 28). Daarbij is alleen 
het gebruik van een liniaal (zonder schaalverdeling) 
en een passer toegestaan, en dat is al tweeduizend 
jaar de standaard. 

Er zijn echter legio alternatieven voor Euclides’ 
regels om geometrische constructies in het platte 
vlak te maken. Zodra het papier was uitgevonden  
– slechts een paar eeuwen na Euclides – zijn men-
sen aan het vouwen geslagen. Het is onduidelijk wie 
als eerste heeft nagedacht over de vouwpatronen 
die zo ontstaan, maar waarschijnlijk was het eerst 
gepubliceerde boek over dit onderwerp het  
fameuze Geometric Exercises in Paper Folding van  
T. Sundara Row in 1893. Het moderne beginpunt 
was in ieder geval de Eerste Internationale Confe-
rentie over de Wetenschap en Techniek van Origa-
mi in Ferrara, Italië, in 1989. Met name het eerste 
stelsel ‘papiervouw-axioma’s’, gepresenteerd door 
Humakia Huzita, bleek achteraf baanbrekend. We 
gaan nu een paar van de fascinerende geometrische 
mogelijkheden ontdekken die volgen uit het vou-
wen van een simpel velletje papier. 

WAT STAAN WE TOE? In het geval van euclidi-
sche constructies nemen we altijd aan dat bepaalde 
punten gegeven zijn. Met liniaal en passer kunnen 
we dan volgens vaste regels rechte lijnen en cirkels 
maken, en dit levert weer nieuwe punten op waar 
deze objecten elkaar snijden. Met behulp van die 
snijpunten kunnen we dan weer nieuwe lijnen en 
cirkels construeren, enzovoort. Deze procedure le-
vert alle euclidische constructies op die mogelijk 
zijn. 

Als we de liniaal en passer wegleggen en in 
plaats daarvan vouwen in papier bekijken, blijkt dat 
punten niet langer de simpelste geometrische ob-

jecten zijn. Vouwen spelen nu deze rol, dat wil zeg-
gen lijnstukken, of lijnen als je uitgaat van een on-
eindig groot vel papier. Punten bestaan alleen als de 
snijpunten van twee of meer vouwen. 

We moeten nu ‘toegestane’ operaties bij het vou-
wen van papier definiëren. Het lijkt redelijk om aan 
te nemen dat een rechte lijn op een willekeurige 
plaats gevouwen kan worden, net zoals je op een 
willekeurige plek in het platte vlak een punt mag 
neerzetten. (We gebruiken vanaf nu ‘tekenen’ voor 
euclidische constructies en ‘vouwen’ voor origami-
constructies.) Het lijkt dan ook redelijk om ‘vouw-
axioma’s’ te definiëren, zie het kader op de vol-
gende pagina. Elke lezer die deze axioma’s met een 
stuk papier zelf uitprobeert, zal merken dat deze 
zes operaties heel voor de hand liggend zijn. Er zijn 
echter nog een paar minder voor de hand liggende 
mogelijkheden. 

VOUWEN EN PARABOLEN Als een lijn l en 
een punt P daarbuiten gegeven zijn, dan is het een-
voudig om P naar een willekeurig punt op l te vou-
wen. De verzameling vouwen die dit oplevert (dat 
zijn er oneindig veel), bevat alle middelloodlijnen 
van de lijnstukken tussen P en een punt op l. Dit is 
precies de verzameling van alle raaklijnen aan de 
parabool die P als brandpunt heeft en l als richtlijn, 
zie figuur 1 (links). 

Hoe werkt dit? Een parabool is per definitie de 
verzameling punten in een vlak die op gelijke afstand 
liggen van zowel een punt P als een lijn l (P heet het 
brandpunt van de parabool en l de richtlijn). Als je P 
naar een punt P' vouwt, geeft dit een vouw c en het 
snijpunt X van c met de lijn door P' loodrecht op l 
ligt zeker op gelijke afstand van P en l, zie figuur 1 
(rechts). Het bewijs dat c inderdaad een raaklijn aan 
de parabool is, laten we hier weg (als je het zelf wilt 
proberen: het is voldoende om te bewijzen dat X het 
enige punt van c is dat op de parabool ligt). 
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1.  Gegeven twee niet-evenwijdige lijnen 
l1 en l2, kun je het unieke snijpunt P van 
deze lijnen vouwen. 

2.  Gegeven twee evenwijdige lijnen l1 en 
l2, kun je de lijn m evenwijdig met en op 
gelijke afstand van deze lijnen vouwen 
(middenparallel). 

3.  Gegeven twee snijdende lijnen l1 en l2, 
kun je de lijnen a en a’ vouwen die de 
twee hoeken doormidden delen (door 
de lijnen op elkaar te leggen). 

4.  Gegeven twee niet-identieke punten 
P en Q, kun je de unieke lijn l door deze 
punten vouwen. 

5.  Gegeven twee niet-identieke punten  
P en Q, kun je de unieke middellijn b 
loodrecht op het lijnstuk PQ vouwen 
(door de twee punten op elkaar te leg-
gen). 

6.  Gegeven een lijn l en een punt P dat niet 
op l ligt, kun je de unieke lijn l’ loodrecht 
op l en door P vouwen. 

VOUWAXIOMA’S
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Figuur 1 

We definiëren nu nog een toegestane operatie, zie 
ook figuur 2: 

Axioma 7. Gegeven een lijn l en een punt P dat niet 
op l ligt, kun je elke raaklijn aan de parabool met 
brandpunt P en richtlijn l vouwen. In het bijzonder 
kun je de twee raaklijnen aan die parabool vouwen 
die door een gegeven punt Q gaan (mits die raaklij-
nen bestaan). 

Figuur 2 

Ook, gegeven een lijn q die niet evenwijdig is met 
l, kun je de raaklijn aan de parabool loodrecht op q 
vouwen. Als P op l ligt en je vouwt P naar een an-
der punt op l, dan krijg je een lijn loodrecht op l. 

Nog een laatste toegestande operatie, zie ook  
figuur 3: 

Axioma 7*. Gegeven (eventueel identieke) punten 
P1 en P2 en (eventueel identieke) lijnen l1 en l2, kun 
je de gemeenschappelijke raaklijnen vouwen van de 
parabolen p1 en p2 met brandpunten P1 en P2 en 
richtlijnen l1 en l2 (mits die raaklijnen bestaan).

Figuur 3 

Het is bewezen dat de euclidische constructies  
– met passer en liniaal – equivalent zijn met de 
constructies 1 tot en met 7 die we hier hebben be-
sproken (de zes vouwaxioma’s in het kader plus het 
hierboven vermelde axioma 7). Maar operatie 7* 
maakt niet-euclidische constructies mogelijk, die 
overeenkomen met het gebruik van een liniaal met 
schaalverdeling. 

ORIGAMI-CONSTRUCTIES EN KWADRA-
TISCHE VERGELIJKINGEN Met de boven be-
schreven operaties zijn allerlei interessante geo-
metrische constructies mogelijk. Als je euclidische 
constructies analytisch bekijkt, ga je uit van een 
rechthoekig coördinatenstelsel in het platte vlak. 
Elk punt heeft dan een x- en een y-coördinaat, en 
rechte lijnen worden voorgesteld door de verzame-
ling punten met coördinaten die voldoen aan een 
vergelijking van de vorm 

px + qy = r,

waarbij de constanten p, q en r reële getallen zijn 
(en p en q niet allebei 0). 

Net zo worden cirkels voorgesteld als de verza-
meling van alle punten met coördinaten die vol-
doen aan een kwadratische vergelijking van de 
vorm 

 (x – m)2 + (y – n)2 = r2. 

Het middelpunt van de cirkel is natuurlijk het punt 
met coördinaten (m, n) en de straal van de cirkel 
is r. 

Het vinden van de snijpunten van rechte lijnen 
en cirkels komt dan neer op het oplossen van stel-
sels van deze vergelijkingen. Als we op soortgelijke 
manier origami-constructies willen aanpakken, is 
het eleganter om niet punten, maar lijnen als ele-
mentaire objecten te nemen. 
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Om dit te doen, beginnen we weer met de verge-
lijking van een rechte lijn: 

px + qy = r.

Als q = 0, zie figuur 4 (links), is de lijn evenwijdig 
met de y-as en snijdt de x-as in . 

Als , zie figuur 4 (rechts), kunnen we de 
vergelijking door q delen, zodat je krijgt: 

ofwel 

y = mx + b,

met m =  –    en b =   .  

Hier heet m de helling of richtingscoëfficiënt van de 
lijn en b de asafsnede. 

In zekere zin kun je elk lijn gelijk stellen aan een 
getallenpaar (m, n). Het getal m stelt dan de verza-
meling voor van alle evenwijdige lijnen met die hel-
ling (en ‘oneindig’ stelt alle lijnen evenwijdig met de 
y-as voor). 

Figuur 4 

Figuur 5 

Figuur 6 

De helling van een lijn kun je ook heel eenvou-
dig voorstellen door een lijnstuk, zie figuur 5. Als 
P(x0, y0) een punt is op de lijn y = mx + b, dan ligt 
ook het punt Pm(x0 + 1, y0 + m) erop. De helling m 
komt dan overeen met het lijnstuk P1Pm. 

We gaan dit nu toepassen om een kwadratische 
vergelijking op te lossen van de vorm 

 ax2 + bx + c = 0. 

Delen door a geeft 

 x2 + px + q = 0, 

met p =   en q =   .

Bekijk nu een parabool 

 p0 : x2 = 2u . y 

en het punt P0(v, w), zie figuur 6. De lijn door P0 
met helling s heeft de vergelijking 

 y = s(x – v) + w. 

Als dit een raaklijn aan de parabool p0 moet zijn, 
moet de vergelijking 

 x2 = 2u(s(x – v) + w) 

ofwel 

 x2 – 2usx + 2uvs – 2uw = 0 

discriminant 0 hebben. Dit betekent dat 

 u2s2 – 2uvs + 2uw = 0 

ofwel 
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zodat de hellingen van de raaklijnen aan p0 door P0 
oplossingen zijn van de vergelijking 

 x2 + px + q = 0, 

mits  en .

Dus als we de oplossingen willen weten van de ver-
gelijking 

 x2 + px + q = 0, 

kiezen we u = 2, v = –p en w = q, en vinden die op-
lossingen dan als de hellingen van de raaklijnen aan 
de parabool 

 p0 : x2 = 4y 

door het punt P0(–p, q). 
Deze raaklijnen vind je simpelweg door het 

brandpunt F(0, 1) zodanig op de richtlijn l: y = –1 te 
vouwen, dat de vouw door het punt P0(–p, q) gaat. 

ANDERE VOUWPROCEDURES Zo bestaan 
er ook vouwprocedures om derde- en zelfs vierde-
graads vergelijkingen op te lossen, die met passer 
en liniaal onmogelijk zijn. Dit geldt ook voor klas-
sieke problemen als het verdubbelen van de ku-
bus (een kubus construeren met het dubbele volu-
me van een gegeven kubus) en de trisectie van een 
hoek (een willekeurige hoek in drie gelijke hoeken 
opdelen). De wiskundige H. Abe ontdekte voor de 
trisectie een vouwprocedure, zie het kader hieron-
der. 

Dergelijke origami-methoden kunnen nog veel 
meer problemen aan die met de klassieke passer-
en-liniaalmethode onoplosbaar zijn. Zo zijn aller-
lei regelmatige veelhoeken te construeren, bijvoor-
beeld de zevenhoek en de dertienhoek. 

In het boek Geometric Origami staan nog veel 
meer voorbeelden van origami-constructies die 
‘Euclides voorbij’ zijn.  
Het boek is te bestellen via de website van uitgever 
Arbelos, www.arbelos.co.uk. ■

TRISECTIE VAN EEN HOEK 

We zien in de linkerfiguur een vierkant vel pa-
pier, met  = EAB, de hoek die we in drieën 
willen delen (deze hoek mag niet recht zijn). We 
maken vouwen F  en G  evenwijdig met de ho-
rizontale zijden, waabij G  midden tussen F  
en de onderkant ligt. Vervolgens vouwen we (dit 
kan wegens axioma 7*) het vel papier zo, dat én F 
op de lijn AE terechtkomt én A op de lijn G , zie 
de middelste figuur. Noem het punt waar G op 
terechtkomt G'. Dan delen de lijnen AA' en AG' 

EAB in drieën. 
Kijk voor het bewijs naar de rechterfiguur. 

Omdat EAB niet recht is, loopt de vouw niet 
evenwijdig met AB of AD. Noem het snijpunt 
van (het verlengde van) AD met de vouw X en 
het snijpunt met AB noem je Y. Noem het snij-
punt van G  met de vouw Z; dit is het hoogte-
punt van driehoek AA'X, want A'G staat lood-

recht op AX en AA' staat per definitie loodrecht 
op de vouw XY. Omdat GA' naar G'A gevouwen 
is, en XA naar XA', is AG' de derde loodlijn van 
driehoek AA'X, en die gaat daarom door Z. 

Als we stellen AXY = A'XY = , zien we 
dat AG' loodrecht staat op A'X en AB loodrecht 
op AX. Dus G'AB = A'XA = 2 . 

De projectie van A' op AB noemen we . We 
zien dan dat de driehoeken AA'  en AA'G' con-
gruent zijn, want ze zijn allebei rechthoekig met 
een gemeenschappelijke schuine zijde AA', ter-
wijl A'  en A'G' allebei even lang zijn als GA. 
We hebben daarom G'AA' = A'A  = . 
Net zo zijn de driehoeken AA'G' en AF'G' con-
gruent: allebei rechthoekig, gemeenschappelijke 
zijde AG' en er geldt F'G' = FG = GA = G'A'. 

Hieruit volgt, zoals vereist, dat F'AG' = 
G'AA' = A'A  = . 
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Sinds november vorig jaar zijn een kleine dertig scholieren in training voor de Internatio-
nale Wiskunde Olympiade, die in de zomer van 2009 gehouden zal worden in Duitsland. Zij 
komen bij die training heel mooie wiskunde tegen, zoals het punt van Torricelli, genoemd 
naar de Italiaan Evangelista Torricelli (1608-1647), een assistent van Galileo Galilei en na 
diens dood zijn opvolger als hofwiskundige van de Groothertog Ferdinand van Toscane. 
 door Birgit van Dalen en Quintijn Puite

DE KORTSTE ROUTE 
NAAR HET PUNT 
VAN TORRICELLI
De deelnemers aan de training voor de Internatio-
nale Wiskunde Olympiade, ongeveer tien uit klas 
6, tien uit klas 5 en tien uit klas 3 of 4, zijn voor dit 
speciale trainingsprogramma geselecteerd op ba-
sis van hun prestaties bij de Nederlandse Wiskunde 
Olympiade. Na twee rondes, in januari en septem-
ber 2008, bleken zij de besten in hun categorie. Dat 
is natuurlijk een geweldige prestatie en een hele eer 
voor deze leerlingen, maar deelname aan het trai-
ningsprogramma betekent ook keihard werken. 

De deelnemers werken elke week thuis aan wis-
kundeopgaven en komen daarnaast elke maand 
bijeen. Zo waren er in december, maart en april 
trainingsdagen op de Technische Universiteit Eind-
hoven en bij Transtrend in Rotterdam; in november 
en in januari waren er bovendien twee trainings-
weekenden in een jeugdherberg in Valkenswaard. 
Tijdens zo’n trainingsweekend of -dag leren de leer-
lingen heel veel nieuwe wiskunde, die ze daarna 
thuis kunnen toepassen op de opgaven. Ondanks 
dat het trainingsprogramma zwaar is, zouden de 
meeste leerlingen het voor geen goud willen mis-
sen. Hoe zou dat komen? Er lonkt natuurlijk deel-
name aan de internationale olympiade, maar dat 
is voor slechts zes leerlingen weggelegd. Het is ook 
erg leuk en gezellig om samen met leeftijdsgenoten 
wiskunde te doen. Maar de belangrijkste reden is 
misschien wel dat ze heel mooie wiskunde tegenko-
men, heel anders dan wat je gewend bent. 

MINIMALE SOM In dit artikel nemen we je mee 
naar zo’n stukje prachtige wiskunde. We bekijken 
het volgende probleem. Neem in het platte vlak een 
driehoek ABC, waarvan de hoeken niet groter zijn 
dan 120˚. Als we een punt P binnen deze driehoek 

kiezen, dan kunnen we de afstand |PA| van P naar A 
meten. Deze is groot als P in de buurt van zijde BC 
ligt, terwijl hij klein is als P in de buurt van A ligt. 
Iets dergelijks kunnen we ook zeggen over de afstan-
den |PB| en |PC|. We bekijken nu de som S = |PA| + 
|PB| + |PC|. Waar moet je punt P kiezen zó dat deze 
som minimaal is? En hoe groot wordt S dan? 

Om dit probleem te kraken, gebruiken we een 
heel simpel principe: de driehoeksongelijkheid. Die 
zegt in feite dat het kortste pad tussen twee pun-
ten X en Y gegeven wordt door de rechte lijn tussen 
X en Y. Dit wist je natuurlijk allang. Als jij aan de 
rand van een groot grasveld staat en je moet naar 
de andere kant, dan loop je ook liever in een rech-
te lijn over het grasveld dan dat je om het grasveld 
heen loopt, toch? 

Dit principe gaan we gebruiken om ons meet-
kundige probleem op te lossen. Kies eerst maar 
eens een willekeurig punt P binnen de driehoek. 
Nu draaien we driehoek CPB precies 60˚ om C 
heen en we noemen X het beeld van B en Q het 
beeld van P, zoals in figuur 1. De driehoeken CPB 
en CQX zijn dus precies hetzelfde, alleen is de een 
60˚ gedraaid ten opzichte van de ander. Aan de 
lengtes van de zijden is niets veranderd door die 
draaiing, dus geldt |PB| = |QX| en |PC| = |QC|. Om-
dat de hoek tussen PC en QC precies 60˚ is en deze 
twee lijnstukjes even lang zijn, is driehoek CPQ ge-
lijkzijdig. Daaruit concluderen we dat ook nog geldt 
|PC| = |PQ|. Nu kunnen we S op een andere manier 
schrijven, door |PB| te vervangen door |QX| en |PC| 
door |PQ|. We krijgen S = |AP| + |PQ| + |QX|. Kijk 
nu nog eens goed naar figuur 1: deze som is niets 
anders dan de lengte van de route van A naar X via 
P en Q. 
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Wat gebeurt er nu als we P steeds een beetje an-
ders kiezen? Dan verandert natuurlijk ook Q van 
plaats, want dat is het beeld van P. Omdat X het 
beeld is van B na de draaiing om C, blijft X wel op 
dezelfde plek liggen. Dus we krijgen steeds nieuwe 
routes van het vaste punt A naar het vaste punt X, 
met mogelijk ook steeds een andere lengte. Van-
wege de driehoeksongelijkheid weten we echter wat 
de kortst mogelijke route van A naar X is: een rech-
te lijn. 

Dit geeft ons een nieuw doel: we gaan P zo pro-
beren te kiezen dat de punten A, P, Q en X op een 
rechte lijn komen te liggen. We kunnen de lijn AX 
alvast trekken, want we hadden gezien dat X niet 
afhangt van P. Nu moeten we P natuurlijk op deze 
lijn kiezen, maar hoe moeten we dat doen zodat 
ook Q op de lijn terecht komt? We weten nog dat 
driehoek CPQ altijd een gelijkzijdige driehoek is, 
hoe we punt P ook kiezen. Om Q ook op de lijn AX 
te krijgen, moet zijde PQ van deze driehoek in z’n 
geheel op AX liggen. Dat betekent dat de hoek tus-
sen CP en PX (aangegeven met P1 in figuur 2) ge-
lijk moet zijn aan 60˚. Kortom, om A, P, Q en X al-
lemaal op één rechte lijn te krijgen, moeten we P op 
AX kiezen en ook nog zó dat P1 = 60˚. 

We weten nu dat er een punt P binnen driehoek 
ABC bestaat zodat de route van A naar X via P en Q 
een rechte lijn wordt. In dat geval is de lengte S van 
deze route gelijk aan de afstand |AX|. We weten ook 

dat als je P ergens anders kiest, S dan gelijk wordt 
aan de lengte van een wandeling van A naar X die 
niet over een rechte lijn gaat. En dat is altijd langer 
dan |AX|. Kortom, in het punt P dat we geconstru-
eerd hebben (en alleen in dat punt) is S minimaal 
en S is dan gelijk aan |AX|. 

ANDERE FRAAIE EIGENSCHAPPEN Laten 
we even achterover leunen en genieten van wat we 
gedaan hebben. Om het elegante principe van de 
driehoeksongelijkheid te kunnen toepassen, hebben 
we de som S die we wilden minimaliseren, omgezet 
in een som van lijnstukjes tussen twee vaste pun-
ten, waar we een rechte lijn van konden maken. Dat 
hebben we gedaan door een driehoek in het plaat-
je te draaien om punt C. Waarom eigenlijk punt C? 
Hadden we niet net zoiets bij punt A of B kunnen 
doen? Was er dan iets anders uitgekomen? Nee, dat 
kan natuurlijk niet. We hebben de minimale waar-
de van S bepaald en het unieke punt P dat daarbij 
hoort; het kan niet zo zijn dat we op een ander punt 
P of een andere waarde van S zouden uitkomen als 
we een andere methode zouden gebruiken. 

We doen het toch gewoon en kijken wat er ge-
beurt. Draai dus ook driehoek APC eens 60˚ om A 
en noem het beeld van C dan Y. Met precies dezelf-
de redenering als hierboven krijgen we dat de mini-
male waarde van S gelijk is aan |BY|. Maar net was 
het nog |AX|, dus moet wel gelden |AX| = |BY|. Als 

Figuur 1 Figuur 2
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we nu ook driehoek BPA nog 60˚ draaien om B en 
het beeld van A daarbij Z noemen, vinden we ook 
nog eens dat |AX| = |CZ|. Dus de afstanden |AX|, 
|BY| en |CZ| zijn allemaal gelijk. Deze mooie eigen-
schap van driehoek ABC en de daaruit geconstru-
eerde punten X, Y en Z krijgen we nu zomaar ca-
deau. 

En er is meer. We weten dat ons speciale punt P 
met de minimale S op de lijn AX moet liggen. Maar 
dan weten we nu ook dat hij op de lijn BY en op 
de lijn CZ moet liggen. Kennelijk gaan deze lijnen 
door één punt, zie ook figuur 3. Dit is een bijzonde-
re eigenschap, want drie willekeurige lijnen hebben 
meestal maar liefst drie snijpunten. Ook voor dit 
mooie resultaat hoeven we (na al het werk van hier-
voor) geen enkele moeite meer te doen. 

We hadden al bedacht dat voor het punt P met 
de minimale S in figuur 2 moest gelden P1 = 60˚. 
En dus ook P2 = 180˚ – P1 = 120˚. In figuur 4 
zien we P2 weer terug met nog twee vergelijkba-
re hoeken, P3 en P4. Als we onze hele redene-
ring opnieuw zouden doen, maar dan met Y of Z 
in plaats van X, dan zouden we – in plaats van op 

P2 = 120˚ – uitkomen op P3 = 120˚ of P4 = 
120˚. Behalve dat ons punt P dus de minimale S le-
vert en daarnaast het snijpunt van AX, BY en CZ is, 
heeft het dus ook nog als speciale eigenschap dat de 
hoeken tussen de lijnstukken PA, PB en PC alledrie 
120˚ zijn. 

VRAGEN Al in de zeventiende eeuw correspon-
deerden de wiskundigen Fermat en Torricelli over 
dit punt. Het punt staat dan ook bekend als het 
punt van Fermat of het punt van Torricelli. Wil je 
nog verder nadenken over dit punt? Dan zijn hier 
nog een paar interessante vragen: 

1.  Ga na dat je P1 uit figuur 2 terugziet in figuur 
3. Hoe was dat geweest als we hadden gerede-
neerd vanuit Y of Z in plaats van X? Wat weet je 
dus over de hoeken bij punt P? 

2.  In het begin hebben we gezegd dat de hoeken 
van driehoek ABC niet groter dan 120˚ mochten 
zijn. Waar hebben we dat eigenlijk gebruikt? Wat 
gebeurt er als je het punt van Torricelli probeert 
te construeren in een driehoek waarvan een van 
de hoeken groter dan 120˚ is? 

3.  Trek met een passer de omgeschreven cirkel van 
driehoek BCX. Wat valt je op? Kun je dit be-
wijzen? (Hiervoor moet je wel iets weten over 
koordenvierhoeken.) 

4.  Kun je nu bewijzen dat de omgeschreven cirkels 
van driehoek BCX, driehoek CAY en driehoek 
ABZ door één punt gaan? ■

Figuur 3 Figuur 4
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Uitdagende opgaven die je doorgaans 
niet in de schoolboeken tegenkomt: dat 
is de Pythagoras Olympiade. In elk num-
mer staan twee opgaven, en twee op-
lossingen van de opgaven uit twee afle-
veringen terug. Ga de uitdaging aan en 
stuur ons je oplossing! Onder de goede 
leerling-inzenders wordt per opgave een 
boekenbon van 20 euro verloot. Boven-
dien kun je je via de Pythagoras Olympi-
ade plaatsen voor de tweede ronde van 
de Nederlandse Wiskunde Olympiade, 
mocht het via de eerste ronde niet luk-
ken. 
Aan het eind van de jaargang wordt ge-
keken wie in totaal de meeste opgaven 
heeft opgelost. Deze persoon, die geen 
leerling hoeft te zijn, wint een boekenbon 
van 100 euro. 
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PYTHAGORAS OLYMPIADE
■ door Thijs Notenboom, Iris Smit en Alexander van Hoorn

OPGAVE 

167

OPGAVE 

166

HOE IN TE ZENDEN?
Insturen kan per e-mail: 
pytholym@pythagoras.nu 
of op papier naar het volgende adres: 

Pythagoras Olympiade 
Korteweg-de Vries Instituut 
Universiteit van Amsterdam 
Plantage Muidergracht 24 
1018 TV Amsterdam 

Voorzie het antwoord van een duidelijke 
toelichting (dat wil zeggen: een bereke-
ning of een bewijs). Vermeld behalve je 
naam, ook je adres, school en klas. 

Je inzending moet bij ons binnen zijn 
vóór 30 juni 2009. 

Bewijs dat bij elk geheel getal n met n ≥ 1 een ge-
heel getal m te vinden is zodat geldt:  

 

Voorbeeld: als n = 2, neem dan m = 9, want 

Gegeven is een scherphoekige driehoek ABC.  
V is het voetpunt van de hoogtelijn vanuit A, M 
is het midden van AB en L is het snijpunt van CA 
met de bissectrice van B. Gegeven is dat AV, BL 
en MC door één punt gaan en dat ML evenwijdig is 
met BC. Bewijs dat driehoek ABC gelijkzijdig is. 
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OPLOSSING 

163
OPLOSSING 

162
Hoeveel priemgetallen kunnen er maximaal zijn 
onder een rij van twintig opeenvolgende gehele ge-
tallen, die alle groter zijn dan 50? Laat zien dat dat 
aantal ook mogelijk is. 

Oplossing. Stel dat we 20 opeenvolgende getallen 
boven de 50 hebben. Een getal boven de 50 is ze-
ker niet priem als het een deler 2, 3 of 5 heeft. Van 
onze 20 getallen moeten er precies 10 even zijn. Dit 
betekent dat we 20 – 10 = 10 mogelijke priemgetal-
len overhouden. Onze 20 getallen bevatten tevens 
(minstens) 6 opeenvolgende drievouden. Van deze 
6 drievouden moeten er 3 oneven zijn. Nu hebben 
we nog maximaal 10 – 3 = 7 priemgetallen in onze 
rij. Ten slotte bevatten onze 20 getallen precies 4 
opeenvolgende veelvouden van 5. Hiervan zijn er 2 
even, en 2 oneven. Het verschil van de oneven veel-
vouden van 5 moet 10 zijn, dus deze vijfvouden 
kunnen niet beide deelbaar door 3 zijn. Dus tussen 
onze 7 mogelijke priemgetallen zit een vijfvoud! Er 
zitten dus maximaal 6 priemgetallen in onze rij.

Het maximum is ook echt 6, want 97, 101, 103, 
107, 109 en 113 zijn zes priemgetallen in de rij 97, 
98, 99, ..., 116. 

Deze opgave werd goed opgelost door  
E.C. Buissant des Amorie uit Castricum,  
Mark Boersma uit Vlissingen, P. Dekker uit  
Krimpen aan de Lek, Jeroen Huijben van het  
Theresialyceum te Tilburg, Stefan Klootwijk 
van het Bonhoeffer College te Enschede, 
Sander Konijnenberg van RSG ‘t Rijks te Bergen op 
Zoom, Erzsébet Nándorfi van het Rijnlands Lyceum 
te Oegstgeest, Marcel Roggeband uit Hoofddorp, 
Fred Schalekamp uit Brakel, Jordi Top van het  
Gomarus College te Groningen, Martijn Valk van 
het Ichthus College te Veenendaal en H.J. Wagenaar 
van het Groene Hart Lyceum te Alphen aan den Rijn. 
De boekenbon gaat naar Jordi Top.

In een schaakcompetitie van acht spelers worden 
zeven rondes gespeeld. Elke speler speelt één wed-
strijd tegen elke andere speler. Na de laatste ronde 
blijken er geen twee spelers te zijn met hetzelfde 
aantal punten. Wat is het kleinste aantal punten dat 
de winnaar gescoord kan hebben? Bij elke schaak-
wedstrijd wordt 1 punt verdeeld: 1 voor de win-
naar, 0 voor de verliezer en  voor beide spelers bij 
remise. 

Oplossing. Omdat elke speler precies één keer te-
gen elke andere speler speelt, zijn er 8 . 7/2 = 28 
wedstrijden. Omdat er bij elke wedstrijd in totaal 1 
punt wordt verdiend, hebben alle spelers samen 28 
punten. Stel nu dat de winnaar x punten heeft. Dan 
kunnen alle spelers samen maximaal x + (x – ) + 
(x – 1) + (x – 1 ) + (x – 2) + (x – 2 ) + (x – 3) +  
(x – 3 ) = 8x – 14 punten hebben gehaald, want ze 
hadden allemaal een verschillende score. Er moet 
dus gelden dat 8x – 14 ≥ 28, en dus 8x ≥ 42, zodat  
x ≥ 5 . Omdat de score een veelvoud van  moet 
zijn, is x nu minimaal 5  . De winnaar heeft dus 
minstens 5  punten. Het is bovendien echt mogelijk 
dat de winnaar 5  punten heeft, bijvoorbeeld zo: 
speler 1 wint van 5, 6, 7 en 8, speler 2 wint van 6, 7 
en 8, speler 3 wint van 7 en 8, speler 4 wint van 8; 
de overige wedstrijden eindigen in remise.

Deze opgave werd goed opgelost door Jeroen 

Huijben van het Theresialyceum te Tilburg, Stefan 

Klootwijk van het Bonhoeffer College te Enschede, 
Marcel Roggeband uit Hoofddorp, Fred Schalekamp 
uit Brakel, Jordi Top van het Gomarus College te 
Groningen, Martijn Valk van het Ichthus College 
te Veenendaal, Marieke van der Wegen van het 
Stedelijk Lyceum te Enschede, Zohar van Tijn van 
Stedelijk Lyceum te Enschede en Rik Scheffer van het 
Vossiusgymnasium te Amsterdam. 
De boekenbon gaat naar Martijn Valk. 
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Met de Elementen – het indrukwekkendste wetenschappelijke werk dat ons uit de 
Oudheid is nagelaten – is Euclides een van de grondleggers van de axiomatische methode, 
die wiskundigen nu nog steeds gebruiken. In de negentiende eeuw begon een aantal voor-
aanstaande wiskundigen te twijfelen aan een van de grondslagen van Euclides’ werk, 
het Parallellenpostulaat. Deze twijfels leidden, zoals wel vaker gebeurt, tot nieuwe 
ontdekkingen: de niet-euclidische meetkundes. 
 door Sam van Gool

EUCLIDES VAN ALEXANDRIË (± 325 V.C. - ± 265 V.C.):

De Griekse geleerde Euclides dankt zijn bekend-
heid aan een kloek werk, getiteld Elementen 
(Grieks: stoicheia), na de Bijbel het meest verme-
nigvuldigde boek ter wereld. Over zijn leven is zo 
goed als niets bekend: het enige dat we weten, is dat 
hij in de derde eeuw voor Christus leefde (de mees-
te encyclopedieën vermelden de jaartallen 325-265) 
en dat hij doceerde in Alexandrië, Egypte. 

De Elementen wordt wel ‘het succesvolste 
schoolboek aller tijden’ genoemd, omdat het meer 
dan tweeduizend jaar lang als de eerste introduc-
tie in de wiskunde is gebruikt. Nog tot in de jaren 
vijftig van de vorige eeuw leerden middelbare scho-
lieren in Nederland meetkunde uit Euclides’ Ele-
menten! 

Het werk is opgedeeld in dertien boeken, die alle 
wiskundige kennis van de Grieken in de derde eeuw 
voor Christus beslaan. Het is niet helemaal duidelijk 
hoeveel eigen bijdragen van Euclides er in Elemen-
ten zijn verwerkt. Waarschijnlijk is het grootste deel 
ontleend aan voorgangers van wie het werk voor ons 
verloren is gegaan. Maar de presentatie is van Eucli-
des zelf. En die presentatie is reden genoeg om be-
wondering te hebben voor zijn diepe inzichten. Eu-
clides bewijst stellingen uit wat nu verschillende 
wiskundige vakgebieden zijn: zowel meetkunde, ge-
taltheorie als algebra komen aan bod. 

DE AXIOMATISCHE METHODE Er is nog een 
andere reden waarom Elementen een bijzonder 
werk is: het is een van de oudste bekende voorbeel-
den van de axiomatische methode. Wiskunde vol-
gens de axiomatische methode kun je zien als een 
stevig huis. De fundamenten heten definities en axi-
oma’s, waarop het huis gebouwd wordt met stellin-

gen als de bouwstenen en bewijzen of redeneringen 
als het cement dat de losse stenen met elkaar ver-
bindt. 

Definities zijn zinnen die de betekenis van een 
woord vastleggen, zoals: 

‘Een driehoek is een figuur die ingesloten wordt 
door drie rechte lijnen.’ (Elementen, boek I, defini-
tie 19) 

GRONDLEGGER VAN 
DE AXIOMATIEK

Figuur 1  Een fresco van Rafaël Santi (1483-
1520) in de Stanza della Segnatura, een zaal 
in de Vaticaanse Musea. Op de voorgrond 
Euclides met passer in rechterhand. 
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Axioma’s, die Euclides postulaten of gemeenschap-
pelijke inzichten noemt, zijn beweringen waarvan je 
zonder bewijs aanneemt dat ze waar zijn, zoals: 

‘Zaken die aan hetzelfde gelijk zijn, zijn gelijk aan 
elkaar.’ (Elementen, boek I, gemeenschappelijk in-
zicht 1) 

en 

‘Tussen twee punten kan altijd een recht lijnstuk 
worden getrokken.’ (Elementen, boek I, postulaat 1) 

Zoals je aan deze voorbeelden ziet, zijn axioma’s 
meestal beweringen waarvan intuïtief duidelijk is 
dat ze waar zijn. Dat moet ook wel: ze vormen de 
funderingen voor het wiskundige huis, en ze kun-
nen dus maar beter heel vast en onwrikbaar in de 
grond zitten. Maar hierin schuilen wel een aantal 
diepe problemen van de axiomatische methode: 
hoe kies je de goede axioma’s? Als iets intuïtief dui-
delijk lijkt, is het dan ook waar? 

Van in ieder geval één van Euclides’ axioma’s 
kun je betwijfelen of het wel echt zo ‘intuïtief dui-
delijk’ is als Euclides misschien dacht: het vijf-
de postulaat in Elementen, beter bekend onder de 
naam Parallellenpostulaat. Eerst bekijken we nu 
kort de vier postulaten die wél intuïtief duidelijk 
zijn, zodat je daarna kunt zien hoe groot het ver-
schil is met het vijfde, problematische postulaat. 

DE EERSTE VIER POSTULATEN We zagen 
hierboven al even twee axioma’s van Euclides. In 
totaal geeft Euclides in zijn boek vijf meetkundige 
‘postulaten’. De eerste vier luiden als volgt: 

1.  Tussen twee punten kan altijd een recht lijnstuk 
worden getrokken. 

2.  Elk lijnstuk kan doorgetrokken worden tot een 
oneindig lange lijn. 

3.  Om elk middelpunt kan een cirkel met een wille-
keurige straal getrokken worden. 

4. Alle rechte hoeken zijn aan elkaar gelijk. 

De eerste drie postulaten kun je constructief noe-
men, omdat ze zeggen dat je drie basisconstructies 
uit de meetkunde kunt uitvoeren: het trekken van 
een lijnstuk, het doortrekken van een lijn en het te-
kenen van een cirkel. Met de eerste drie postula-
ten stelt Euclides zijn ‘gereedschapskist’ voor het 
bouwen van zijn wiskundige huis vast: hij heeft een 
passer, een recht latje, en verder niets. 

Het vierde postulaat klinkt erg eenvoudig en op 
het eerste gezicht lijkt het alsof Euclides net zo goed 
iets had kunnen beweren als ‘alle gelijke dingen zijn 
aan elkaar gelijk’. Toch is er een reden dat Euclides 
het vierde postulaat nodig had, hoe betekenisloos 
het misschien ook lijkt. Euclides kende geen hoek-
maat, zoals graden. Toch had hij een manier nodig 
om in een bewijs te kunnen concluderen dat twee 
rechte hoeken A en B, die zich op totaal verschillen-
de plekken bevinden, aan elkaar gelijk zijn. Hij had 
geen geodriehoek die hij er even bij kon pakken 
om beide hoeken A en B te meten, maar hij kon in 
sommige situaties wel aantonen dat allebei de hoe-
ken rechte hoeken waren. Vervolgens gebruikte Eu-
clides dan postulaat 4 om te concluderen dat hoek 
A en hoek B aan elkaar gelijk waren. Dus: hoe voor 
de hand liggend het vierde postulaat ook lijkt, het 
was voor Euclides een noodzakelijke fundering om 
zijn wiskundige huis van de grond te krijgen. 

Figuur 2  
Een pagina uit 
Euclides’ 
Elementen, een 
versie uit 1537. 
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POSTULAAT 5: HET PARALLELLENPOSTU-
LAAT We hebben gezien dat de eerste vier postula-
ten al stevige funderingen voor het wiskundige huis 
van Euclides vormen. Bekijk nu eens hun zwakke 
broertje, het vijfde postulaat, in de originele versie:  
 

     µ        

µ      , µ    

   µ ,   µ       

.  
  

Letterlijk vertaald in het Nederlands is het een bijna 
onleesbare zin, dus ik zou je niet aanraden de vol-
gende letterlijke vertaling te lezen: 

Wanneer een rechte lijn, die twee rechte lijnen snijdt, 
maakt dat de binnengelegen hoeken aan dezelfde zij-

de minder dan twee rechte hoeken zijn, snijden de 
twee rechte lijnen elkaar, wanneer zij in het oneindi-
ge worden doorgetrokken, aan die zijde die minder is 
dan twee rechte hoeken.

(Je was gewaarschuwd!) Een plaatje verduidelijkt 
wat het postulaat zegt, zie figuur 3. Wat heeft het 
vijfde postulaat met parallelle (evenwijdige) lijnen 
te maken? Op het eerste gezicht zegt het juist iets 
over lijnen die elkaar wél snijden! Toch heeft het 
vijfde postulaat van Euclides wel met parallelle lij-
nen te maken. Het volgende ‘omgekeerde’ bijschrift 
bij het plaatje geldt namelijk even goed: 

Postulaat 5, versie 2.0: Als de lijn door A de lijn 
door B niet snijdt aan de zijde van hoek  en , dan 
is  +  ten minste 180 graden. 

Het tegenovergestelde van de axiomatische me-
thode is de naïeve methode, de methode die 
gangbaar was voordat Euclides het werk Elemen-
ten schreef. Wat is het verschil tussen de axioma-
tische en de naïeve methode? 

Neem bijvoorbeeld de stelling van Pythagoras: 
in een rechthoekige driehoek is het kwadraat van 
de schuine zijde gelijk aan de som van de kwa-
draten van de twee andere zijdes. Vóór Euclides 
waren er al veel wiskundigen die de stelling van 
Pythagoras kenden. Iedere keer als ze de diago-
naal van een rechthoekige driehoek wilden bere-
kenen, gebruikten ze de stelling van Pythagoras. 
Als ze dan ter controle de diagonaal opmaten, 
bleek dat de meting altijd overeenkwam met het 
antwoord van de stelling van Pythagoras. ‘Dus,’ 
concludeerden deze wiskundigen, ‘de stelling van 
Pythagoras is geldig.’ Deze redenering is typisch 

voor de naïeve methode: als een stelling in ge-
noeg voorbeelden blijkt te kloppen, dan geldt hij 
in het algemeen. 

De axiomatische methode gaat heel anders te 
werk: begin met een aantal definities en axioma’s 
en bouw vanaf deze fundamenten een huis op, 
dat je, met behulp van een aantal hulpstellingen, 
een bewijs van de stelling van Pythagoras geeft. 
Om de stelling van Pythagoras te kunnen bewij-
zen, bewijst Euclides bijvoorbeeld eerst het be-
kende ‘zijde-hoek-zijde’ (ZHZ) criterium voor 
gelijkvormige driehoeken, en hij beroept zich in 
het bewijs onder andere ook op postulaat 1. 

Een mooie interactieve versie van Euclides’ be-
wijs van de stelling van Pythagoras met de axio-
matische methode staat op http://aleph0.clarku.
edu/~djoyce/java/elements/bookI/propI47.html.

DE AXIOMATISCHE EN DE NAÏEVE METHODE

Figuur 3  Het vijfde postulaat van Euclides: als 
 +  < 180˚, dan snijdt de lijn door A de lijn 

door B aan de kant van de hoeken  en . 

Figuur 4  Het postulaat van Wallis: als ABC 
een driehoek is en DE een lijnstuk, dan be-
staat er een punt F zo, dat DEF gelijkvormig is 
met ABC. 



31

APRIL 2009PYTHAGORAS

Bovendien geldt deze versie van postulaat 5 aan 
beide zijden van de lijn AB. Dus, door deze versie 
aan beide zijden toe te passen, krijgen we een ei-
genschap die geldt wanneer de lijn door A en de 
lijn door B elkaar aan geen van beide zijden snij-
den. Hoe noem je twee lijnen die elkaar nooit snij-
den? Parallel! Dit is een van de redenen dat het vijf-
de postulaat van Euclides het parallellenpostulaat 
wordt genoemd. 

Opgave. Als l en m evenwijdige lijnen zijn en n is 
de loodlijn op l in een punt P, toon dan aan dat n 
ook de lijn m loodrecht snijdt. Hint: gebruik postu-
laat 5, versie 2.0. 

PROBLEMEN MET HET VIJFDE POSTULAAT 
Het vijfde postulaat is het lelijke eendje onder Eu-
clides’ postulaten: de vier andere zijn heldere, intuï-
tieve waarheden, terwijl het vijfde lastig te formule-
ren en te begrijpen is. Euclides zelf leek ook al niet 
erg blij dat hij het vijfde postulaat nodig had voor 
zijn wiskundige bouwwerk: hij vermijdt het vijf-
de postulaat tot aan het 29ste bewijs in Elementen, 
waar het echt onmisbaar bleek te zijn. 

Om deze redenen hebben wiskundigen na de 
verschijning van Euclides’ Elementen eeuwenlang 
geprobeerd het vijfde postulaat te bewijzen op basis 
van de vier andere postulaten. Als dit zou lukken, 
dan zou het vijfde postulaat niet meer tot de funde-
ringen van het wiskundige huis behoren, en zouden 
de funderingen dus een stuk steviger en minder on-
zeker worden. 

Helaas is het nooit gelukt om het vijfde postulaat 
te bewijzen. In de vele pogingen die door de eeu-
wen heen gedaan zijn, bleek uiteindelijk altijd een 
cirkelredenering te zitten. Neem bijvoorbeeld het 
geval van de zeventiende-eeuwse wiskundige John 
Wallis. Wallis nam een ander postulaat aan, dat 
aannemelijker klonk dan het parallellenpostulaat: 

Wallis’ postulaat: Gelijkvormige driehoeken  
bestaan.

Met behulp van dit postulaat, zie ook figuur 4, kon 
Wallis het parallellenpostulaat bewijzen. Later bleek 
echter dat je ook met behulp van het parallellen-
postulaat Wallis’ postulaat kunt bewijzen! Het was 
Wallis dus niet gelukt om het parallellenpostulaat 
te bewijzen: hij had alleen maar een equivalente for-
mulering van het parallellenpostulaat gevonden. 
Dat wil zeggen: als je Wallis’ postulaat, samen met 
Euclides’ postulaten 1 tot en met 4, als axioma aan-
neemt, dan kun je in het wiskundige bouwwerk dat 
zo ontstaat het parallellenpostulaat bewijzen! Maar, 
het omgekeerde is ook waar: als je de postulaten 
1 tot en met 5 van Euclides aanneemt, dan kun je 
Wallis’ postulaat bewijzen. Het parallellenpostulaat 
en Wallis’ postulaat zijn dus onderling uitwisselbaar 
als fundamenten voor het wiskundige bouwwerk. 

Een aantal andere equivalente formuleringen 
van het parallellenpostulaat vind je in het kader op 
de volgende pagina. 

Figuur 5  Een pagina uit Euclides’ Elementen, een versie uit de negende eeuw. 
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NIET-EUCLIDISCHE MEETKUNDES In de ne-
gentiende eeuw kwam er verandering in het pro-
bleem van het vijfde postulaat, dat inmiddels veel 
wiskundigen tot wanhoop had gedreven. De jonge 
wiskundige János Bolyai, wiens vader Farkas een 
studievriend van de bekende wiskundige Carl Frie-
drich Gauss was, publiceerde in 1832 een werk over 
niet-euclidische meetkunde. Toen Gauss het werk 
zag, schreef hij in een brief aan Farkas Bolyai: 

‘Als ik dit werk zou prijzen, zou ik mezelf prijzen. 
Want de volledige inhoud van het werk valt bijna 
volledig samen met mijn eigen meditaties, die me de 
afgelopen 30 of 35 jaar bezig hebben gehouden.’ 

Of we Gauss moeten geloven, of dat hij probeerde 
met de eer van János Bolyai te strijken, zullen we 
misschien nooit weten. Hoe loste János Bolyai het 
probleem van het vijfde postulaat op? Hij liet zien 
dat er een wiskundig huis bestaat met alleen de eer-
ste vier postulaten van Euclides als fundamenten, 
waarin het vijfde postulaat niet waar is. De meet-
kunde van dit wiskundige huis wordt nu hyperboli-
sche meetkunde genoemd. Hyperbolische meetkun-
de is een van de twee zogenaamde niet-euclidische 
meetkundes, de ander heet elliptische meetkunde. 

Bolyai liet zien dat het vijfde postulaat in hyper-
bolische meetkunde niet waar was, terwijl Euclides’ 
vier andere postulaten gewoon geldig waren. Hier-
mee toonde hij meteen aan dat het onmogelijk was 
om het vijfde postulaat te bewijzen uit de vier an-
dere postulaten: als dat had gekund, dan had zijn 
hyperbolische meetkunde nooit kunnen bestaan! 
In moderne wiskundige termen: Bolyai liet zien dat 
het vijfde postulaat onafhankelijk was van de andere 
vier postulaten. 

In dit artikel gaan we verder niet in detail in op 
deze niet-euclidische meetkundes. Een toeganke-
lijk boek (ook beschikbaar als pdf op internet; zie 
de links aan het eind van het artikel) is Inzien en 
Bewijzen, waarin auteurs Albert Visser en Jan van 
Eijck in hoofdstuk 3 uitgebreid uitleggen hoe niet-
euclidische meetkunde werkt. 

HET NUT VAN EUCLIDES Zowel de euclidische 
als niet-euclidische meetkunde behoren inmiddels 
tot de wiskundige basiskennis en hebben ook in an-
dere wetenschappen, zoals natuurkunde, toepas-
singen gekregen. Euclides heeft met zijn Elementen 
aan de wieg gestaan van de moderne wiskunde en 
de axiomatische methode. 

Wat zou Euclides zelf hebben gevonden van al 
deze ‘nuttige’ ontwikkelingen die voortvloeiden uit 
zijn werk? Waarschijnlijk niet veel, zoals de volgen-
de anekdote illustreert: 

Iemand die net begonnen was meetkunde te leren 
van Euclides, vroeg, toen hij de eerste stelling had ge-
leerd, aan Euclides: ‘Wat zal ik krijgen, door deze 
dingen te leren?’ Euclides riep toen zijn slaaf en zei, 
‘Geef hem maar een stuiver, want hij moet winst ma-
ken uit dat wat hij leert.’  
(Bron: Stobaeus, Florilegium iv)

MEER INFORMATIE Er bestaat een prachtige in-
ternetpagina met de inhoud van de dertien delen 
van Elementen, compleet met animaties:  
http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/ 
elements.html. 

Een uitgebreid (Engelstalig) artikel over Euclides 
is te vinden op The MacTutor History of Mathema-
tics archive: www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/
Biographies/Euclid.html. 

Hoofdstuk 3 van het boek Inzien en Bewijzen 
van Jan van Eijck en Albert Visser (Amsterdam 
University Press) gaat over de geschiedenis van de 
axiomatische methode; hier wordt ook de niet-eu-
clidische meetkunde besproken.  
Het is in pdf-formaat beschikbaar op  
http://homepages.cwi.nl/~jve/qed. ■

EQUIVALENTE FORMULERINGEN VAN 
HET PARALLELLENPOSTULAAT

De meeste van de onderstaande beweringen zien 
er een stuk simpeler en intuïtiever uit dan Eu-
clides’ oorspronkelijke postulaat 5. Maar: schijn 
bedriegt! Elk van de volgende beweringen is 
equivalent met het parallellenpostulaat van Eu-
clides: als je een van deze beweringen aanneemt, 
dan kun je het parallellenpostulaat bewijzen, én 
omgekeerd. 

-
zelfde lijn, dan zijn ze evenwijdig aan elkaar. 

l een lijn is en P een punt dat niet op l ligt, 
dan bestaat er precies één lijn m door het punt 
P zó, dat l en m evenwijdige lijnen zijn. [Play-
fair, 18de eeuw] 

graden. [Saccheri, 1733] 

grote oppervlakte. [Gauss, 1799] 

Meer equivalente formuleringen vind je in 
hoofdstuk 3 van het boek Inzien en Bewijzen van 
Jan van Eijck en Albert Visser. 
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DOBBELSTENEN PLAKKEN
De grote dobbelsteen moet twee kanten hebben 
met elk vier vijven, en vier kanten met elk twee 
zessen en twee vieren. Je moet dan zo plakken 

dat de enen, tweeën en drieën tegen 
elkaar aan geplakt zitten. 

OPLOSSINGEN KLEINE NOOTJES NR. 4

HOEKBILJART

FOUT DELEN
Noem het getal x; de vergelijking 

geeft als oplossing x = 56. 

VERSTELBARE RIEM
Aan het ene eind moeten drie gaatjes, 
op 1, 2 en 3 cm van het laatste gaatje. 

Aan het andere eind moeten ook 
drie gaatjes, op 4, 8 en 12 cm 

van het laatste gaatje. 



Een Sangaku beeldt zonder 
woorden een stelling uit. 
De kunst is om uit het diagram 
af te leiden welke stelling dat is 
en die te bewijzen.  

Deze sangaku is ontworpen door 
Hans van Lint, de winnaar van de 
NWD-sangakuwedstrijd, zie pagina 10.

SANGAKU


