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INHOUD

© Russian Academy of Sciences

DE STATISTICUS: ‘'NIEMAND MAG
LEVENSLANG KRIJGEN OP GROND VAN

EEN DUISTERE BEREKENING’

In de vijfde aflevering van het thema ‘beroepen’

vertelt hoogleraar mathematische statistiek Richard \’\,\
Gill over de rol van statistiek bij rechtszaken. -
Een aantal jaren geleden hield hij zich bezig met de

geruchtmakende zaak Lucia de B., die nu weer

volop in het nieuws is. Tegenwoordig houdt hij zich
onder meer bezig met de zaak Tamara Wolvers.

ANDREI N. KOLMOGOROV (1903-1987):

BOUWER VAN DE KANSAXIOMA'S 1
De Rus Andrei Nikolaevich Kolmogorov gaf de —
kansrekening een degelijk fundament. Maar ook op —
het grensvlak van de wis- en natuurkunde heeft hij —
baanbrekend werk verricht. Hij was een echte out-

doorman: de beste wiskundige ideeén kreeg hij tij-

dens het wandelen, zwemmen of skién.

EN VERDER
2 Kleine nootjes
4 Honderdduizendmiljard gedichten

DE HECATONICOSACHORON 11 Journaal

Leerlingen van het Stedelijk Lyceum Enschede 12 Rakende cirkels

hebben een 3D-model gebouwd van een regel- 24 Kalenderrekenen

matige, vierdimensionale afgeknotte 120-cel, een 25 Dat doet de deur dicht!
fotogeniek object dat nog niet eerder in Europa 27 De rechte van Euler

werd gemaakt. Deze objecten werden rond 1900 30 Pythagoras Olympiade

voor het eerst bestudeerd door Alicia Boole Stott. 33 Oplossingen Kleine nootjes nr. 4

Beeld omslag: Flickr, f{decomite / Russian Academy of Sciences

Hl NIVEAUBALKJES Pagina's met één of meer zwarte balkjes (onder de paginanummering) geven de
Hl moeilijkheidsgraad aan. Eén balkje: lastig. Twee balkjes: vereist wiskundekennis uit de vijfde of zesde
Hl Klas. Drie balkjes: net iets moeilijker.
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» . RuENE NOOTES
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= door Dick Beekman en .Jra*ﬂ;@pichelaar

KUBUSJE?

Binnen een kubus van 3 x 3 x 3
plaats je in gedachten 25 pun-
ten. Kun je dan altijd, hoe je ze
ook plaatst, nog ergens een ku-
busje van 1 x 1 x 1 geheel bin-
nen de grote kubus plaatsen
waar geen enkel van de 25 pun-
ten binnen zit?

AFVALLEN

Leo woog zich op zondagavond 28 februari 2010 en schrok: 85 kilo.
Hij gaat lijnen en slaagt erin door de week elke dag 300 gram af te
vallen. Maar in het weekend zondigt hij en komt weer 500 gram
per dag aan. Hij weegt zich elke zondagavond. Op welke datum
komt hij voor het eerst onder de 80 kilo? En wanneer ziet hij een
gewicht onder de 80 kilo voor het eerst op zijn weegschaal?

L

2010

Zet in de zes tussenruimtes tussen de cijfers 1 tot en met 7

een +, een -, een x, een : of geen teken (zonder teken(s) ontstaat
een getal van twee of meer cijfers), zodat de gelijkheid klopt.

"2343 67=
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Klein€ nootjeszun eenvoudlge opgaven die weinig of-geen
W|skund|ge vioorkennis vereisen om opgelost te kunnen worden.

De antwoorden"\'/‘md je in het elgen‘de ummeidVan,Pythagoras.

LEEG EN VOL

Naast elkaar staan zes glazen, de
eerste drie vol en de tweede drie
leeg. Je mag één glas aanraken. Hoe
krijg je dan afwisselend lege en vol-
le glazen?

RECHTE HOEK OP
WIJZERPLAAT

Uit een boekje met honderd
vraagstukken uit 1886 van

dr. F.G. Groneman, directeur van
de hbs te Groningen: Hoe dikwijls
maken de wijzers eener klok in
een half etmaal een rechten hoek
met elkaar?
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De Franse schrijver Raymond Queneau publiceerde in 1961 een heel bijzonder boekje:
Cent mille milliards de poémes (Honderdduizendmiljard gedichten). Zo'n titel wekt ver-
wachtingen! Maar hoe passen er in hemelsnaam honderdduizendmiljard gedichten in een

boek? Zelfs in een boek van honderdduizend

pagina’s zouden op elke bladzijde een miljard

gedichten moeten staan om er zoveel in één boek te krijgen. Dat kan natuurlijk niet. Toch
liegt Queneaus titel niet: er staan in zekere zin echt zoveel gedichten in zijn boek.

m door Jeanine Daems

HONDERD
MILJARD G

Raymond Queneau (1903-1976) begon met het
schrijven van tien sonnetten. Een sonnet is een be-
paald type gedicht dat standaard uit veertien regels
bestaat en aan een bepaald rijmschema voldoet.
Queneau volgde het rijmschema abab abab ccd eed.
Oftewel: de eerste, derde, vijfde en zevende regel
rijmen op elkaar, de tweede, vierde, zesde en acht-
ste regel rijmen op elkaar, de negende regel rijmt op
de tiende, de twaalfde rijmt op de dertiende, en de
elfde rijmt op de veertiende regel.

Maar dat is nog niet alles. Queneau zorgde er
niet alleen voor dat de rijmschema’s van alle tien
de sonnetten hetzelfde zijn, maar ook dat corres-
ponderende regels uit de verschillende gedichten
op elkaar rijmen. Zo eindigt de eerste regel van
het eerste gedicht op ‘chemise, de eerste regel van
het tweede gedicht op ‘frise; de eerste regel van het
derde gedicht op ‘prise; enzovoorts. De vierde re-
gel van het eerste gedicht eindigt op ‘peaux; en in

Verse number
Page number

Page 1, verse 5

Pages
1,2,3;
verse 9

DUIZEND-
-DICHTEN

Raymond
Queneau

Cent mille
milliards
de poémes

de andere vierde regels vinden we eindwoorden als
‘faux;, ‘normaux’ en ‘haricots, die allemaal op elkaar
rijmen.

FLAPJESBOEK De tien gedichten van Queneau
staan in een boekje, op elke rechterbladzijde één
(de achterkanten blijven leeg). De dichtregels zijn
van elkaar los geknipt, maar ze zitten vast in de
band. Het resultaat is dus een boek waarvan elke
bladzijde uit veertien horizontale losse flapjes be-
staat (want een sonnet bestaat tenslotte uit veertien
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regels), met op elk flapje een dichtregel.

Die flapjes kun je onathankelijk van elkaar om-
bladeren. Dat betekent dat je bijvoorbeeld regel 1
van het vijfde sonnet, regel 2 van het derde sonnet
en regel 3 van het zesde sonnet met elkaar kunt com-
bineren. En de grap is: welke veertien flapjes je ook
kiest, je krijgt altijd een sonnet waarvan het rijm-
schema klopt! Queneau heeft er ook voor gezorgd
dat de grammaticale structuren blijven kloppen.

Hoeveel sonnetten kun je op deze manier ma-
ken? Oftewel: op hoeveel verschillende manieren
kun je de flapjes kiezen? Voor het eerste flapje, met
de eerste regel erop, zijn er tien mogelijkheden,
want dat kun je kiezen uit alle tien de sonnetten.
Ook voor regel 2 zijn er tien mogelijkheden. Het-
zelfde geldt voor de flapjes 3 tot en met 14. In totaal
krijg je dus 10 x 10 x 10 x 10 x 10 x 10 x 10 x 10 x
10 x 10 x 10 x 10 x 10 x 10 = 1014 mogelijkheden.

Al die mogelijkheden geven verschillende gedich-
ten, al zijn ze soms bijna hetzelfde.

Dat zijn er onvoorstelbaar veel. Stel dat je ruim
een minuut nodig hebt voor het lezen van een son-
net. Als je 24 uur per dag zou lezen, elke dag van
de week, zou het 200 miljoen jaar duren voor je alle
sonnetten uit hebt!

VRAGEN Als je vijftien limericks (een limerick be-
staat uit vijf regels) zou maken op dezelfde manier,
hoeveel limericks staan er dan in dat boekje als je
alle mogelijke combinaties telt?

Maak zelf eens een paar gedichten die op deze
manier op elkaar rijmen (dus: elk gedicht rijmt na-
tuurlijk netjes, maar ook alle regels 1 rijmen op el-
kaar, alle regels 2 rijmen op elkaar, enzovoort) en
knutsel er een flapjesboekje van. Hoeveel gedichten
staan er nu in jouw boekje? m
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Een wiskundeprofessor is lang niet altijd een studeerkamergeleerde. Richard Gill, hoog-
leraar mathematische statistiek aan de Universiteit Leiden, bemoeit zich intensief met ge-
ruchtmakende rechtszaken. Mede dankzij hem besloot de Hoge Raad in 2008 dat de straf-
zaak tegen de zogenaamde seriemoordenares Lucia de B. moest worden herzien en niet
zonder succes: op 17 maart 2010 eiste het Openbaar Ministerie vrijspraak voor Lucia de B.
Ook maakt Gill betere modellen om de bewijskracht van DNA-sporen te beoordelen.

m door Arnout Jaspers

DE STATISTICUS:

NIEMAND MAG
_EVENSLANG KRIJGEN

OP GROND VAN EEN

DUIS

We ontmoeten elkaar bepaald niet voor het
eerst, aangezien ik wel vaker als journalist
over rechtszaken geschreven heb. Maar ook
afgezien daarvan is Richard Gill iemand te-
gen wie je al snel ‘je’ zegt. Terwijl we met een
drankje neerstrijken in de faculty club van de
Leidse universiteit steek ik van wal.

Je bent momenteel als deskundige betrokken bij de
zaak Tamara Wolvers. Waarom zou een hoogleraar
statistiek zich telkens met rechtszaken moeten be-
moeien?

Wie? Prof. dr. Richard Gill (11 septem-
ber 1951, Red Hill, Engeland)

Wat? Hoogleraar mathematische
statistiek

Waar? Universiteit Leiden

medische statistiek,

Vrije Universiteit Amsterdam

Studie: wiskunde en statistiek,
Universiteit Cambridge

Middelbare school: Sr. William Borlase Grammar

School, Marlow

Promotie:

ERE BEREKENING'

Tamara Wolvers woonde in Alphen aan den Rijn
en is twee jaar geleden vermoord. Er is een ver-
dachte en er zijn ook DNA-sporen onder haar na-
gels aangetroffen, maar het is een gecompliceerd
mengsel. Vrijwel zeker bevat dit mengsel DNA van
het slachtoffer, mogelijk van de verdachte, maar
misschien ook nog van een derde persoon.

Zon kwestie wordt heel gauw iets juridisch, en
juridisch is alles ‘ja’ of ‘nee’ Is dit een vingerafdruk
van deze man, ja of nee, is dit DNA-spoor wel of
niet van de verdachte?

Maar wat is de praktijk? In het laboratorium van
het Nederlands Forensisch Instituut (NFI) produ-
ceert een apparaat een grafiek met piekjes. Je ziet
bijvoorbeeld een piek op positie 10, een grote piek
op positie 11, enzovoort. En je weet dat de verdach-
te DNA met pieken op positie 12 en 11 had, en het
slachtoffer 10 en 11.

Zon DNA-mengspoor moet je niet op een
zwart-witmanier beoordelen. Er was zelfs een hele
grote piek waar niemand raad mee wist. Daardoor
moest er wel, zo leek het, DNA van een derde per-
soon tussen zitten.

Een ander bureau, ingehuurd door de advo-
caat van de verdachte, concludeerde daarom: ‘Als
dit een DNA-mengsel van twee personen is, kan de
verdachte daar niet bjj zitten. Die is dan ook in eer-
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ste instantie vrijgesproken. Het Openbaar Ministe-
rie gaat in hoger beroep, en heeft mij nu ingehuurd
om advies over die oude DNA-sporen te geven.

Pas sinds enkele jaren is bekend dat één persoon
meerdere soorten DNA kan hebben. Zo iemand
heeft dan, bij wijze van spreken, in zijn vingers het
gen voor groene ogen en in zijn tenen het gen voor
blauwe ogen. De kleur van zijn ogen wordt natuur-
lijk bepaald door het gen in de lichaamscellen van
zijn ogen.

Dit zeldzame verschijnsel heet mozaicisme,
maar het komt juist vrij veel voor op plekken in het
DNA waar geen genen liggen, het zogeheten junk-
DNA. En juist daar liggen de stukjes DNA waarmee
DNA-profielen bepaald worden. Op de plek van die
onverklaarde piek heeft 1 op de 2000 mensen dat.

In dit geval denken we dat het mozaicisme bij
het slachtoffer zit. Dat is al twee jaar geleden begra-
ven, dus dat kan niet meer onderzocht worden.

Maar heeft deze verdachte de moord op Wolvers nu
wel of niet gepleegd?

Dat mag ik tiberhaupt niet zeggen. Ik ben een
wetenschapper die aan de rechter rapporteert: wat
is de kans op deze DNA-gegevens onder verschil-
lende scenario’s?

Het NFI doet in Nederland alle DNA-tests in strafza-
ken, dus die weten echt wel wat ze doen. Hoe kun je
het, als statisticus die zelf nooit in een laboratorium
komt, dan toch beter weten?

Ik zat een paar weken geleden nog in Londen
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met een statisticus, iemand van het NFI en een
computerdeskundige, en we hebben samen bespro-
ken hoe we een fatsoenlijk model kunnen maken
voor zulke ingewikkelde DNA-mengsporen. Dat
vergt hele nieuwe wiskunde die pas een paar jaar
geleden ontwikkeld is.

We noemen dat een Bayes-netwerk. Je kunt je
dat voorstellen als een boom met vertakkingen. Bij
elke vertakking hoort een tabelletje met voorwaar-
delijke kansen. Sommige getallen weet je niet exact,
of helemaal niet, sommige kansen zijn onafhanke-
lijk, andere niet.

Het model is in concrete gevallen moeilijk op te
schrijven, maar met een grafische interface kun je
het letterlijk tekenen op de computer, en die maakt
dan het model. Het model bouwen is nog tot daar
aan toe, maar dan wil je ook dingen snel kunnen
uitrekenen. Het model moet dan antwoord geven
op vragen als: hoe waarschijnlijk is het dat we dit
patroon zien als er drie personen waren, of twee
personen waaronder zeker de verdachte, of zeker
zonder de verdachte?

Rechters, advocaten en het publiek vinden het nu al
moeilijk om bewijs op grond van DNA-tests goed in
te schatten. Zo wordt het toch nog meer een black
box? Dan weet bijna niemand meer wat hij moet ge-
loven.

Ja, dat is boeiend én gevaarlijk. Dat is waar ik
me komend jaar mee bezig wil gaan houden. Het
model waar ik het over had, zal nooit zo gebruiks-
vriendelijk worden dat elke politieagent er mee
aan de slag kan. Je moet het zo zien: nu is er ook al
een team van deskundigen dat bij het NFI aan een
moeilijke DNA-test werkt en daarover aan de rech-
ter rapporteert, en dat blijft zo.

Maar des te belangrijker is het, dat het leveren
van een bewijs geen onderonsje wordt van juristen
en forensisch deskundigen die tegen de rechter zeg-
gen: hij of zij heeft het gedaan, zet u hier maar uw
handtekening. Alle betrokkenen moeten de kans
krijgen om het gehanteerde model te bekijken, zo-
dat ze dat kunnen controleren.

De eerste keer dat je intensief betrokken raakte bij
een strafzaak was de kwestie Lucia de B., de ver-
pleegster die op de intensive care van twee Haagse

ziekenhuizen zes baby’s vermoord zou hebben. Ze
werd tot drie keer toe tot levenslang veroordeeld,
maar toch loopt ze nu vrij rond.

Bij de zaak Lucia de B. hebben de media eerst
heel slecht, en later heel goed werk gedaan. Al in
2001 las m'n vrouw over die zaak in de krant en zei
tegen me: ‘Richard, er is een heksenjacht bezig, dat
zaakje stinkt. Maar pas in 2002 zei ze: Je moet je
met die zaak gaan bemoeien, want nu gebruiken
ze statistiek’ Het deugde niet volgens mijn vrouw
— die altijd gelijk heeft — die voelt dat soort dingen
goed aan.

Er kwamen toen allerlei mensen uit spleten te-
voorschijn die in de kranten schreven dat je alles
volgens de principes van de Bayesiaanse statistiek
moest berekenen. Er was een enorm geroezemoes
of de kans, dat zij bij toeval bij het overlijden van
alle zes de baby’s was geweest, 1 op 100 was of 1 op
300 miljoen.

De rechters beweerden achteraf wel dat die sta-
tistiek geen rol speelde in het bewijs, maar het was
alléén maar statistiek. Ik was enerzijds beschaamd
omdat ik me er niet eerder mee bezig had gehou-
den, anderzijds boos, omdat ze de statistiek zo ver-
krachtten.

Je moet je in dit geval niet afvragen wie gelijk
heeft, want ze hebben allebei gelijk, het zijn name-
lijk verschillende kansen. Als de advocaten van Lu-
cia de B. statistici waren geweest, hadden ze tegen
de deskundige van de aanklager gezegd: maar me-
neer, u hebt hoofdstuk 1 van het leerboek statistiek
toegepast, maar lees hoofdstuk 2 nou eens. Het gaat
ook mis omdat statistici zo onbekend en onbemind
zijn; vrijwel niemand weet dat er professionals be-
staan die dat fatsoenlijk kunnen doen. Ze denken
dat we van die sukkelige lui zijn die lesgeven in hoe
je oude sommetjes kan oplossen.

Inmiddels is gebleken dat de zes baby’s niet vermoord
zijn, maar naar alle waarschijnlijkheid toch een na-
tuurlijke dood zijn gestorven. Lucia is vrijgelaten in
afwachting van haar definitieve rehabilitatie.

Ik ben bij Lucia in de gevangenis op bezoek ge-
gaan, twee keer, maar pas heel laat in de hele affaire.
Ik was er toen van overtuigd dat ze onschuldig was.

Ik voel me aangetrokken tot dit soort schijn-
baar verloren zaken, tot vechten tegen windmolens.
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Veel collega’s zeiden destijds tegen me: ‘Schoenma-
ker, blijf bij je leest. Weet jij het beter dan die rech-
ters? Die hebben toch alle informatie, ook de me-
dische, gecombineerd tot een veroordeling?” Maar
een ‘wettig bewijsmiddel’ is niet een bewijs, het is
een ambtelijke werkelijkheid, een soort geautomati-
seerde procedure, heel eng, ongeveer wat er zou ge-
beuren als we computers hadden die recht spraken.
Maar niemand mag levenslang krijgen op grond
van een duistere berekening.

Momenteel ben je nog bezig met de zaak Kevin
Sweeney, een in Nederland wonende Brit. Die zou
zijn eigen huis in brand gestoken hebben om zijn
vrouw te vermoorden. Hij heeft zn straf zelfs al uit-

gezeten (vervroegd vrijgelaten na 7 jaar), maar jullie
strijden nog steeds voor eerherstel. Het lijkt er veel op
dat je in deze zaak geen statisticus meer bent, maar
een soort speurder of advocaat.

Als je als statisticus een kansmodel probeert op
te stellen op basis van de verhaaltjes die in het dos-
sier Sweeney staan, kies je volstrekt het verkeer-
de model. Het gaat dan om politiemensen die op
het brandalarm af kwamen, eerst niets merkten en
weer wegliepen, later verklaarden dat ze wel wat ge-
roken hadden, toen het wel uit mocht komen dat
die brand al heel vroeg begonnen was...

Het goede verhaal krijg je door als een soort
Sherlock Holmes terug te gaan naar de bron en je
als getuige af te vragen: weet ik dit echt, of heb ik

DNA-PROFIEL

Een groot deel van het menselijk DNA bevat
geen genen, en heeft voor zover we nu weten
geen functie. In dit zogeheten junk-DNA zitten
op bekende locaties stukken DNA die uit korte,
repeterende eenheden bestaan, de Short Tan-
dem Repeats (STR). Het lijkt toeval te zijn hoe-
veel STR’s een individueel mens op een zekere
locatie heeft. Door op een stuk of 15 locaties met
biochemische methoden het exacte aantal STR’s
te tellen, vind je een DNA-profiel dat voor ieder
mens verschillend is, al lijken de profielen van

naaste familieleden meer op elkaar dan dat van
vreemden.

Als van twee DNA-sporen de profielen goed
overeenkomen, spreekt men van een match.
DNA-sporen van een misdaad zijn vaak vervuild,
gedeeltelijk vergaan of gemengd met DNA van
derden, zodat niet alle STR’s geteld kunnen wor-
den en twee samples hoogstens gedeeltelijk mat-
chen. Dan is statistiek nodig om nog iets zinnigs
te zeggen over de kans dat twee profielen van de-
zelde persoon afkomstig zijn.
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dit verzonnen? Ik ga dan niet zelf naar foto’s van de
uitgebrande woning zitten kijken, dat laten we aan
een gespecialiseerde brandonderzoeker over. Die
belde me een keer heel opgewonden op: ‘Richard,
was Suzanne (Sweeney’s vrouw, red.) links- of
rechtshandig?’ Hij vertelde mij niet wat het moest
zijn, maar ik ging het een aantal mensen vragen. Ze
was rechtshandig, en dat was een enorme opluch-
ting. Die brand was een klassiek geval: veroorzaakt
door een brandende sigaret die uit de hand van een
bijna slapend iemand valt, tussen de matras en het
hoofdeinde. Alles rijmt daarmee. Waarom moest er
dan iemand voor moord gepakt worden? Tja, dat is
ook interessant: omdat de politie bij de eerste con-
trole niets gedaan heeft en weer weggegaan is, hoe-
wel ze wisten dat er iemand binnen was. Later zag
iemand anders vlammen achter de ramen, en toen
deed de brandweer er twintig minuten over om te
komen. Alle nooddiensten hebben gefaald. Het ge-
beurde in een kleine plaats, waar ze elkaar allemaal
kennen, ze waren dus heel blij toen de verdenking
kwam dat haar man haar had willen vermoorden.

Het is een interessante zaak om te leren hoe het
juridische systeem werkt, en hoe wetenschappelijk
bewijs kan worden gebruikt en misbruikt. Ik ben
niet alleen statisticus, ik ben wetenschapper, ik heb
ook nog natuurkunde gedaan in Cambridge en heb
met allerlei andere wetenschappers veel contact. Ik
vind dat ik net zo goed gekwalificeerd ben als een
jurist om bewijsmateriaal te beoordelen - eigen-
lijk denk ik natuurlijk dat ik dat veel beter kan dan
een jurist.

In het Sweeney-dossier kom je dingen tegen als
een deskundige X die verklaart: ‘Als zus en zo het
geval is, dan volgt hier uit dat ..., maar ik geloof
niet dat zus en zo waar is. De rechter knipt dan het
tweede deel van de zin eraf, en zegt in zijn vonnis
dat deskundige X verklaard heeft: ‘Als zus en zo,
volgt hieruit dat .., dus is het bewijs compleet. Dit
is zo absurd, hiermee kun je naar de Europese Raad
voor de rechten van de mens.

Ben je al eens grandioos de mist in gegaan met een
inschatting over de waarde van bewijsmateriaal, of
over de schuld of onschuld van een verdachte?

Nog niet, maar ik ben hier dan ook nog niet zo
heel lang mee bezig. En in de zaak Wolvers moest

ik op twee punten mijn aanvankelijke oordeel fors
bijstellen. Dat ging om andere soorten DNA-spo-
ren die op het slachtoffer gevonden waren (van het
Y-chromosoom en van mitochondriaal DNA). Dat
leken me eerst twee prima matches, die sterk in de
richting van de verdachte wezen. Maar toen ver-
telde een geneticus me, dat deze match nauwelijks
iets zegt. Deze stukjes DNA erven namelijk onver-
anderd over van respectievelijk vader op zoon en
moeder op zoon, en in een gemeente als Alphen
aan den Rijn, waar een groot deel van de autochto-
ne bevolking nauw aan elkaar verwant is, kan best
de helft van de bevolking wat dat betreft identiek
zijn, al zijn daarover geen gegevens beschikbaar.

Zo zie je, dat je enorm moet oppassen met zulke
dingen. Als statisticus moet je je dienstbaar opstel-
len, je nooit in je eentje op een zaak storten en al-
tijd samenwerken met andere specialisten, zoals ge-
netici, chemici of juristen.

Halverwege het hoofdgerecht blijkt de tijd

al om; Gill moet naar een vergadering. In de
statige Faculty Club van de Leidse Universi-
teit, waar de portretten van vele generaties
hooggeleerden op je neerkijken, trekt Gill zijn
pluistrui weer aan over zijn Hobgoblin-shirt
en vraagt aan de ober om een doggy bag.

In Nederlandse restaurants is het meenemen
van eten dat je niet op krijgt bepaald geen
gewoonte, maar de ober vertrekt geen spier:
hij heeft nog wel een plastic boodschappen-
tas onder de bar liggen. Het zakje met eten
verdwijnt in een van de fietstassen van Gills
rijwiel, waarop hij zich naar de bestuursver-
gadering van de locale volkstuinvereniging
spoedt. De studeerkamer zal nog een tijdje
moeten wachten. m

In Pythagoras 46-5 (april 2007) verscheen het artikel ‘Lucia de

B.: kans op toeval, door Sam van Gool en Arnout Jaspers. Hierin
wordt uitgelegd hoe statisticus Henk Elffers aan de kans van 1 op
342 miljoen komt dat er géén verband is tussen het dienst hebben

van Lucia de B. en de babysterfgevallen.
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m door Alex van den Brandhof

Abelprijs voor Amerikaanse getaltheoreticus

De Amerikaan John Torrence Tate is de winnaar
van de Abelprijs 2010. Dit maakte de Noorse Aca-
demie van Wetenschappen bekend op 24 maart.

De jury van de Abelprijs, de wiskundige tegenhan-
ger van de Nobelprijs, roemt Tate vanwege de blij-
vende impact die zijn werk op de getaltheorie heeft.
Veel resultaten van de afgelopen decennia waren
niet mogelijk geweest zonder de door Tate ontwik-
kelde theorie. Het zogeheten Tate-moduul is de sleu-
tel tot het begrijpen van algebraische meetkunde.
Het werk van Andrew Wiles - in de jaren 1990 be-
wees hij de beroemde Laatste Stelling van Fermat -
is ondenkbaar zonder dit hulpmiddel.

De Nederlandse wiskundige Frans Oort kent
Tate goed; hij heeft met hem samengewerkt. “Tate
heeft veel diepe structuren ontworpen en gevon-
den, zegt Oort. In 1966-1967 was Oort gasthoogle-
raar aan Harvard University, waaraan Tate tot 1990
verbonden was. Hij herinnert zich een college van
Tate over een prachtige classificatie. ‘Eén ontbre-

kend detail kon ik aanvullen. Het artikel over het
toen besproken onderwerp wordt nu nog heel veel
geciteerd en gebruikt. Het was niet verschenen,
zonder dat Tate het idee had en ik het opgeschreven
heb. Hij stond erop dat mijn naam ook boven het
artikel kwam te staan, aldus Oort.

Op 25 mei zal Tate de Abelprijs — een bedrag
van zes miljoen Noorse kronen (ongeveer 730.000
euro) en een kunstwerk - ontvangen uit handen
van de koning van Noorwegen.

Geniale Rus zegt nee tegen miljoen dollar

De Russische wiskundige Grigori Perelman heeft
laten weten niet geinteresseerd te zijn in het prij-
zengeld van een miljoen dollar, dat het Clay Ma-
thematics Institute heeft toegekend voor zijn be-
wijs van het Vermoeden van Poincaré.

‘Ik heb alles wat ik hebben wil; meldde Perelman
vanachter de gesloten deur van zijn flat in St. Peters-
burg. Meer zei hij niet tegen de verslaggever van een
Britse krant. Een buurvrouw kon wat meer informa-
tie geven: Tk was eens in zijn flat en stond versteld.
Hij heeft alleen een tafel, een stoel en een bed met
een vies matras dat was achtergelaten door de vorige
bewoners. Perelman leeft er met zijn oude moeder
en er huizen kakkerlakken, tot ergernis van de bu-
ren, die graag een schoon flatgebouw willen.
Perelman, nu 43 jaar, zette in 2002 en 2003 drie
artikelen op het internet. Het duurde een aantal ja-
ren voordat specialisten overtuigd waren van het

feit dat hij met deze drie artikelen het bewijs van
het Vermoeden van Poincaré had geleverd. In 1904
formuleerde Henri Poincaré zijn vermoeden, dat
iets zegt over hoe een driedimensionale bol in een
ruimte van »n dimensies valt te herkennen. Als, al-
dus Poincaré, iedere willekeurige lus op een opper-
vlak tot een enkel punt is samen te trekken, moet
het om een bol gaan. Een uitgebreid achtergrond-
artikel over Poincarés stelling uit de topologie, staat
in het februarinummer 2006 van Pythagoras

(‘De vorm van de ruimte’).

Volgens het Clay Institute is Perelmans bewijs
een van de grootste doorbraken in de moderne wis-
kunde. Dat hij niet in het prijzengeld is geinteres-
seerd, komt niet helemaal als een verrassing. Vier
jaar geleden weigerde hij de Fields Medal. Toen al
zei hij niets te moeten hebben van geld of roem. Al
vier jaar heeft Perelman alle contacten met de wis-
kundige wereld verbroken.
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Cirkels kun je op ontelbare manieren over elkaar heen leggen, maar er zijn altijd maar een
paar manieren waarop je twee of meer cirkels elkaar kunt laten raken. Bernard Asselbergs
ging aan de slag met rakende cirkels en hij ontdekte verrassend eenvoudige betrekkingen
tussen de grootte van die cirkels. Een van zijn figuren blijkt een klassieke, Japanse sangaku

uit 1788 te zijn. Zelf ontwierp hij ook zes sangaku’s op basis van rakende cirkels.

m door Bernard Asselbergs

RAKENDE CIRKELS

In de eerste eeuw van onze jaartelling schreef de
Egyptenaar Heron een werk waarin hij een formule
gaf voor de oppervlakte van een driehoek. Noem de
lengtes van de zijden van de driehoek a, b en ¢, en
noteer met s de halve omtrek van de driehoek, dus
s=1(a + b+ ¢). Dan geldt dat de oppervlakte van
de driehoek gelijk is aan

Js(s—a)(s—b)(s—c)

Deze formule zullen we gebruiken in dit artikel
over rakende cirkels. Cirkels duiden we aan met
een natuurlijk getal 1, 2, 3, ..., hun stralen met ry, 1y,
r3, ... en hun middelpunten met My, M,, M3, ...

TWEE CIRKELS Twee cirkels kunnen elkaar inwen-
dig raken of uitwendig raken, zie figuur 1 en 2. In het
eerste geval is de afstand tussen hun middelpunten

|MiMy| =11 -1 (r1 > 1)) (1)
en in het tweede geval geldt

MMy =1 + 1, (2)

DRIE CIRKELS Drie cirkels kunnen elkaar twee
aan twee inwendig raken of uitwendig, zie figuur 3

Figuur 1

en 4. Met behulp van de formule van Heron kun-
nen we de oppervlakte van AM;M,Mj3 bepalen.
Ergeldta=r *r),b=ry = ryenc=ry £ r3,zie
(1) en (2). Als we dit invullen in de formule van
Heron, krijgen we in het geval van inwendig raken

O(M1M2M3)=\/r11’21’3(1’1 —7’2 —1’3) (3)

en in het geval van uitwendig raken

O(M1M2M3)=\/7'11’27’3(7’1 +72 +7‘3) (-l)
Formule (4) kun je ook krijgen door in (3) r; te
vervangen door -ry.

VIER CIRKELS Wanneer vier cirkels elkaar twee
aan twee raken, dan is één cirkel, bijvoorbeeld 4, de
in-, aan- of omgeschreven cirkel van de andere drie
cirkels 1, 2 en 3, zie figuur 5 en 6. Cirkel 4 raakt de
andere drie dan uitwendig, als in- of aangeschreven
cirkel, of 1, 2 en 3 raken 4 inwendig, als omgeschre-
ven cirkel. Voor de oppervlakte van de driehoeken
in figuur 5 geldt nu:

O(M1M2M3) = O(M1M2M4) +
+ O(M1M3M4) + O(M2M3M4) (

U1
~

Figuur 2
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\/717’27’3(7‘1 + 1’2 + 7’3) =\/7’11’2r4 (i’l + 1’2 + r4) +

+Jr1r3r4(r1 +13+ 1) +\/r2r3r4(r2 +1r3+14). (6)

Bij gegeven ry, r, en r3 blijkt een geldige oplossing
voor ry te zijn:

Het is niet gemakkelijk om (7) uit (6) af te leiden.
Iets minder moeilijk is het om te controleren dat
(7) klopt als oplossing van (6) door in te vullen,
probeer het maar eens! Door gewoon goed naar fi-
guur 5 te kijken, blijkt dat er maar twee oplossingen
kunnen zijn, en deze moeten gelden voor de stra-
len van de in-, aan- of omgeschreven cirkel (+ in-
of aangeschreven, — omgeschreven); hierbij moet
r4 negatief gerekend worden wanneer deze omge-
schreven cirkel is en de andere drie deze inwendig
raken (zie ook de opmerking na (4)).

VIJF CIRKELS Bij vijf cirkels waarvan elk telkens
minstens drie van de andere raakt, volgt uit het
voorafgaande een eenvoudige relatie voor hun stra-
len. Toepassing van twee keer formule (7) levert

1 1 1 1 1
Ry ®

Figuur 3

A0 M » '
A o ‘*—-:
Een klassieke sangaku uit 1788.

Bron: Sacred Mathematics, Hidetoshi & Rothman

Hierbij raken de cirkels 2 en 5 elkaar nieten 1,3 en 13
4 elkaar wel (1, 3 en 4 scheiden 2 en 5).

ol

MEER DAN VIJF CIRKELS Met behulp van deze
relatie kunnen in een aantal stelsels van meer dan
vijf cirkels, die telkens minstens drie van de ande-
re raken, de stralen eenvoudig worden berekend.

5

Figuur 4
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Figuur 5 Figuur 6

Wanneer in zo'n stelsel bij vier elkaar rakende cir- De omgekeerde straal van de nieuw geconstrueerde
kels 1/r; een geheel getal is, blijkt dit uit (8) voor cirkel is dan volgens (8) dus ook geheel.

alle cirkels van dat stelsel het geval te zijn. Dat volgt Wanneer de omgeschreven cirkel van zon stel-
uit een soort ‘meetkundig sprongbewijs. Zon stelsel  sel straal (-)1 heeft en de twee grootste ingeschre-
wordt namelijk opgebouwd door nieuwe cirkels te ven cirkels gelijk zijn (dus allebei straal 5 hebben),
construeren die aan drie al bepaalde cirkels raken. ontstaat altijd figuur 7. Er zijn ook andere stelsels
Dat betekent dat in (8) dan de cirkels met stralen construeerbaar; figuren die kunnen ontstaan zie je
r1, 3 en r4 al bepaald zijn (en dus 1/ry, 1/r3 en in figuur 8. In figuur 8c zijn er twee oneindig gro-
1/r4 geheel, want we waren met vier cirkels begon- te cirkels met 1/r = 0. In figuur 8d raken de cirkels
nen waarbij de omgekeerde stralen geheel zijn). met —19 en 20 elkaar links buiten de tekening.

Figuur 8 De getallen geven de omgekeerde stralen van de cirkel waar ze in staan aan. Bij figuur d is de
straal van de grootste cirkel met -19 aangegeven, omdat de andere cirkels die inwendig raken.
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Figuur 7 Deze figuur blijkt een klassieke sangaku te
zijn, zie de illustratie op pagina 13.

Figuur 7 blijkt een klassieke sangaku te zijn; je
ziet hem aan het begin van dit artikel. Japanse wis-
kundigen schreven in de achttiende eeuw vaak
meetkundige problemen op houten tabletten, die
ze als een uitdaging voor andere liethebbers in tem-
pels ophingen. Deze figuur werd in 1788 gepresen-
teerd door Hotta Jinsuke. De opgave was in deze
sangaku, om een relatie te vinden tussen de stralen
van de zwart ingekleurde cirkels en de open cirkels
waaraan ze raken. m

SANGAKU'S Op de achterkant van de Py-
thagorassen van jaargang 47 en 48 stond
steeds een sangaku, een meetkundige figuur
die zonder woorden een stelling uitbeeldt. De
kunst is om uit het diagram af te leiden welke
stelling dat is en die te bewijzen. Onderstaan-
de sangaku’s zijn ontworpen door Bernard As-
selbergs. Om ze te bewijzen, heb je in sommi-
ge gevallen de formules uit dit artikel nodig.

15
[
[
—
381
1581 1464
-19
380
1981 1464
381
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Niemand kan zich een vierdimensionaal object echt voorstellen. Maar je kunt ze wel ‘pro-
jecteren’ in de driedimensionale ruimte, net zoals je een driedimensionaal object op twee-
dimensionaal papier kunt afbeelden. Wiskundedocent Paul van de Veen en zijn leerlingen
bouwden zo een 3D-model van een regelmatige, vierdimensionale afgeknotte 120-cel.

m door Paul van de Veen

DE HECATONICOSACH

Veelvlakken in drie dimensies heten polyhedra. Ex
bestaan maar vijf regelmatige polyhedra: het 4-vlak
(tetraéder), het 6-vlak (hexaéder of kubus), het
8-vlak (octaéder), het 12-vlak (dodecaéder) en het
20-vlak (icosaéder).

In vier dimensies spreken we van polychora; er be-
staan zes convexe, regelmatige polychora: de 5-cel
(pentachoron), de 8-cel (hyperkubus), de 16-cel
(hexadecachoron), de 24-cel (icotetrachoron), de
120-cel (hecatonicosachoron) en de 600-cel (hexaco-
sichoron). Net zoals een polyhedron (3D) wordt be-
grensd door regelmatige veelhoeken (2D), wordt een
polychoron (4D) begrensd door polyhedra (3D).

PROJECTIE Een kubus of een tetraéder kun je
op allerlei manieren en vanuit allerlei hoeken op
een vlak projecteren. Eén manier heet centrale pro-

jectie. In de onderstaande illustraties zie je dat dit
voor de tetraéder een driehoek oplevert met daarin
drie ‘spaken’ naar het middelpunt, en voor een ku-
bus een centraal vierkant met vier afgeplatte vier-
hoeken.

Precies zo ‘zien’ we, als we een vierdimensi-
onale hecatonicosachoron projecteren, eerst
één centrale dodecaéder, daaromheen een
laag van 12 dodecaéders, daaromheen een
derde laag van 20 steeds sterker afgeplatte
dodecaéders, een vierde laag van 12 bijna
platte en een laatste laag van 30 dodecaé-
ders die nu helemaal plat zijn. En na de bui-
tenste laag gaat de projectie verder, maar nu
weer naar binnen. De lagen 1 tot en met 6 heb-
ben 87 cellen, laag 1 tot en met 7 107 cellen,
laag 1 tot en met 8 119 cellen en met de aller-
laatste centrale cel komen we op 120 cellen. In
totaal bevat de projectie 120 afgeknotte dodecaé-
ders en 600 tetraéders.

FILM Meer weten over deze vierdimensionale po-
lytopen? De film Dimensions toont een duizeling-
wekkende reis van twee uur naar de vierde dimen-

sie. Het is gratis te downloaden of voor € 10 te koop
via www.dimensions-math.org. m
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De hecatonicosa-
choron is op 30 januari
2010 gebouwd op het
Stedelijk Lyceum Enschede door
Nienke van Aken, Rick Bijvank, Elske
Cornelisse, Liam Kelly, Niels Kunst,
Rakhi Manik, Fabian Peeks, Stefan
_Pol, Marije Kroes, Sanne Burghouts,
"| Marjolein Milané, Tanja Moura-
W' chova, onder leiding van wiskun-

dedocent Paul van de Veen.
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De Rus Andrei Nikolaevich Kolmogorov is beroemd vanwege het feit dat hij de kansreke-
ning een degelijk fundament gaf, maar ook in andere gebieden van de wiskunde heeft hij
baanbrekend werk verricht; je zou hem ook een mathematisch fysicus avant la lettre kun-
nen noemen. Hij was een echte outdoorman: de beste wiskundige ideeén kreeg hij tijdens
het wandelen, zwemmen of skién - activiteiten die hij zijn hele leven veel heeft gedaan.

m door Alex van den Brandhof, Henk Broer en Klaas Pieter Hart

ANDREI N. KOLMOGOROV (1903-1987):

BOUWER VAN DE
KANSAXIOMA'S

Al in de zeventiende werd kansrekening gebruikt
in rokerige salons waar gokspelen erg populair wa-
ren. Een gedegen theorie van de kansrekening be-
stond echter nog niet. Veel gokkers kwamen be-
drogen uit, toen ze ontdekten dat spelletjes anders
verliepen dan ze op grond van hun - foutieve — the-
orie mochten verwachten. De Fransman Antoine
Gombauld was zon gokker. Hij wendde zich tot de
wiskundige Blaise Pascal (1623-1662) toen hij ont-
dekte dat het voordelig was om bij het gooien met
vier dobbelstenen te wedden op ten minste één zes,
maar dat theoretisch niet kon verklaren.

Een briefwisseling uit 1654 tussen Pascal en
Pierre de Fermat (1601-1665) over dit dobbelspel
wordt doorgaans gezien als de ‘geboorte’ van de
kansrekening. Hoe zij Gombaulds probleem oplos-
ten, kun je lezen in het kader op pagina 19. Na deze
briefwisseling verschenen diverse wetenschappelij-
ke verhandelingen van grote geleerden, waaronder
Christiaan Huygens (1629-1695), Jakob Bernoul-

li (1654-1705), Abraham de Moivre (1667-1754),
Pierre Simon Laplace (1749-1827) en Carl Fried-
rich Gauss (1777-1855).

KANSAXIOMA'S Onder meer de Fransman Hen-
ri Lebesgue (1875-1941) maakte aan het begin van
de twintigste eeuw grote vorderingen op het gebied
van de kansrekening, maar wat nog altijd ontbrak,
was een axiomatische opbouw van dit vakgebied.
Wat Euclides al 300 jaar voor Christus deed voor de
meetkunde, deed Andrei Nikolaevich Kolmogorov
voor de kansrekening. Axioma’s zijn niet-bewezen,
maar als grondslag aanvaarde stellingen, waarmee
andere stellingen kunnen worden bewezen. Zo zegt
een van de meetkunde-axioma’s van Euclides dat

twee punten altijd kunnen worden verbonden door
een rechte lijn.

In 1929 verscheen Kolmogorovs artikel ‘Gene-
ral Theory of Measure and Probability Theory’ De
axiomatische beschrijving van de kansrekening die
hij hierin geeft, vormt de basis voor de ‘moderne
kansrekening’ Daarvodr had hij al verschillende ar-
tikelen gepubliceerd over kansrekening, onder an-
dere over de sterke wet van grote aantallen, zie het
kader op pagina 20. Zijn artikel uit 1929 ging deel
uitmaken van zijn inmiddels klassieke boek Grund-
begriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung uit 1933.
In het voorwoord schrijft Kolmogorov dat zijn doel
is om een axiomatische opbouw van de kansreke-
ning te geven en hij merkt daarbij op dat dit zonder
de maat- en integratietheorie van Lebesgue onmo-
gelijk zou zijn geweest. Deze sympathieke houding

In 1942 trouwde Kolmogorov met Anna Dmitrievna
Egorova. Bron: Steklov Mathematical Institute,
Moskou
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In 1954 werd het Internationaal Wiskundig Congres in Nederland gehouden. Kolmogorov gaf de slotvoor-
dracht in de Grote Zaal van het Concertgebouw, waar hij de zogeheten KAM-theorie (KAM staat voor Kol-
mogorov, Arnol’d en Moser) uiteenzette. Bron: Centrum Wiskunde & Informatica, Amsterdam.

tegenover collega-wiskundigen behield hij de rest
van zijn leven.
De kansaxioma’s van Kolmogorov zijn:
o de verzameling Q) van alle mogelijke uitkomsten
heeft kans 1, ofwel: P(Q) = 1;
« voor elke deelverzameling A van () is de kans
op A gelijk aan een reéel getal tussen 0 en 1:
0<PA)<1;
eals Aq, Aj, Az, ... disjuncte deelverzamelingen zijn
van (), dan is de kans op de vereniging van deze

EEN DOBBELSPEL UIT DE ZEVENTIENDE
EEUW In 1654 hadden de Franse wiskundigen
Fermat en Pascal een briefwisseling over kanspro-
blemen die hen door gokkers werden voorgelegd.
Die brieven zijn bewaard gebleven. Een van de
problemen die in die brieven aan de orde worden
gesteld, is de vraag welke van de volgende twee ge-
beurtenissen waarschijnlijker is:

A. ten minste eenmaal ‘6 ogen’ in 4 worpen met
een dobbelsteen;

B. ten minste eenmaal ‘dubbel 6" in 6 x 4 = 24
worpen met twee dobbelstenen.

gebeurtenissen gelijk aan de som van de afzonder-
lijke kansen: P(A] U Ay U A3 U ) =
P(Al) + P(Az) + P(A3) + .-
Uit deze ‘grondregels’ zijn andere regels af
te leiden, zoals de complementregel
(P(A) =1 - P(niet-A)) en de uitgebreide somregel
(P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A N B)).
Overal waar kansrekening wordt toegepast — zo-
als in de econometrie, theoretische natuurkunde,
genetica en demografie - is de invloed van Kolmo-

De verhouding 4 : 6 (4 worpen, 6 mogelijke uit-
komsten) is gelijk aan de verhouding 24 : 36 (24
worpen, 36 mogelijke uitkomsten), dus beide situ-
aties hebben kans g, redeneerde Gombauld. Na vele
spelletjes merkte hij echter dat deze theorie niet
strookte met de ervaring: hij constateerde dat wed-
den op A gunstig is voor de speler en B niet. Fermat
en Pascal losten het probleem op:

P(A)=1-5 ~0,52enP(B) =1 - 35— ~ 0,49;
64 3624

dus A is waarschijnlijker.

[PYTHAGORAS|APRIL 2010

19

AT



i

20

gorov merkbaar. Na zijn boek uit 1933 verschenen
nog diverse andere belangrijke bijdragen aan de
kansrekening. Een klassieker werd het boek The [i-
mit distributions for the sums of independent ran-
dom variables (1949) dat hij samen met Boris
Gnedenko (1912-1995) schreef.

Het is niet verwonderlijk dat Kolmogorov aan
de universiteit van Moskou de leerstoel kansreke-
ning bekleedde. Toch was het niet alléén de kans-
rekening - zuiver en toegepast — waarmee hij zich
bezighield. Hij heeft meer dan 300 publicaties op
zijn naam staan, met bijdragen in onder meer de
mechanica, turbulentietheorie, topologie, verzame-
lingenleer, projectieve meetkunde, logica, maat- en
integratietheorie en ergodentheorie. Na de Tweede
Wereldoorlog kwamen daar de informatietheorie
en complexiteitstheorie bij, zie het kader over Kol-
mogorovcomplexiteit op pagina 22.

WETTEN VAN GROTE AANTALLEN Een van
de meest basale intuities in de kansrekening is het
idee dat wanneer je erg vaak met een munt gooit,
de fractie van het aantal keren ‘kop’ ongeveer 1 is.
Van deze zogeheten empirische wet van grote aan-
tallen had Gombauld, zie het kader op pagina 19, al
enig besef, getuige het feit dat hij theorie koppelde
aan zijn ervaring. Er bestaan ook diverse wiskun-
dige wetten van grote aantallen. De Zwitser Jakob
Bernoulli (1654-1705) bewees een speciaal geval
van wat wij tegenwoordig de zwakke wet van grote
aantallen noemen. Uitgangspunt is een vaas met
ballen, waarvan een fractie p de kleur rood heeft.
In n trekkingen met teruglegging worden m rode
ballen getrokken. Bernoulli’s stelling zegt nu dat de
geobserveerde fractie rode ballen (modern gezegd)
in kans convergeert naar de werkelijke fractie rode
ballen als het aantal trekkingen 7 naar oneindig
gaat. Dus voor elke € > 0:

lim P(|p—%|<s)=1.

De zwakke wet van grote aantallen zoals die later
door diverse wiskundigen werd bewezen luidt als
volgt. Als X7, X5, X3, ... onathankelijke stochasten
zijn, elk met verwachting y, dan geldt voor elke
£>0:

lim P

n—oo

(‘X1+~~+Xn
n

- <8)=1.

Kolmogorov kwam met een doorbraak toen hij zijn
sterke wet van grote aantallen bewees. Deze luidt als

volgt. Als Xy, X,, X3, ... onathankelijke, gelijkverdeel-

Pavel S. Aleksandrov en Andrei N. Kolmogorov.
Bron: Steklov Mathematical Institute, Moskou

JEUGD Andrei Nikolaevich Kolmogorov werd ge-
boren op 25 april 1903 in Tambov, een stad in Rus-
land waar zijn moeder Maria Yakovlevna Kolmo-

de stochasten zijn met verwachting i, dan geldt:

X 4+t X
P( lim %=u)=l.

n—oo

Het verschil tussen de beide wetten zit natuurlijk in
wat ze zeggen, maar ook in hun aannamen.

Wat het eerste betreft: de zwakke wet zegt dat
als n groot genoeg is, de kans dat bij die specifieke
waarde van n het gemiddelde meer dan & afwijkt
van de verwachting, klein is. Dit betekent niet dat
het gemiddelde ook daadwerkelijk convergeert naar
de verwachting. De sterke wet garandeert dat er een
moment N komt z6 dat vanaf die N het gemiddelde
zeker minder dan € van p afwijkt; er is alleen geen
zekerheid over welk moment dat is.

Wat het tweede betreft: hierboven is voor de
zwakke wet geéist dat alle verwachtingen gelijk zijn
en voor de sterke wet dat alle kansverdelingen gelijk
zijn. Het volgende voorbeeld laat zien dat de sterke
wet niet zonder meer geldt als die eis wordt losgela-
ten. Neem de rij stochasten X7, X;, X3, ... waarvoor
geldt dat X; = 0 en voor i > 1:

=M= 4 =ty—1_1
P(X;=i)= 3 en P(Xi_l—i)_l 7o
Elke X; heeft verwachting p = 0. Aan de zwakke wet
wordt voldaan, maar je kunt bewijzen dat het ge-
middelde van X3, Xj, ..., X, naar o gaat, dus

X +--+ X,

P(lim =u)=0.

n—00

De sterke wet van grote aantallen gaat dus niet op!
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gorova op doorreis was na een vakantie. Maria
Yakovlevna overleefde de bevalling niet. Andreis
vader Nicolai Kataev - zijn ouders waren niet ge-
trouwd — was landbouwkundig ingenieur. Hij maak-
te deel uit van een zogeheten Zemstvo (regionaal
zelfbestuur) en moest daarvoor naar de stad
Jaroslavl. Contact met zijn zoon had hij niet en het
is daarom niet zo gek dat Andrei de achternaam van
zijn grootvader Yakov Stephanovich Kolmogorov
kreeg, in plaats van die van zijn eigen vader.
Kolmogorov kwam terecht bij Maria’s zus Vera
Yakovlevna Kolmogorova. Zo groeide hij op in de
stad Tunoshna. Na zijn middelbare-schooltijd, in
1920, nam Kolmogorov een baantje als treincon-
ducteur en ging hij wiskunde studeren aan de uni-
versiteit van Moskou. Wiskunde was echter nog
niet zijn grote passie: hij hield zich vooral met ge-
schiedenis bezig. Toch kwam zijn wiskundige ta-
lent al vroeg aan het licht: hij had op negentienja-
rige leeftijd als eerste een voorbeeld gevonden van
een integreerbare functie, waarvan de bijbehorende
Fourierreeks ‘bijna overal” divergent is (een Fou-
rierreeks is een som waarvan de termen gonio-
metrische functies zijn, en ‘bijna overal’ is een be-
grip uit de maattheorie waarmee grofweg bedoeld
wordt: ‘overal op een verwaarloosbaar deel na).

Een schets van Kolmogorov, met zijn dagelijkse rou-
tine in zijn dacha in Komarovka. Bron: Steklov Ma-
thematical Institute, Moskou

Volgens eigen zeggen had hij dit ontdekt, terwijl hij
kaartjes zat te knippen in de trein. Met dit resul-
taat kreeg hij in één klap een internationale reputa-
tie, die al helemaal niet meer stuk kon toen hij twee
jaar later het resultaat kon verscherpen van ‘bijna
overal’ naar ‘overal’

PROBLEMEN VAN HILBERT In 1900 hield Da-
vid Hilbert zijn befaamde lezing op het Interna-
tionaal Wiskundig Congres in Parijs, waar hij het
publiek 23 problemen voorlegde, waarmee wiskun-
digen zich volgens hem in de komende eeuw bezig
moesten houden. In het Zesde Probleem vroeg Hil-
bert naar een axiomatische opbouw van de statisti-
sche mechanica; hij veronderstelde dat de mechani-
ca nauw verbonden moest zijn met de theorie van
de kansrekening. Met de kansaxioma’s had Kolmo-
gorov het kanstheoretische deel van Hilberts Zesde
Probleem opgelost.

Vanaf 1955 hield Kolmogorov zich ook met een
ander probleem van Hilberts lijst bezig: het Der-
tiende Probleem. Dit probleem gaat over de oplos-
sing van de vergelijking x” + ax> + bx? + cx + 1 = 0;
als we a, b en c laten variéren, wordt x een functie
van die drie variabelen. Hilbert vroeg of die func-
tie uit eindig veel functies van twee variabelen kan
worden samengesteld.

Zo is fla, b, ¢) = abc een functie van drie varia-
belen die opgebouwd kan worden uit de e-macht,
de logaritme en de optelling (dus dat zijn twee
functies van één variabele en één van twee varia-

belen):

abc:e(lna+lnb)+lnc‘

Wat Kolmogorov en zijn student Vladimir Arnold
lieten zien, is dat dit altijd mogelijk is: je kunt een
continue functie van drie variabelen met behulp
van 28 functies van één variabele en de optelling
uitdrukken:

7
f(x,y,2)= Egi ((Pi,l (x)+ ;2 (y) +CPi,3(Z))-
i=1
Hier hangen alleen de functies g; van faf, de func-
ties @; ; zijn altijd dezelfde.

KOLMOGOROYV IN HET CONCERTGEBOUW
Kolmogorovs onderzoeksterrein bleef niet beperkt
tot de zuivere wiskunde. Dat bleek onder meer in
1954, toen hij de slotrede verzorgde van het Inter-
nationaal Wiskundig Congres, dat dat jaar in Am-
sterdam werd gehouden. Die lezing, getiteld ‘Ge-
neral theory of dynamical systems and classical
mechanics, vond plaats in het Concertgebouw.

Bij de beweging van een planeet rond de zon
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KOLMOGOROV-COMPLEXITEIT Sommige
rijtjes symbolen zijn makkelijker te onthouden en
door te geven dan andere. Bijvoorbeeld het rijtje

01010101010101010101010101010101
kun je doorgeven als: 16 keer ‘01’ Het rijtje
01328753937610984274563024695762

is een stuk lastiger, je kunt niet veel meer doen dan
het hele rijtje cijfer voor cijfer op te lezen.

De Kolmogorov-complexiteit van een rijtje is ge-
definieerd als de lengte van de kortste beschrijving
ervan. Je kiest een (programmeer)taal, bijvoorbeeld
C*™, en je telt het aantal tekens dat nodig is om de
rij te produceren:

for ( int n=1;
{cout <<”01"}

n<=16; n++ )

Dit is langer dan de gegeven rij, maar voor een
rij die we in woorden met 10.000 keer ‘01" kun-
nen beschrijven, hoeven we het programma maar
drie karakters langer te maken, en dat maakt het
veel korter dan de rij zelf. Voor de rij zonder re-
gelmaat kunnen we niet veel meer doen dan het
in het programma op te slaan in een aantal cout-
statements.

De rij met 10.000 keer ‘01" heeft een lage com-
plexiteit, omdat het maar een kort programma no-
dig heeft; de willekeurige rij heeft een hoge com-

gelden de bekende drie wetten van Kepler, waarvan
de eerste zegt dat de baan van de planeet een ellips
is. De tweede wet geeft aan hoe snel de planeet be-
weegt, namelijk z6 dat de voerstraal tussen zon en
planeet in gelijke tijdsintervallen sectoren met ge-
lijke oppervlakten beschrijft. De derde wet zegt iets
over hoe de omloopstijd T en de halve grote as a
van de ellips zich tot elkaar verhouden: het blijkt
dat T? evenredig is met a>.

So far so good. Als er echter twee of meer plane-
ten om dezelfde zon lopen, dan begint het gegooi
in de glazen: de planeten trekken elkaar wederzijds
namelijk ook aan en die mooie ellipsbewegingen
worden zo lelijk verstoord. Toch lijkt het net alsof
dat laatste niet zo is, het zonnestelsel lijkt een pret-
tig voorspelbaar geheel waarin alles netjes (multi-)
periodiek verloopt. We voorspellen zonsverduiste-
ringen en de paasdata dan ook rustig enkele eeu-
wen in de toekomst. Kolmogorov heeft samen met
Vladimir Arnold (1937) en Jiirgen Moser (1928-

plexiteit omdat elk programma ongeveer even lang
als de rij zelf moet zijn.

Je kunt zelf testen hoe complex een rijtje cijfers
is: stop het in een file en laat een programma als
bzip2 of zip de file comprimeren. Vervolgens verge-
lijk je hoeveel kleiner de file geworden is.

Hier zie je een deel van de Mandelbrotverzame-
ling-fractal. Het afzonderlijk opslaan van alle 24-

bit kleurpixels in dit plaatje zou 1,62 miljoen bits
kosten. Een klein computerprogramma kan deze
1,62 miljoen bits reproduceren door gebruik te ma-
ken van de definitie van de Mandelbrotverzame-
ling. Daarom is de Kolmogorov-complexiteit van dit
plaatje relatief laag.

1999) voor het eerst een stelling bewezen die, als hij
toepasbaar zou zijn op het zonnestelsel, deze ‘sta-
biliteit” tot in de eeuwen der eeuwen zou garande-
ren. De praktijk is echter weerbarstig en de stelling
is niet toepasbaar. Sterker nog, velen geloven nu dat
het zonnestelsel op een tijdschaal van 100.000.000
jaar onvoorspelbaar begint te worden. Chaos dus...

Maar ook zonder toepassing geldt het resultaat
van Kolmogorov, Arnold en Moser als een van de
belangrijkste uit de twintigste eeuw in de klassieke
mechanica.

WISKUNDE ALS OUTDOOR-ACTIVITEIT Kol-
mogorov was niet alleen een briljant onderzoe-

ker, maar had ook een warm hart voor kinderen

en studenten. Hij richtte een school op in Moskou
voor leerlingen met een speciaal talent voor wis-
kunde: Boarding School 18, of kortweg ‘Kolmogorov
School’ De leerlingen van deze school wonnen vaak
de eerste prijzen bij de Russische en de Internatio-
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nale Wiskunde Olympiade. Maar niet alleen wis-
kunde kreeg op deze school speciale aandacht; mu-
ziek, literatuur en architectuur stonden er ook hoog
in het vaandel. Want Kolmogorov had een brede in-
teresse: buiten wiskunde was hij een belezen man
met in het bijzonder belangstelling voor de gedich-
ten van Poesjkin.

In de zomer van 1929 huurden Kolmogorov en
Pavel S. Aleksandrov (1896-1982) - die later een
wereldberoemde topoloog werd - een bootje, waar-
mee ze een lange tocht over de Wolga aflegden. Met
een eenvoudige campinguitrusting en Homerus’
Odyssee op zak bezochten ze de meest idyllische
plekjes; zwemmen, zonnebaden, lezen en wiskunde
doen waren de hoofdactiviteiten tijdens deze zo-
mer. Drie weken lang voeren ze in totaal 1300 ki-
lometer over de Wolga, waarna de reis verder ging

Kolmogorov hield er een actieve levensstijl op na.
Hij zwom graag - het liefst in het voorjaar, wan-
neer de sneeuw en het ijs nog maar net gesmolten
waren — en maakte wandelingen waarbij hij enkele
tientallen kilometers per dag aflegde. Deze foto is
gemaakt tijdens een bergwandeling in 1961. Bron:
Statistical Science, Vol. 6, Nr. 3 (1991)

te voet en met het openbaar vervoer, waarbij onder
meer de Kaukasus en het Sevanmeer werden aange-
daan. En passant beklommen ze nog even de 4100
meter hoge berg Aragats. Deze vakantie was het
begin van een lange en hechte vriendschap tussen
Kolmogorov en Aleksandrov.

Later kochten Kolmogorov en Aleksandrov in
het dorp Komarovka een zogeheten dacha: een ty-
pisch Russisch buitenhuis. Dat huis voldeed aan al
hun behoeften: er was ruimte voor een grote bibli-
otheek, er waren verschillende kamers zodat col-
lega’s voor langere tijd konden worden uitgenodigd
en het was prachtig gelegen. Wie met Kolmogorov
samenwerkte, kreeg geen kans om enkel in de stu-
deerkamer tot inzichten te komen: deze outdoor-
man gaf iedereen gewoon een paar wandelschoe-
nen of ski’s en nam je mee naar buiten. De beste
ideeén kreeg je terwijl je aan het relaxen bent in de
buitenlucht, vond hij. Inderdaad: veel van zijn be-
langrijke resultaten zijn verkregen op pittoreske lo-
caties in de Sovjet Unie.

Met zijn studenten maakte hij dikwijls op zon-
dag een stevige wandeling (40 kiometer was geen
uitzondering) die eindigde bij zijn dacha, om daar
met zijn allen te eten. Dat Kolmogorov werd ge-
waardeerd door zijn studenten, blijkt wel uit het feit
dat meer dan zestig personen hun proefschrift on-
der zijn supervisie schreven.

Kolmogorov kreeg vele prijzen en eredoctoraten
en veel buitenlandse Academies van Wetenschap-
pen verkozen hem tot lid, waaronder de Konink-
lijke Nederlandse Academie van Wetenschappen in
1963. Kolmogorov overleed op 20 oktober 1987.m

LITERATUUR Bij het schrijven van dit artikel is gebruik ge-
maakt van het boek Kolmogorov in perspective, History of Ma-
thematics Vol. 20, AMS/LMS (2000), met artikelen van diverse
auteurs, waaronder Kolmogorov zelf. Verder zijn de volgende ar-
tikelen geraadpleegd: ‘Obituary Andrei Nikolaevich Kolmogorov
(1903-1987)’ door David Kendall e.a., Bull. London Math. Soc. 22
(1990), pp. 31-100; ‘A.N. Kolmogorov and His Creative Life’ door
A. Melnikov, it in the Sky - Journal of Pacific Institute for Math. Sci-
ences 7 (2003), pp. 23-25; ‘Ken uw klassieken: Kolmogorov in het
Concertgebouw’ door Henk Broer, Nederlands Tijdschrift voor Na-
tuurkunde 70-1 (2004), pp. 20-21. Een goede introductie over de
KAM-theorie is te lezen in Dynamical Systems and Chaos van
H.W. Broer en F. Takens, Epsilon Uitgaven 64 (2009).
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Het is niet moeilijk om van een datum dit jaar, vorig of volgend jaar, de weekdag te bepa-
len. En met iets meer denkwerk de weekdag bij een datum in deze, de vorige of de vol-

gende eeuw.
m door Jan Guichelaar

KALENDERREKENEN

Om het kalenderrekenen onder de knie te krijgen,
is het nodig een paar gemakkelijke rijtjes in het
hoofd te hebben, zie de tabellen hiernaast. Uit tabel
1 en 2 blijkt dat bij elke dag een getal hoort, en ook
elke maand heeft een getal. Een ezelsbruggetje voor
het onthouden van de maandtabel: de eerste drie
rijtjes vormen steeds een kwadraat: 144 = 122,

025 = 5% en 036 = 6%.

Elk jaar heeft ook nog een getal. Dat is als volgt
te vinden. Het jaar 1900 heeft het getal 0. Elk jaar
van 365 dagen telt 1 dag meer dan 52 weken. Alle
veelvouden van 7 (een week) halen we ervan af (dit
heet rekenen modulo 7, zie het onderstaande ka-
der). Voor bijvoorbeeld het jaar 2010 berekenen we
0 + 110 = 5. Maar elk schrikkeljaar geeft ook nog 1
extra, dus 110 : 4 is, zonder rest, gelijk aan 27 = 6
(besef dat het jaar 2000 een schrikkeljaar was). Sa-
men met de 5 levert dat 11 = 4; dat is het getal ho-
rend bij het jaar 2010. Als je nu voor de jaren rond-
om 2010 de waarden onthoudt, hoef je alleen maar
de waarden in tabel 3 te onthouden.

METHODE Hoe bereken je nu op welke dag een
bepaalde datum valt of viel? Neem jaar + maand +
dag, bereken de waarde modulo 7 en lees af in de
dagtabel. Een paar voorbeelden:

1 januari 1900 - 0 + 1 + 1 = 2 - maandag.

1 januari 2010 - 4 + 1 + 1 = 6 > vrijdag.

10 april 2010 - 4 + 0 + 10 = 0 — zaterdag.

25 december 2011 - 5 + 6 + 25 = 1 - zondag.

29 februari 2012 - 6 + 4 + 29 = 4 - woensdag.

1 maart 2012 - 0 + 4 + 1 = 5 > donderdag.
Je kunt deze dagen op andere wijze controleren en
dus zijn de 0 voor zaterdag, de 0 voor 1900 en de
1 voor januari goed gekozen. Met enige oefening
zul je in enkele seconden de weekdag bij een datum
uit je hoofd kunnen noemen! m

zaterdag
zondag
maandag
dinsdag
woensdag

donderdag

o o1 A W N = O

vrijdag

Tabel 1 De dagtabel.

jan feb mrt 1 4 4
apr mei jun 0 2 5
jul aug sep 0 3 6
okt nov dec 1 4 6

Tabel 2 De maandtabel. Van januari naar februari
krijg je er 3 bij, omdat januari uit 4 weken plus 3 da-
gen bestaat. Maart blijft 4, omdat februari precies 4
weken telt. April wordt O, omdat er van maart weer
3 bijkomt. Enzovoort.

2008 2
2009 3
2010 4
2011 5
2012 t/m 29 feb) 6
2012 (vanaf 1 mrt) O

Tabel 3 De jaartabel. Een schrikkeljaar telt pas voor
een dag extra mee vanaf 1 maart.

Andere voorbeelden: 20 = 6,82 =5en 63 = 0.

MODULOREKENEN Rekenen modulo 7 betekent dat je de rest uitrekent bij deling door 7.
Bijvoorbeeld het getal 45 heeft rest 3 als je het door 7 deelt. We noteren dat als volgt: 45 = 3.
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Soms verveel je je in de klas en dan is het leuk om op de ruitjes van je wiskundeschrift een
spelletje te spelen. Naast het bekende Boter, kaas en eieren en Kamertje verhuren zijn er
minder bekende spelletjes zoals Vectorracen, Connector, Grupo en Colonne, zie jaargang
44 van Pythagoras. Een ander spel waarvoor je enkel een tegenstander, ruitjespapier en
een pen nodig hebt, leggen we in dit artikel uit.

m door Jan Guichelaar en Arnout Jaspers

DAT DOET
DE DEUR DICHT!

Figuur 1 stelt de plattegrond voor van een museum er nog steeds een grote kans dat je wint.

met 25 zalen. Tussen alle aangrenzende zalen zijn Misschien wil je eerst proberen zelf zon stra-
deuren, die nu allemaal open staan. Met dit mu- tegie te verzinnen; sla in dat geval de pagina nog
seum gaan we een spel voor twee personen spelen. niet om!

De regels zijn simpel. Om beurten moet elke spe-
ler 1, 2 of 3 deuren dichtdoen. Degene die de deur
dichtdoet waardoor het museum in twee aparte af-
delingen uiteenvalt, verliest.

Als je zou spelen om te verliezen, lukt dat de be-
ginspeler altijd: die kan namelijk twee deuren van B + + + + .
een hoekkamer dichtdoen. Het museum bestaat
dan uit een afdeling met één zaal en een afdeling
met 24 zalen, zie figuur 2 (links). In figuur 2 zie je
ook nog twee andere manieren waarop het mu-
seum in tweeén uiteen kan vallen. Het afgesloten
gedeelte hoeft niet aan de rand te liggen, zoals het
derde voorbeeld laat zien, en mag elke mogelijke
vorm hebben. L + + + + -

Naarmate er meer deuren dichtgaan, wordt het
natuurlijk steeds moeilijker om te vermijden dat
een afgesloten gedeelte ontstaat. Toch bestaat er
een onfeilbare strategie om te winnen als je niet zelf
hoeft te beginnen. Moet je wel zelf beginnen, danis ~ Figuur 1 Een museum met 25 zalen

Figuur 2 Drie situaties waarbij het museum in twee stukken uiteen valt

[PYTHAGORAS|APRIL 2010

AT



i

26

DE STRATEGIE Als de ander begint, vul dan in
elke beurt het aantal deuren aan tot 4. Dus als je te-
genstander 1 deur dichtdoet, doe jij er 3 dicht, en-
zovoort. Je moet natuurlijk wel opletten dat je niet
onnodig een gesloten afdeling maakt, maar dat is
met deze regel gegarandeerd mogelijk.

Als je zelf begint, doe dan 1 deur dicht. Als je te-
genstander nu toevallig aanvult tot 4, heb je pech.
Doe dan weer slechts 1 deur dicht en hoop dat hij
dit keer minder dan 3 deuren dichtdoet. Want als
hij er maar 1 of 2 dichtdoet, kun jij aanvullen tot 4
en dat in alle volgende beurten blijven doen. Je ver-
liest alleen als je tegenstander al jouw beurten aan-
vult tot 4. Zodra die dat een keer niet doet, neem jij
het over en win je.

Je kunt ook je tegenstander zelf een vierkant la-
ten kiezen met een andere afmeting. De regel voor
een n x n vierkant is dat elke speler om beurten 1 of
2 of ... of n — 1 deuren dicht moet doen; de winnen-
de strategie is dat je moet aanvullen tot n - 1.

WAAROM WERKT DE STRATEGIE? We leg-
gen nu uit waarom de strategie werkt. Als jij aan de
beurt bent en alle zalen zijn nog bereikbaar, kun

je 24 deuren in gedachten nemen, die alle 25 za-
len met elkaar verbinden. Dat doe je zo. Begin met
een willekeurige zaal A. Die heeft zeker een buur B
(anders is er een afgesloten afdeling van één zaal).
De verbindingsdeur tussen A en B moet je open la-
ten. Dit tweetal heeft beslist een open deur naar een
derde zaal (anders heb je een afgesloten afdeling
van twee zalen). Die verbindingsdeur moet je ook
open laten. Ga zo verder. De 25ste zaal komt eraan
vast door een 24ste deur open te laten. Met minder
open deuren kan het niet. Hieruit volgt een belang-
rijke conclusie: van de in totaal 40 deuren kun je er
hoogstens 40 - 24 = 16 dicht doen zonder het mu-
seum in twee afgesloten afdelingen te verdelen (al-
gemeen: in een n x n vierkant kun je hoogstens

(n - 1)2 deuren dicht doen).

Dit verklaart de winnende strategie. Je tegen-
stander heeft bij zijn eerste beurt 1, 2 of 3 deuren
dichtgedaan. Jij vult dit aantal nu aan zodat er 4
deuren dicht zijn. Als je dit blijft doen, moet je te-
genstander op de vijfde beurt de 17de deur dicht
doen, waarmee hij het museum onvermijdelijk in
tweeén splitst.

Dit veronderstelt wel, dat jij in elke beurt nog
voldoende deuren kunt vinden om dicht te doen
zonder het museum te splitsen. En dat is ook zo:
na de eerste zet van je tegenstander zijn er nog 39,
38 of 37 deuren open. Leg in gedachten 24 open te
houden deuren vast die alle 25 kamers met elkaar
verbinden. Je hebt dus nog de keuze uit minstens
37 - 24 = 13 deuren die dicht kunnen. Door de re-

gel ‘aanvullen tot 4’ houd je nu 12 deuren over die
nog dicht kunnen.

Na de tweede zet slinkt dit aantal tot 8, na de
derde tot 4, en na de vierde zet tot 0: er zijn nog
maar 24 deuren open. Zoals je hierboven zag, is
het dan onmogelijk om nog een deur dicht te doen
zonder het museum te splitsen.

VERALGEMENING VAN HET SPEL Je zegt te-
gen je tegenstander: ‘Jij mag de lengte en de breedte
van de rechthoek bepalen. Bovendien mag je zeg-
gen hoeveel deuren ieder maximaal mag sluiten. Ik
mag daarna alleen maar zeggen wie er begint. Wie
het eerst twee of meer afdelingen maakt, heeft ver-
loren’

De strategie die je nu moet volgen, is als volgt.
Noem de gekozen lengte k en de gekozen breedte #.
Het aantal deuren is dan gelijk aan k(n - 1) + n(k - 1).
Het noodzakelijke minimum aantal open deuren
om de kn kamers allemaal met elkaar te verbinden,
is kn - 1. Aan het begin van het spel zijn er dus
kin-1)+nk-1)-(kn-1)=kn-k-n+1=
(k- 1)(n - 1) deuren die gesloten mogen worden
zonder een splitsing te veroorzaken.

Als je tegenstander heeft gekozen voor maxi-
maal s te sluiten deuren per beurt en als s + 1 een
deler is van (k - 1)(n - 1), dan laat je je tegenstan-
der beginnen en vul je steeds aan tot s + 1. Dan blij-
ven er uiteindelijk 0 ‘vrije’ deuren over voor je te-
genstander.

Als je tegenstander heeft gekozen voor maxi-
maal s te sluiten deuren per beurt en als s + 1 geen
deler is van (k - 1)(n - 1), dan begin je zelf met de
rest die overblijft na deling van (k - 1)(n - 1) door
s + 1. Vervolgens vul je steeds aan tot s + 1. Dan
blijven er uiteindelijk ook 0 ‘vrije’ deuren over voor
je tegenstander.

VOORBEELD Stel, je tegenstander kiest een
rechthoek van 8 x 11. Je rekent even uit:
(8-1)(11-1)=7-10, met delers 2, 5, 7, 10, 14,
35, 70. Als je tegenstander kiest voor s = 1, 4, 6,
9, 13, 34 of 69, dan mag hij beginnen. Jij vult dan
steeds aan tot 2, 5, 7, 10, 14, 35 of 70. Als je tegen-
stander kiest voor een ander getal onder de 70,
bijvoorbeeld 11, dan begin je zelf met de rest van
70/(11 + 1) te sluiten. Je begint dus met het slui-
ten van 10 deuren en vervolgens vul je steeds aan
tot 12.m
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Op dit moment volgen zo’'n dertig leerlingen een trainingspro-
gramma voor de Internationale Wiskunde Olympiade. Een van
die leerlingen is Merlijn Staps; hij maakt kans om Nederland te
vertegenwoordigen bij die internationale wedstrijd, komende
zomer in Kazachstan. In dit artikel vertelt hij over een van de
onderwerpen uit het trainingsprogramma: de rechte van Euler.

m door Merlijn Staps

DE R

—CHT

VAN

Tijdens het trainingsprogramma krijgen we als
deelnemers een hoop wiskunde te zien die niet in
de schoolboeken staat, maar wel erg leuk en nut-
tig is. Deze wiskunde hebben we nodig om de las-
tige wiskundesommen te maken die we iedere week
moeten insturen.

Om te weten wat de rechte van Euler is, moet je
eerst iets weten over een aantal bijzondere lijnen in
een driehoek: hoogtelijnen, zwaartelijnen en mid-
delloodlijnen. In figuur 1 zie je een driehoek waarin
deze lijnen zijn getekend.

Een zwaartelijn (de blauwe lijnen in de figuur)
gaat door een hoekpunt en door het midden van de
overstaande zijde. Zo kunnen we in iedere driehoek
drie zwaartelijnen tekenen. Deze drie zwaartelijnen
gaan door één punt, het zwaartepunt. In het kader
op pagina 29 kun je lezen waarom dit zo is.

Een hoogtelijn (de rode lijnen in de figuur) gaat
ook door een hoekpunt en staat loodrecht op de
overstaande zijde. Van school weten we dat de drie
hoogtelijnen van een driehoek ook door één punt
gaan. Dit punt noemen we het hoogtepunt.

De middelloodlijnen (de groene lijnen in de fi-
guur) tot slot gaan door de middens van de zijden
en staan ook loodrecht op de zijden. Op school leer
je dat ook de middelloodlijnen van een driehoek
door één punt gaan. Dit punt is het middelpunt van
de omgeschreven cirkel van de driehoek, de cirkel
door de drie hoekpunten.

In figuur 1 is het hoogtepunt H, het zwaartepunt
Z en het middelpunt van de omgeschreven cirkel O.
Wat zien we als we naar dit plaatje kijken? De pun-
ten H, Z en O liggen op een lijn! We zullen bewij-
zen dat dit altijd het geval is: in iedere driehoek
liggen het hoogtepunt, het zwaartepunt en het mid-
delpunt van de omgeschreven cirkel op een lijn.
Deze lijn wordt de rechte van Euler genoemd.

~ULER

o

Figuur 1 Een driehoek met het hoogtepunt H, het
zwaartepunt Z en het middelpunt van de omge-
schreven cirkel O

HET BEWIJS In figuur 2 zie je een willekeurige
driehoek ABC. We definiéren P, Q en R als de mid-
dens van de zijden BC, CA en AB. Verder zijn D, E
en F de voetpunten van de hoogtelijnen uit A, B en
C. Het hoogtepunt is weer H, het zwaartepunt Z en
het middelpunt van de omgeschreven cirkel is we-
derom O.

Om te bewijzen dat H, Z en O daadwerkelijk op
een lijn liggen, gaan we eerst aantonen dat de drie-
hoeken AHZ en POZ gelijkvormig zijn. De hoogte-
lijn AH en de middelloodlijn PO staan allebei lood-
recht op zijde BC. Hieruit volgt dat deze twee lijnen
evenwijdig zijn, oftewel AH // PO. Vanwege Z-hoe-
ken geldt nu LHAZ = £ OPZ.

Verder weten we dat |AZ| : |ZP| = 2, omdat AP
een zwaartelijn is (dit wordt bewezen in het kader
op pagina 29).

Als we nu ook nog zouden kunnen aantonen
dat |AH| : |OP| = 2, zouden we mogen conclude-
ren (vanwege het gelijkvormigheidsgeval zhz, zijde-
hoek-zijde) dat de driehoeken AHZ en POZ gelijk-
vormig zijn. We willen dus nog laten zien dat AH
twee keer zo lang is als OP.

Om dit aan te tonen, gaan we eens goed naar de
driehoeken ABC en PQR kijken. We hebben
APQR gevormd door de middens van de zijden
van AABC te verbinden. Omdat de zijden van
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Figuur 2 Hoe bewijs je dat H, Zen O op één lijn
liggen?

APQR middenparallellen zijn in AABC, geldt
(naast het feit dat ze evenwijdig aan de zijden van
AABC lopen) dat

|AB| |BC| [CA|

|PQ| |QR| |RP|

De zijden van AABC zijn dus precies twee keer zo
lang als die van APQR.

Het hoogtepunt van AABC is H. Weten we ook
wat het hoogtepunt van APQR is? Wat zijn eigen-
lijk de hoogtelijnen van APQR? Wat is bijvoorbeeld
de hoogtelijn uit P op zijde QR?

We weten dat voor deze hoogtelijn moet gelden
dat hij door P gaat en loodrecht op QR staat. Om-
dat QR // BC (QR was immers een middenparallel),
is de middelloodlijn van zijde BC precies de lijn
die we zoeken. Die gaat immers door het midden P

Figuur 3 Een puntvermenigvuldiging

van BC, en hij staat natuurlijk loodrecht op BC, dus
loodrecht op QR.

Nu zien we iets heel leuks: de hoogtelijnen van
APQR zijn precies de middelloodlijnen van
AABC! Het hoogtepunt van APQR is dus O,
het middelpunt van de omgeschreven cirkel van
AABC.

Met die wetenschap kunnen we bewijzen dat
|AH| = 2|OP|. Want AH is het lijnstuk van hoek-
punt A naar hoogtepunt H in AABC. Net zo is PO
de lijn van hoekpunt P naar hoogtepunt O in
APQR. We hadden al gezien dat de lengtes van de
zijden van AABC precies twee keer zo groot zijn als
die van APQR. Daarom moet de lijn AH van een
hoekpunt naar het hoogtepunt in AABC ook pre-
cies twee keer zo lang zijn als de lijn van het cor-
responderende hoekpunt P naar hoogtepunt O
in APQR. Dus |AH| = 2|PO]| en daaruit volgt dat
AAHZ en APOZ gelijkvormig zijn. We kunnen
hieruit concluderen dat ZAZH = / PZO; in twee
gelijkvormige driehoeken zijn de paren correspon-
derende hoeken immers gelijk. Omdat A, Z en P
natuurlijk op een lijn liggen, moeten de punten H,
Z en O nu ook wel op een lijn liggen, want we zagen
net dat de overstaande hoeken bij Z even groot zijn.
En dat was precies wat we wilden bewijzen: H, O
en Z liggen op een lijn, de rechte van Euler. Boven-
dien krijgen we met onze gelijkvormigheid, waar-
van we de factor weten (die is immers 2), nog een
leuke eigenschap van de rechte van Euler cadeau:
|HZ| = 2|Z0|.

EEN PUNTVERMENIGVULDIGING Laten we
nog eens goed naar het voorgaande bewijs kijken.
Wat hebben we allemaal gebruikt? We hebben ei-
genlijk alleen gebruik gemaakt van een gelijkvor-
migheid en verder natuurlijk wat we weten over
zwaartelijnen, middelloodlijnen en hoogtelijnen.

Op de olympiadetraining leren we een heleboel
andere technieken en trucs die ook handig kunnen
zijn om meetkundeproblemen op te lossen. Een
voorbeeld hiervan is de zogeheten puntvermenig-
vuldiging. Bij een puntvermenigvuldiging worden
er als het ware punten in het vlak ‘verplaatst; eigen-
lijk net zoals bij een translatie (verschuiving) of een
spiegeling.

We duiden een puntvermenigvuldiging vaak
aan met de letter J. Bij een puntvermenigvuldiging
J hoort een punt O, het centrum, en een getalle-
tje (een factor) f. Daarna worden alle punten in het
vlak aan de hand van die twee waarden, O en f, ver-
plaatst!

Dit gaat als volgt. Stel dat we een bepaald punt
X hebben. Dan tekenen we de lijn OX. Op deze lijn
komt ons nieuwe punt terecht, dit noemen we ook
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wel het beeld van X onder J. De gebruikelijke nota-
tie voor dit punt is X'.

Het beeld X' kunnen we natuurlijk niet wille-
keurig op OX kiezen. We moeten het zo kiezen dat

joX'|

Dit is misschien wat abstract. Stel bijvoorbeeld dat
f= 3. Voor een punt X tekenen we de lijn OX. Het
punt X' moet dan op die lijn liggen, zodanig dat het
drie keer zo ver van O af ligt als X zelf. In figuur 3
zie je hier een voorbeeld van.

Verder spreken we af: als f> 0, dan ligt X' aan
dezelfde kant van O als X, maar als < 0, ligt X" pre-
cies aan de andere kant. Je merkt dat ik het geval
f=0oversla. Dat geval is echter niet zo interessant,
omdat alle punten in het vlak dan op O worden ge-
bombardeerd!

Je denkt nu misschien: leuk, zon puntvermenig-
vuldiging, maar wat heb je eraan? Dat laat ik straks
zien aan de hand van de rechte van Euler. Eerst geef
ik wat basale eigenschappen van puntvermenigvul-
digingen:

« het beeld van een lijn is een lijn;

« het beeld van een driehoek is een driehoek
gelijkvormig met het origineel;

« het beeld van een cirkel is een cirkel.

We gaan nog eens terug naar figuur 1 en bekij-
ken de puntvermenigvuldiging, met centrum Z en
factor —1. Wat gaat er gebeuren als we op een aantal
punten deze puntvermenigvuldiging loslaten?

We hebben het punt A van de driehoek. Waar
komt die terecht bij die puntvermenigvuldiging?
We moeten de lijn AZ tekenen, en dan A' zo kiezen
dat A" twee keer zo dicht bij Z ligt als A. Het mid-
den van AZ dus? Nee, omdat de factor negatief is,
moet A' aan de andere kant van Z liggen. Dus A'
ligt op AZ, precies aan de andere kant van Z dan A,
en |AZ| =2|A'Z|.

Kennen wij dit punt ergens van? Ja, dat was pre-
cies het punt P, want we weten van een zwaartelijn
dat hij door het zwaartepunt Z wordt opgedeeld in
twee stukken die tot elkaar staan in een verhouding
2: 1. Dus A gaat over in P. We kunnen net zo laten
zien dat B over gaat in Q, en dat C over gaatin R.

De hele AABC gaat dus over in APQR onder
puntvermenigvuldiging met centrum Z en fac-
tor —1. Maar dat betekent dat het hoogtepunt van
AABC ook overgaat in het hoogtepunt van APQR.
Oftewel, H gaat over in O, met andere woorden,

H' = O. Nu hoeven we alleen nog maar te gebrui-
ken dat bij een puntvermenigvuldiging het origi-
neel, het beeld en het centrum op een lijn liggen.
Dus H, O en Z liggen op een lijn, precies de rechte

ZWAARTELIJNEN IN EEN DRIEHOEK
In iedere driehoek gaan de zwaartelijnen door
één punt en bovendien verdeelt het zwaarte-
punt Z zwaartelijn AP in twee delen die zich
verhouden als

|AZ]
elog
| ZP|

Definieer Z als het snijpunt van AP met BQ.
Omdat PQ een middenparallel is, geldt

AB // PQ. We zien een zandloperfiguur:
AABZ ~ APQZ. Omdat |AB| = 2|PQ),
volgt dat

o148l _|AZ]
|PQ| |zP|

Nu definiéren we Z' als het snijpunt van AP
met CR. Op dezelfde manier krijgen we nu ook
dat |[AZ| :|Z'P| = 2. Omdat Z en Z' beide op
AP en binnen de driehoek liggen, moet nu gel-
den dat Z = Z'. Dus de zwaartelijnen van een
driehoek gaan door één punt en bovendien
hebben we de gevraagde verhouding bewezen.

van Euler. En weer krijgen we direct de verhouding
|HZ| = 2|ZO| erbij.

Zoals je ziet, is het bewijs met behulp van de
puntvermenigvuldiging veel sneller.

NEGENPUNTSCIRKEL In dit artikel hebben we
een bijzondere eigenschap van een driehoek ge-
zien: het hoogtepunt, het zwaartepunt en het mid-
delpunt van de omgeschreven cirkel liggen op een
lijn. In het volgende nummer van Pythagoras zal ik
ndg een bijzondere eigenschap van driehoeken la-
ten zien. Deze bijzondere eigenschap is dat er ne-
gen punten zijn (onder andere de middens van de
zijden) die in iedere driehoek op één cirkel liggen.
Deze cirkel heet daarom de negenpuntscirkel. m

LITERATUUR

Een prachtig meetkundeboek is Geometry Revisited van H.S.M.
Coxeter en S.L. Greitzer. Dit boek is gebruikt bij het schrijven van
dit artikel.
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OLYMPIADE

DE GOEDE INZENDERS VAN JANUARI 2010

178: Anthon van Dijk, Hoofddorp; Arie Heikoop,
Kampen; Jeroen Huijben (klas 3), Theresia Lyceum,
Tilburg; Peter van der Lecq, Utrecht; Justin Szanto

(klas 3), Gymnasium Beekvliet, Sint-Michielsgestel;

Paul van de Veen, Enschede; Jetze Zoethout (klas 4),
Christelijk Gymnasium Beyers Naudé, Leeuwarden.
179: Peter Borg; Mireille Dees (klas 3), Goese Lyceum;
Anthon van Dijk, Hoofddorp; Arie Heikoop, Kampen;
Kai Hugtenburg (klas 2), Barlaesusgymnasium,
Amsterdam; Jeroen Huijben (klas 3), Theresia Lyceum,
Tilburg; Jolien Kerssens (klas 4), Jac. P. Thijsse College,
Castricum; Peter van der Lecq, Utrecht; Pepijn de Maat
(klas 1), Christelijk Gymnasium, Utrecht; Justin Szanto
(klas 3), Gymnasium Beekvliet, Sint-Michielsgestel;

lan Vandelacluze, Ruiselede; Paul van de Veen,
Enschede; Vera de Winter (klas 3), Goese Lyceum; Jetze
Zoethout (klas 4), Christelijk Gymnasium Beyers Naudé,
Leeuwarden.

HOE IN TE ZENDEN?

pytholym@pythagoras.nu

Pythagoras Olympiade, Korteweg-de Vries
Instituut, Universiteit van Amsterdam,
Postbus 94248, 1090 GE Amsterdam

180: Kees Boersma, Vlissingen; Anthon van Dijk,
Hoofddorp; Jeroen Huijben (klas 3), Theresia Lyceum,
Tilburg; Tom Janmaat; Geerard Ponnet (wewi8),
Koninklijk Atheneum, Denderleeuw.

181: Bernard Asselbergs, Leersum; Kees Boersma,
Vlissingen; Anthon van Dijk, Hoofddorp;

Arie Heikoop, Kampen; Jeroen Huijben (klas 3),
Theresia Lyceum, Tilburg; Tom Janmaat;

Stefan Klootwijk (klas 5), Bonhoeffer College, Enschede;
Willem van Loon, Berg en Dal; Christof Steyaer (6Lwii),
Heilig Drievuldigheidscollege, Leuven; Simon Vandevelde
(5wewi8), Edugo campus De Toren, Oostakker;

Paul van de Veen, Enschede; Jetze Zoethout (klas 4),
Christelijk Gymnasium Beyers Naudé, Leeuwarden.

De Irisbonnen gaan naar Jeroen Huijben en

Jetze Zoethout.
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OPGAVE
186 188

Neem het cijfer 1 en zet daar een even aantal drie- De rij van Fibonacciis 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, ...
en achter: 133, 13333, 1333333, 133333333, enzo- In formulevorm: F,, = F,,_; + F,,_, met Fy=F; = 1.
voorts. Waarom is dit nooit een priemgetal? (Een Als a en b twee opeenvolgende getallen van deze
priemgetal is een getal dat alleen maar deelbaar is rij zijn, komt a2 + b% ook voor in de rij. Bewijs dat.

door 1 en zichzelf, zoals 13.)

3333333

OPGAVE
187

Je hebt een 2 x 3 bord met afwisselend witte en
zwarte vakken. Je wilt dit bord veranderen in een
2 x 3 bord waarbij alle witte vakken zwart zijn ge-
worden en omgekeerd. Voor elke stap gelden de
volgende regels:

« precies twee aangrenzende vakken veranderen

van kleur;

31
—
—
8 ; :
« hierbij wordt een zwart vak rood, een rood vak

wordt wit, een wit vak wordt zwart. We gaan uit van een willekeurige driehoek ABC
Een voorbeeld van een eerste stap zie je hieronder. met een punt P daarbinnen. De zwaartepunten van
de driehoeken CPB, APC en BPA noemen we ach-

tereenvolgens X, Y en Z. Toon aan dat driehoek
N XYZ gelijkvormig is met driehoek ABC.

Hoeveel stappen heb je minimaal nodig om de
witte en zwarte vakken te verwisselen?

E%z%ﬁ
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OPLOSSING 178

Kies een getal dat deelbaar is door 17. Haal het laat-
ste cijfer weg en trek het vijfmaal van het overgeble-
vene af. Waarom is het resultaat altijd weer deelbaar
door 172

(Een voorbeeld: kies het getal 442, dat is deel-
baar door 17. Laat de 2 weg en trek dat vijfmaal van
44 af: 44 - 5 x 2 = 34. Inderdaad is 34 weer deel-
baar door 17.)

Oplossing. Noem het begingetal x en laat r het laat-
ste cijfer van dit getal zijn. Dan is x = 10k + r, met k
een zeker geheel getal. Als we het laatste cijfer van

x weghalen, krijgen we k, en als we daar 5 keer het
laatste cijfer van x van aftrekken, houden we

y =k - 5r over. Nu geldt y =%650r = x_l—g’lr. Zowel
x als 51 is deelbaar door 17, dus is ook 10y = x - 51r
weer deelbaar door 17. Omdat 17 een priemgetal is
en 17 4 10, volgt nu 17 | y.

OPLOSSING 179

Gegeven is een vierkant ABCD. Op de zijde AB ligt
het punt E en op het verlengde van AD ligt het punt
F (aan de kant van D). Er geldt: |BE| = |DF| = 13 en
|EF| = 66. Bereken de oppervlakte van ABCD.

Oplossing. Noem de zijde van het vierkant x. Dan
geldt: |[AF| = x + 13 en |AE| = x - 13. In de recht-
hoekige driehoek AEF kunnen we de stelling van
Pythagoras toepassen: (x — 13)2 + (x + 13) = 662.
Haakjes uitwerken geeft 2x? + 2 - 132 = 66% en

zo vinden we uiteindelijk dat de oppervlakte van
ABCD gelijk is aan x“ = 20009.

F
AN
D

66

x=13 E 13 B

180

Vier violisten, twee altisten en twee cellisten willen op
een vaste weekavond (dus geen zaterdag- of zondag-
avond) het octet van Mendelssohn gaan repeteren. Nu
hebben die acht muzikanten, onathankelijk van elkaar,
elk één weekavond waarop ze absoluut niet kunnen.
Wat is de kans dat ze toch een gemeenschappelijke
wekelijkse repetitieavond kunnen vinden?

Oplossing. Het totale aantal manieren waarop de mu-
zikanten elk één weekavond kunnen opgeven is 58 =
390625. Bereken de complementaire kans: de kans dat
elke weekavond ten minste één muzikant bezet is. Als
op maandag de personen 1 en 3 niet kunnen, op dins-
dag persoon 4, op woensdag de personen 2 en 6, op
donderdag persoon 7 en op vrijdag de personen 5 en
8, noteren we dit als ACABECDE (achtereenvolgens
wordt voor de personen 1 tot en met 8 de weekavond
vermeld, A = ma, B =di, C=wo, D = do, E = vr). Het
totale aantal manieren waarbij elke weekavond door
ten minste één muzikant wordt opgegeven, is gelijk
aan het aantal achtletterwoorden waarin elk van de
letters A, B, C, D en E ten minste één keer voorkomt
(overige letters doen niet mee). We onderscheiden
drie gevallen. Eén letter komt 4 keer voor, de overige
letters 1 keer; dit kan op m-% manieren. Fén

letter komt 3 keer voor, één letter 2 keer en de overi-
! !

ge letters 1 keer; dit kan op mﬁ manieren.

Drie letters komen 2 k$er voor en de overige letters

1 keer; dit kan op m % manieren. Als we dit

uitrekenen en bij elkaar optellen, krijgen we 126000.
. 126000 _ 2117

De gevraagde kans is dus1- 250 °c = 2-=.

Bewijs dat voor elk positief geheel getal # geldt dat
n1> - 13 deelbaar is door 32760.

Oplossing. Ontbind 32760 in priemfactoren:
23.32.5.7.13. We moeten bewijzen: §,, = n3(nl% - 1)
is voor elke #n deelbaar door deze priemfactoren. We
laten zien hoe je dit doet voor 32: stel 3 | n. Dan 9 | n?,
dus 0ok 9 | S,,. Als echter 3 + 1, dan schrijven we
n=9k+r,waarr=1,2,4,5,7 of 8. Als we (9 + r)12
uitwerken, vinden we een heleboel termen met een
factor 9 erin en de term r!2. Er geldt dus (9k + 2=
12 (mod 9). We mogen dus aannemen dat n =1, 2, 4,
5,7 of 8. Als we hiervoor 112 - 1 expliciet uitrekenen,
vinden we steeds iets wat deelbaar is door 9, dus geldt
9|, ook als 3 4 n. Dit principe kunnen we herhalen
voor de andere priemfactoren van 32760.
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OPI@SEINGE

BLOKJE OM

De afstanden waarin de
groene pijlen staan en de
afstanden waarin de rode

pijlen staan, zijn gelijk. y

ZWEMBAD VULLEN

i

MASLEINE NGCTRES N RY

- Noem de vulsnelheid V. De leegsnelheid

Het huizenblok is dus 80
meter lang.

LUCIFERS

Y

is dan iV. Het volume van het zwembad
ZisdusZ=V-1=V.
Als na t uur de tweede pomp aanslaat, geldt
t-V+(Z-0(V-1V)=Z=V.Dust=.

De tweede pomp is dus om half negen

Hieronder staan twee oplossingen:

aangeslagen.

STAPPEN

Je kunt eindigen in de rode punten.
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GEOMAGISCH
VIERKANT

m door Lee Sallows

In een magisch vierkant is de som van de getallen in alle rijen, kolom-
men en de twee diagonalen hetzelfde. In een geomagisch vierkant staan
geen getallen, maar figuren. Met de figuren in iedere kolom, rij en dia-
gonaal moet steeds dezelfde vorm (het doel) worden gelegd.
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Magische Legpuzzel

© Lee Sallows

In een gewoon geomagisch vierkant liggen de stukken los van elkaar, elk in
zijn eigen hokje. Maar dat hoeft niet, zoals in deze Magische legpuzzel is te
zien: 16 stukken passen perfect in elkaar om een groot vierkant te vormen.
Zo'n constructie noem ik ‘self-interlocking’ oftewel ‘zelf in elkaar grijpend'.
De puzzel is om de stukken zodanig te herschikken dat een nieuw self-inter-
locking geomagisch vierkant ontstaat. Er zijn 64 verschillende oplossingen.




