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'STATISTISCHE VERWERKING VAN 
GEGEVENS EN HET INLICHTEN VAN 
POLITICI IS EEN MOOIE COMBINATIE'
Sommige wiskundigen sleutelen mee aan over-
heidsbeleid. Een daarvan is Helmuth Götz: hij 
werkt bij de Inspectie Verkeer en Waterstaat en is 
de hoofdpersoon in de laatste aflevering van het 
thema ‘beroepen’.
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'WEES EEN MAGIER'
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■ door Dick Beekman en Jan Guichelaar

KLEINE NOOTJES

VERSLETEN NUMMERS
Willem loopt in een straatje met aan 
elke kant 15 huizen. Hij is op zoek 
naar nummer 30. Aan de ene kant van 
het straatje zijn alle huisnummers 
door slijtage niet meer zichtbaar. Aan 
de andere kant kan Willem van en-
kele huizen nog iets herkennen van 
het huisnummer: in volgorde ziet hij 
op vijf huizen de cijfers 6, 8, 8, 4 en 6. 
Kan Willem nummer 30 vinden? 
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NEGATIEVE BREUK?
Hoe zit het met de som op het blaadje 
hiernaast? 
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Kleine nootjes zijn eenvoudige opgaven die weinig of geen 
wiskundige voorkennis vereisen om opgelost te kunnen worden. 
De antwoorden vind je in het volgende nummer van Pythagoras. 

BREUKEN
Maak van de cijfers 2, 3, 4, 5, 6, 
7, 8 en 9 vier breuken (bijvoor-
beeld  of ). Gebruik elk cij-
fer precies één keer. Probeer een 
zo groot mogelijke som van deze 
vier breuken te krijgen. En ook 
een zo klein mogelijke. 
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MUNTSPEL
Kees en Mira hebben elk een munt. De munt van 
Kees is niks bijzonders: op de ene kant ‘kop’ en 
op de andere kant ‘munt’. De munt van Mira heeft 
geen kop en munt, maar heeft op de ene kant het 
cijfer ‘1’ en op de andere kant het cijfer ‘2’.
Kees en Mira werpen tegelijkertijd hun munt 
op. Bij de uitkomst ‘kop 1’ krijgt Kees 1 euro van 
Mira, bij ‘munt 1’ krijgt Mira 1 euro van Kees. 
Als Mira’s munt op ‘2’ valt, zijn de bedragen 2 
euro. Wat is de kans dat Mira op winst staat, na-
dat ze twee keer met beide munten hebben ge-
gooid? 

ÉÉN KEER WEGEN
Angelique heeft een doos met 100 identieke knik-
kers. Ze gooit er één bij, die er hetzelfde uitziet, 
maar een iets afwijkend gewicht heeft. Pierre zegt 
tegen haar: ‘Maak er twee hopen van. Ik kan ver-
volgens met één weging op een balans uitmaken 
in welke van de twee hopen de afwijkende knik-
ker zit.’ Hoe doet Pierre dat? 
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Sommige wiskundigen sleutelen mee aan overheidsbeleid. Helmuth Götz werkt bij de 
Inspectie Verkeer en Waterstaat en levert daar statistisch onderbouwde rapportages 
over de veiligheid op het spoor.
 door Alex van den Brandhof en Jan Guichelaar

Wie?  Drs. Helmuth Götz (1965)  
Wat?  Senior adviseur/specialist
Waar?   Inspectie Verkeer en Waterstaat, 

Utrecht
Studie:   Wiskunde, Universiteit van  

Amsterdam  
Middelbare school: St. Michaël College, Zaandam

‘STATISTISCHE 
VERWERKING 
VAN 
GEGEVENS 
EN HET 
INLICHTEN 
VAN POLITICI 
IS EEN MOOIE 
COMBINATIE’

WISKUNDIGE ALS 
RIJKSAMBTENAAR:

Wij ontmoeten Helmuth Götz in een kantoorge-
bouw bij station Utrecht, waar meerdere rijksin-
specties een of meer verdiepingen bezetten. Götz 
studeerde wiskunde aan de Universiteit van Am-
sterdam. Na zijn studie had hij diverse betrekkin-
gen, onder andere in het onderwijs en aan de TU 
Delft, waar hij zich, veel meer dan tijdens zijn stu-
die aan de UvA, bezighield met toegepaste wis-
kunde. Vanaf 1998 werkt hij aan de spoorwegvei-
ligheid. Eerst als consultant bij ingenieursbureau 
Holland Railconsult (nu Movaris), sinds 2001 als 
analist bij het NS-onderdeel RailNed. Sinds 2003 
werkt Götz bij de afdeling voor de spoorwegveilig-
heid van de Inspectie Verkeer en Waterstaat.

De wiskunde die bij het werk van Götz komt  
kijken, betreft vooral modellering en statistiek.  
‘Ik maak niet alle risicomodellen zelf,’ vertelt Götz. 
‘Verschillende onderzoeksbureaus werken voor 
ons. Natuurlijk moet ik veel weten van modellen.  
Ik moet de berekeningen van de wiskundige mo-
dellen immers terugvertalen naar de werkelijkheid. 
De rapporten die ik schrijf worden niet alleen door 
beta’s gelezen; iedereen moet snappen wat er staat.’

Een belangrijke basis voor Götz’ werk is de door 
de Tweede Kamer vastgestelde Tweede Kadernota 
Railveiligheid - Veiligheid op de Rails uit 2004. Daar-
in staan doelstellingen om te komen tot een grote-
re veiligheid op het spoor, in het bijzonder natuur-
lijk om het aantal ongelukken op en rond het spoor 
verder te verminderen. ‘Alle gevaren wegnemen en 
het aantal slachtoffers tot nul reduceren, kunnen we 
niet,’ zegt Götz, ‘maar we kunnen wel veel van de 
risico’s onderkennen en via zogenaamde foutenbo-
men de bepalende factoren en hun grootte inschat-
ten. Het restrisico is genormeerd en geaccepteerd 
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door de Tweede Kamer en wordt jaarlijks geëvalu-
eerd door de Inspectie.’

In figuur 1 staat de top van de boom die de In-
spectie hanteert. De opgetreden letsels (doden en 
zwaar gewonden) in het Nederlandse spoorwegsys-
teem in de periode 2002-2009 zijn verdeeld over 
de diverse typen risicodragers. ‘Het maakt natuur-
lijk heel wat uit of je reiziger bent of bij het spoor 
werkt,’ vertelt Götz.

De blauwe vakjes geven de mogelijke ongeval-
typen aan voor reizigers. De uitsplitsingen voor de 
andere risicodragers staan in aparte deelbomen, 
hier gesymboliseerd door harkjes.

In de gele vakjes staan de hazards, of gevaarzet-
tingen die hoofdoorzaak kunnen zijn van de on-
gevallen. In de figuur zijn de hazards bij het onge-
valtype botsing afgebeeld. ‘Het benoemen van de 
hazards is belangrijk, omdat op dit niveau inspec-
ties invloed hebben. Door goed gekozen inspecties 
proberen we bijvoorbeeld het aantal passages van 
rode seinen terug te dringen,’ aldus Götz. ‘Met be-
hulp van de boomstructuur kunnen we de hazards 
ordenen op belangrijkheid en de effectiviteit van 
onze inspecties verhogen.’ 

TRENDANALYSE Jaarlijks schrijft Götz, met bij-
dragen van vele anderen, een trendanalyse, waarin 
de diverse risico’s worden vergeleken met de doel-
stellingen uit de Kadernota. Uit een la trekt hij een 
rapport en toont ons een tabel met daarin de aan-
tallen doden (letaal letsel is een verwonding ten 
gevolge van een ongeval waaraan iemand binnen 
30 dagen overlijdt) en gewonden bij het spoor van 
1999 tot en met 2008, zie figuur 2.

In deze tabel kom je het begrip reizigerskilometers 
tegen. Elke passagier die aan boord van een trein 
een kilometer aflegt, telt als één reizigerskilometer. 
Als een drukke intercity gedurende de reis van Am-
sterdam naar Groningen (circa 200 kilometer) rond 
de 500 passagiers aan boord heeft, levert dat dus al 
100.000 reizigerskilometers op. Als formule opge-
schreven:   

                              . 

Hierin is N het totaal aantal reizigers, i geeft de i-de 
reiziger aan en ai is het aantal door reiziger i afge-
legde kilometers. Het aantal reizigerskilometers is 
in de laatste honderd jaar ruwweg lineair toegeno-
men, met een grote dip tijdens de Tweede Wereld-
oorlog.

Een risico rj voor jaar j op dodelijke slachtoffers 
is als volgt gedefinieerd:

               . 

Het 5-jaarsgemiddelde in jaar j van het risico is 

                          . 

In figuur 3 zie je het risico op dodelijke slachtoffers 
over tien jaren. De rode lijn (r = 0,15) geeft het in de 
Kadernota vastgestelde maximaal aanvaardbare risico 
in 2010 aan. De zwarte lijn geeft elk jaar het 5-jaars-
gemiddelde aan, dus de hoogte van de lijn in bijvoor-
beeld 2004 is het gemiddelde risico over de jaren 2000, 
2001, 2002, 2003, 2004. Het 5-jaarsgemiddelde blijft 
de hele periode onder de rode lijn, dus het voor 2010 

Figuur 1  Een foutenboomstructuur
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beoogde doel is al eerder bereikt. Voor het aantal ge-
wonden geldt dit niet, zoals te zien is in figuur 4. Hier-
bij lijkt de doelstelling nog ver weg.

Wat betreft het aantal dodelijke ongevallen lijkt 
alles dus te kloppen, maar in hoeverre bewijst zo’n 
grafiek dat dit in de toekomst ook zo zal blijven? 
Immers, het 5-jaarsgemiddelde ligt wel helemaal 
onder de rode lijn, maar er zijn pieken naar boven 
en beneden. Is de geruststellende trend wel duur-
zaam, of kan een uitschieter net zo makkelijk in 
de komende jaren de rode lijn overschrijden? Die 
vraag stelde men zich op het ministerie ook. Götz: 
‘We gaan de conclusie ‘duurzaam gehaald’ met een 
statistische analyse nader onderbouwen.’ 

HYPOTHESE TOETSEN Daarvoor is het aantal 
dodelijke slachtoffers over een iets grotere periode 
bekeken, zie figuur 5. Door de punten in de grafiek 
wordt een gladde lijn getrokken, de regressielijn. Er 
zijn meerdere wiskundige methoden om zo’n lijn 
te berekenen, maar het komt er altijd op neer, dat 
je het totaal van de verticale afwijkingen tussen de 
punten en de lijn zo klein mogelijk maakt. Door 
de punten van de laatste zeven jaar is ook nog de 
trendlijn getrokken (rood in de grafiek).

Als je een methode hebt gekozen om een regres-
sielijn te berekenen, kun je ook berekenen met wel-
ke waarschijnlijkheid punten in volgende jaren ver 
van de lijn terecht zullen komen. Natuurlijk kun je 
met een wiskundige berekening de toekomst niet 
afdwingen, maar de berekening van de regressielijn 
zelf bevat ook al een veronderstelling over hoe de 
punten statistisch gezien ‘op en neer springen’ ten 
opzichte van de lijn. Zulke prognoses blijken in de 
praktijk vaak vrij goed te werken.

Je kunt daarom een 95% betrouwbaarheidsinter-
val berekenen: de boven- en ondergrens waartus-
sen de volgende punten met 95% waarschijnlijk-

heid zullen vallen. De marge tussen deze onder- en 
bovengrens geeft ook aan hoe betrouwbaar de re-
gressielijn is: is het interval heel smal, dan is de re-
gressielijn ‘hard’, is het interval breed, dan is de re-
gressielijn eigenlijk heel fuzzy en kan je er eigenlijk 
ook geen trend uit afleiden.

Wiskundigen kunnen heel precies statistisch 
toetsen, of de trend die de rode lijn aangeeft echt is 
(dus iets zegt over de nabije toekomst) of gewoon 
toeval is. De kans dat die trend gewoon een gril van 
het toeval is, heet de p-waarde. Vaak eist men dat 
de p-waarde hoogstens 0,05 is om een trend serieus 
te nemen. Let wel: de kans dat je onterecht denkt dat 
er een trend in het aantal ongevallen is, is dan nog 
steeds 0,05 : 1 ofwel 1 : 20.

Een probleem bij een dergelijke toets is dat één 
getal al een behoorlijke invloed kan hebben op het 
eindresultaat, vooral als er slechts weinig waarne-
mingen zijn en de meeste de waarde nul hebben. 
Een mooi voorbeeld zie je in figuur 6 (het letale ri-
sico van de rangeerders).

In de laatste zes jaar zijn er geen slachtoffers ge-
vallen, alleen zeven jaar geleden is één rangeerder 
omgekomen. Dit ene getal domineert het betrouw-
baarheidsinterval van het gemiddelde. Volgens de 
statistische toets is dit resultaat negatief, de boven-
rand van het grijze betrouwbaarheidsinterval steekt 
immers ver boven de rode doelstelling uit.

Maar de keuze om zeven jaar terug te kijken is 
tamelijk willekeurig. Als we maar zes jaar hadden 
teruggekeken, waren alle waarden nul geweest en 
hadden het gemiddelde en het betrouwbaarheids-
interval onder de doelstelling gelegen. Dit geeft wel 
aan, dat min of meer toevallige keuzes een grote in-
vloed kunnen hebben op de uitkomst. 

EUROPESE ONTWIKKELINGEN Tegenwoor-
dig bemoeit ook ‘Europa’ zich met de veiligheid op 

jaar   ‘99   ‘00   ‘01   ‘02   ‘03   ‘04   ‘05   ‘06   ‘07   ‘08 
reizigerskilometer ( x miljard)   14,3   14,8   14,6   14,5   14,0   14,3   14,9   15,6   16,4   16,5 
letaal letsel   0   1   2   1   0   2   0   1   0   1 
gewond   96   108   104   87   123   138   126   182   85   62 
risico per jaar   0,00   0,07   0,14   0,07   0,00   0,14   0,00   0,06   0,00   0,06 
5-jaarsgemiddelde   0,04   0,06   0,08   0,07   0,05   0,08   0,07   0,05   0,04   0,05 

Figuur 2  Letsel en risico reizigers 1999-2008

Figuur 4  Gewonde reizigers 1999-2008Figuur 3  Een grafische weergave van de tabel 
in figuur 2: letsel en risico reizigers 1999-2008
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het spoor. Ook het Europees Parlement heeft veilig-
heidsdoelen vastgesteld, en de lidstaten overleggen 
hierover onder leiding van het Europees Spoorweg-
bureau in Lille. Götz: ‘Namens Nederland heb ik 
bijgedragen aan het harmoniseren van de gebruikte 
definities en het formuleren van gemeenschappelij-
ke doelstellingen.’

De Europese aanpak is in grote lijnen hetzelfde 
als de Nederlandse aanpak tot nu toe, maar in de 
uitwerking een stuk ingewikkelder. Ook Europa on-
derscheidt risicodragers en genormeerde doelstel-
lingen, maar deze worden met behoorlijk uitgebrei-
de formules geformuleerd en geëvalueerd. Götz: 
‘Om deze rekenwijze te begrijpen en uit te voeren, 
komt mijn wiskundige achtergrond goed van pas.’

WERKEN VOOR DE MINISTER Daarnaast 
komt Götz regelmatig in nauw contact met de lan-
delijke politiek, en hij waardeert die afwisseling: ‘Ik 
heb nooit een baan als zuiver wiskundige aan de 
universiteit geambieerd. Hier bij de Inspectie heb 
ik een prachtige baan, waarbij de algemene vaar-
digheden uit mijn wiskundestudie heel goed van 
pas komen om de veiligheid op en rond het spoor 
te verbeteren. Zo doe ik waardevol werk met direct 
maatschappelijk nut.’

Als de minister van Verkeer en Waterstaat een 
algemeen overleg in de Tweede Kamer heeft, met 
de commissie voor Verkeer en Waterstaat, is Götz 
soms aanwezig om de minister van informatie te 
voorzien. Daarnaast moet hij niet zelden Kamer-
vragen aan de minister beantwoorden. Een recent 
voorbeeld is het overleg over de ernstige botsing 
tussen twee goederentreinen bij Barendrecht, op 24 
september 2009. Deze was het gevolg van het passe-
ren van een rood sein door één van de treinen. 

Naast de directe gevolgen voor de betrokkenen, 
heeft zo’n ongeval ook politieke gevolgen. De On-
derzoeksraad voor veiligheid, de media, de vak-
bonden, allemaal hebben ze kritiek op de aanpak 
van het probleem van het passeren van rode seinen. 
De kamerleden stellen, mede op basis hiervan, kri-
tische vragen aan de minister. Tijdens het overleg 
met de Kamer legt de minister verantwoording af 
over wat er tot nu toe is gebeurd en komt hij met 
extra maatregelen om het probleem nog beter aan 
te pakken. Götz: ‘Wij ondersteunen de minister 

hierbij door alle feiten rond de botsing en rond het 
probleem van roodseinpassages te verzamelen en te 
adviseren over vervolgmaatregelen. Alle mogelijke 
vragen van kamerleden worden geïnventariseerd en 
voor iedere vraag bereiden wij in steekwoorden een 
antwoord voor.’ 

Figuur 6  Risico rangeerders 1991-2009. De afge-
lopen zes jaar zijn geen rangeerders omgekomen. 
De doelstelling voor 2010 is dus bereikt. Maar we-
gens de – statistisch bezien – grote variatie tussen 
1 dode in 2003 en 0 in de jaren erna, is er geen be-
trouwbare trend. 

Figuur 5  Trend in het reizigersrisico 1991-2009. 
Rode stippellijn: doelstelling uit de Kadernota. Grij-
ze gebied: betrouwbaarheidsinterval. Punten in de 
nabije toekomst zullen met een zekerheid van 95% 
tussen deze onder- en bovengrens liggen. In me-
nig jaar valt geen enkel dodelijk slachtoffer. De laat-
ste flinke treinramp in Nederland was in 1992 bij 
Hoofddorp, met 5 doden en 33 gewonden.
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Over de som van de cijfers van een priemgetal

De verzameling priemgetallen, getallen groter dan 1 
die enkel door 1 en zichzelf deelbaar zijn, is onein-
dig groot. Dat bewees de Griek Euclides al, zo'n 300 
jaar voor Christus. Natuurlijk zijn op het getal 2 na 
alle priemgetallen oneven: elk even getal groter dan 
2 is deelbaar door 2 en dus niet priem.

Talloze problemen waar getaltheoretici zich mee 
bezig houden, gaan over priemgetallen en vele daar-
van zijn tot op de dag van vandaag onopgelost. 
Neem bijvoorbeeld het beroemde Vermoeden van 
Goldbach, dat stelt dat elk even getal groter dan 2 te 
schrijven is als de som van twee priemgetallen. Of 
neem de priemtweelingen: bestaan er oneindig veel 
priemgetallen p waarvoor geldt dat p + 2 eveneens 
priem is? Nog een voorbeeld: bestaan er oneindig 
veel priemgetallen van de vorm 2n – 1, de zogehe-
ten Mersenne-priemgetallen? En nog één: bestaan 
er oneindig veel priemgetallen die, in hun decima-
le schrijfwijze, het cijfer 7 niet bevatten? De mees-
te wiskundigen denken dat deze vermoedens waar 
zijn, maar niemand weet het zeker.

Gemiddeld genomen komt het even vaak voor 
dat de som van de cijfers van priemgetallen even 
is, als oneven. Dat hebben twee Franse wiskundi-
gen bewezen.

De Russische wiskundige Aleksandr Osipovich 
Gelfond formuleerde in 1968 een vermoeden over 
de som van de cijfers van een priemgetal. Er zijn 25 
priemgetallen onder de 100: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 
23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 
83, 89, 97. Als je de cijfers van elk priemgetal bij el-
kaar optelt, krijg je het volgende rijtje getallen: 2, 3, 
5, 7, 2, 4, 8, 10, 5, 11, 4, 10, 5, 7, 11, 8, 14, 7, 13, 8, 
10, 16, 11, 17, 16. Van deze getallen zijn er 13 even 
en 12 oneven; de verhouding tussen het aantal even 
en oneven getallen is dus nagenoeg fifty-fifty. Gel-
fond vroeg zich af of die fifty-fifty verhouding al-
tijd geldt. Hij dacht van wel, maar kon het niet be-
wijzen. Waarom zouden er, op den duur, niet méér 
priemgetallen zijn waarvan de som van de cijfers 
even is?

Nu, 42 jaar later, hebben Christian Mauduit en 
Joël Rivat, twee wiskundigen van het Institut de 
Mathématiques de Luminy (CNRS/Université de la 
Méditerranée) in Frankrijk, bewezen dat Gelfond 
het inderdaad bij het rechte eind had: gemiddeld 
genomen komt het even vaak voor dat de som van 
de cijfers van priemgetallen even is, als oneven. Het 
resultaat van Maudit en Rivat geldt in elk talstelsel, 
niet alleen het tientallige. 

Wiskundemeisjes in Oslo
In de vorige Pythagoras meldden we dat de Ameri-
kaanse getaltheoreticus John Torrence Tate dit jaar de 
Abelprijs heeft gewonnen. Inmiddels is de uitreiking 
achter de rug. Op 25 mei ontving Tate uit handen van 
koning Harald V van Noorwegen de prestigieuze wis-
kundeprijs. De Wiskundemeisjes, Ionica Smeets en 
Pythagorasredacteur Jeanine Daems, waren erbij. Op 
de Abelparty presenteerden zij een wiskundeshow. Io-
nica en Jeanine: ‘Er waren een boel Noorse hooglera-
ren uit alle vakgebieden. Tate zelf en de Amerikaanse 
ambassadeur zaten op de eerste rij, heel spannend! 
Het ging gelukkig heel goed. Tates vrouw was blij dat 
ze eindelijk een van de praatjes helemaal kon begrij-
pen en Tate maakte ons zowaar een complimentje!’ 

John Tate poseert met de Wiskundemeisjes (Jeani-
ne links, Ionica rechts). Foto: Karen Aardal
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Wiskundemeisje promoveert
Wiskundemeisje Ionica Smeets verdedigt op 16 
juni 2010 haar proefschrift On continued fraction 
algorithms in het Academiegebouw van de Uni-
versiteit Leiden.

Een kettingbreuk is een breuk in een breuk in een 
breuk, enzovoorts. Zo ziet de kettingbreuk voor π 
er bijvoorbeeld uit: 

      

  

                  

In de breuk heb je steeds een 1, een deelstreep, een 
positief geheel getal en dan weer een nieuwe breuk 
die begint met een 1. Dit soort kettingbreuken he-
ten reguliere kettingbreuken. Irrationale getallen 
(getallen die niet als een gewone breuk te schrijven 
zijn) kun je op precies één manier schrijven als on-
eindig lange kettingbreuk.

Er bestaan verschillende manieren om ketting-
breuken te vinden. Ionica Smeets bestudeerde de 
afgelopen jaren diverse soorten kettingbreuken en 
verzon een nieuwe techniek, die ze quilting noemt, 
naar de naaiwerkjes. ‘Je hebt een gebied in een 
vlak, waarvan de vorm door een aantal parame-
ters wordt gedefinieerd. Je wilt weten hoe dat ge-
bied eruit ziet als je zo'n parameter verandert. Met 
behulp van knip-en-plakwiskunde voorspellen we 
hoe de rechthoekjes van die vorm zich verplaat-
sen. Het idee is dat als door je verandering ergens 
iets weg gaat, er ergens anders iets bij komt; het is 
heel speelse wiskunde. En met die lapjesdeken kun 
je grappig genoeg heel sterke beweringen bewijzen. 
We dachten eerst dat we ons artikel erover niet ge-
publiceerd zouden krijgen vanwege dat ‘quilten’ in 
de naam, maar dat is inmiddels toch gebeurd.’

Hoe het ‘quilten’ in zijn werk gaat, kun je lezen 
in Ionica's proefschrift On continued fraction algo-
rithms (met toegankelijke Nederlandse samenvat-
ting), dat op haar website is te vinden:  
http://ionica.nl/Promotie.

De scheve bol van Brussel
De restauratie van het Atomium in Brussel is 
slordig gebeurd. Een van de negen bollen is zijn 
wiskundige perfectie kwijt.

Het 102 meter hoge Atomium werd gebouwd voor 
de Wereldtentoonstelling in 1958 in de Belgische 
hoofdstad. Als je vanuit het restaurant in de bo-
venste bol naar beneden kijkt, zie je een bol met 
schaamteloos foutief aangebrachte dekplaten. Dat 
ontdekte wiskundige Dirk Huylebrouck.

Een paar jaar geleden zijn restauratiewerkzaam-
heden uitgevoerd aan het Atomium, dat bestaat uit 
48 driehoekige platen, afgelijnd door negen gro-
te, cirkelvormige stroken. Waar die stroken elkaar 
snijden, zien we vierkanten, zeshoeken of achthoe-
ken. Vóór de restauratie waren die veelvlakken keu-
rig regelmatig en de grote cirkels waren netjes op-

gebouwd uit rechthoekige stroken. Maar nu is een 
van de zeshoeken onregelmatig geworden en de 
stroken die ernaartoe leiden zijn duidelijk scheef: 
het zijn trapezia geworden. De bol lijkt bovendien 
ook niet meer mooi in de as van de buis te liggen.

De inzet toont de scheve zeshoek...
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De hoekpunten van een gelijkzijdige driehoek, een vierkant, een pentagon en een regel-
matige zeshoek liggen altijd op een cirkel. Dit geldt voor alle regelmatige n-hoeken. Hier-
door kon Frank Roos een fraaie eigenschap van regelmatige n-hoeken bewijzen: als je de 
diagonalen in zo'n figuur trekt, zijn alle onderlinge hoeken een veelvoud van 180°/n.
 door Frank Roos

GEKWANTISEERDE 
HOEKEN

MIDDELPUNTSHOEK EN OMTREKSHOEK 
Een deel van een cirkel heet een (cirkel)boog, 
bijvoorbeeld boog AB (A en B zijn willekeurige 
punten op de cirkel). Bij elke boog AB hoort een 
middelpuntshoek AMB. Punt C is een willekeu-
rig punt op de cirkel buiten boog AB. Hoek ACB 
heet een omtrekshoek. 

Er geldt altijd dat de middelpuntshoek twee 
keer zo groot is als de omtrekshoek. Dit is ge-
makkelijk in te zien. Stel AMB = 2 . We tonen 
aan dat ACB = . Trek daartoe de rode lijn van 
M naar C. Dit creëert twee gelijkbenige driehoe-
ken, waarvan we de tophoeken  en  noemen. 

Nu geldt: 2  +  +  = 360°, ofwel  
 = 180° – (  + ). Ook geldt:  
ACB = 90° –  + 90° –  = 180° – ( + ). 
Deze stelling wordt toegepast in dit artikel. 

In figuur 1 zie je een regelmatige zevenhoek met 
zijn omgeschreven cirkel. Als je uit één hoekpunt 
de vier diagonalen trekt, ontstaan vijf gelijke om-
trekshoeken. Omdat de zevenhoek regelmatig is, 
zijn alle middelpuntshoeken even groot: 360°/7. 
Elke omtrekshoek is twee keer zo klein (zie het ka-
der); de omtrekshoeken zijn dus allemaal 180°/7. 
Dit geldt algemeen: trek je vanuit een hoekpunt van 
een regelmatige n-hoek de n – 3 diagonalen, dan 
zijn de n – 2 omtrekshoeken die zo ontstaan, alle-
maal 180°/n. 

Trek vervolgens de n(n – 3)/2 diagonalen van-
uit alle n hoekpunten en verleng alle diagonalen en 
zijden. Er ontstaat dan een wirwar van lijnen. Voor 
een regelmatige zevenhoek levert dit figuur 2 op. 

Stelling. Bij een regelmatige n-hoek snijden alle  
diagonalen elkaar onder hoeken die veelvouden 
van 180°/n zijn. Hetzelfde geldt voor de hoeken 
tussen de zijden en de hoeken tussen de diagona-
len en zijden. 

Je kunt zeggen, dat 180°/n de natuurlijke eenheids-
hoek un voor de regelmatige n-hoek is. In figuur 2 
zijn volgens de stelling alle hoeken een veelvoud 
van 180°/7 = 

HET BEWIJS Om in te zien dat de stelling geldt, is 
het voldoende om de hoek tussen twee willekeurige 
diagonalen te berekenen zonder dat je een aanname 
doet over hun onderlinge positie. Dat gaat als volgt 



 un   hoeken   som van de hoeken
regelmatige n-hoek   180°/n   180°(1 – 2/n) = (n – 2)un   n(n – 2)un 
gelijkzijdige driehoek   60°     60° = 1u3   180° =   3u3 
vierkant   45°     90° = 2u4   360° =   8u4 
pentagon   36°   108° = 3u5   540° = 15u5 
regelmatige zeshoek   30°   120° = 4u6   720° = 24u6 
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(in figuur 3 is een regelmatige 17-hoek getekend, 
maar je kunt makkelijk nagaan, dat alles wat volgt, 
geldt voor elke regelmatige n-hoek).

We berekenen de hoek  tussen twee diagonalen. 
Verbind de twee punten op de omtrek A en B, zodat 
een driehoek ontstaat met hoeken ,  en . De hoe-
ken  en  zijn omtrekshoeken. We hadden in het ka-
der al gezien dat een omtrekshoek tussen twee hoek-
punten die naaste buren zijn, altijd 180°/n is, omdat 
de bijbehorende middelpuntshoek altijd 360°/n is. Net 
zo is een middelpuntshoek naar twee hoekpunten op 
onderlinge afstand 1, 2, ..., k hoekpunten gelijk aan  
1  360°/n, 2  360°/n, ..., k  360°/n, dus is de bijbe-
horende omtrekshoek 1  180°/n, 2  180°/n, ...,  
k  180°/n. Dus is  = k 180°/n en  = k'  180°/n, 
met k en k' geheel en kleiner dan n – 2.

Figuur 1

Figuur 2 Figuur 3
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OPGAVEN
1.  Waardoor komen in een regelmatige zeven-

hoek geen hoeken voor met de grootte 6u7  
(u7 = )?

2.  Is er enige ordening in figuur 4 te vinden? Het 
eerste wat opvalt, is dat de lijnen groepsgewijs 
evenwijdig lopen. We kunnen hier 7 bundels 
van evenwijdige lijnen ontdekken. Hier zie je 
één zo'n bundel.

3.  Zie figuur 5. Hier komt onmiddellijk de vraag 
naar boven: wat is de onderlinge afstand van 
die lijnen? Bij een regelmatige n-hoek waarbij 
n even is, is er een extraatje. Kijk bijvoorbeeld 
naar de regelmatige achthoek. Hier zie je het 
aantal bundels verdubbelen.

4.  Zie figuur 6. Hoe ver moet je een zijde of di-
agonaal verlengen om geen snijpunten meer 
te krijgen? Je gaat kennelijk op zoek naar twee 
rechten die de kleinste hoek met elkaar maken, 
hier u7. Dat snijpunt ligt het verste weg.

5.  Zie weer figuur 6. Kun je de afstand van een 
hoekpunt tot het verste snijpunt uitdrukken 
in de lengte van een zijde? Om je even op weg 
te helpen: de kleinste hoek tussen de twee ge-
tekende rechten is natuurlijk 180°/7, zoals je 
hebt gezien. Verder heb je wat goniometrie 
nodig. Kun je het ook voor een regelmatige n-
hoek waarin alle diagonalen getekend zijn?

De som van de hoeken van een driehoek is 180°, 
dus + +  = 180°, waaruit volgt dat  
k  180°/n + k'  180°/n +  = n  180°/n, ofwel  

 = (n – k – k')  180°/n.
Omdat k, k' en n gehele getallen zijn, is  altijd 

een geheel veelvoud van 180°/n. 

SYMMETRIE Maak, als je alle hoeken in een re-
gelmatige n-hoek wilt berekenen, gebruik van ro-
tatie- en spiegelsymmetrie. De rotatiesymmetrie 
verkleint het aantal te berekenen hoeken met een 
factor n en de spiegelsymmetrie met een factor 2. 
Zie de tabel onderaan pagina 11. 

KWANTISATIE Een natuurkundige zou zeggen, 
dat de hoeken gekwantiseerd zijn: ze kunnen al-
leen scherp bepaalde waarden aannemen, niet een 
grootte daar tussenin. Als je bijvoorbeeld atomen 
bestudeert, blijken veel grootheden gekwantiseerd: 
de energie of de spin (‘hoeveelheid rotatie’) van het 
atoom kan alleen bepaalde waarden aannemen die 
door middel van natuurlijke getallen beschreven 
worden. Zo'n telgetal noemt een natuurkundige 
dan een kwantumgetal. Zo kun je hier ook, als een 
hoek bijvoorbeeld 4u7 is, 4 het kwantumgetal noe-
men. Daarom stel ik voor deze stelling de Kwantisa-
tiestelling bij de regelmatige n-hoek te noemen. 

MOGELIJKE DRIEHOEKEN Een driehoek in fi-
guur 2 kun je aanduiden met zijn drie kwantumge-
tallen, die de grootte van zijn hoeken aangeven, bij-
voorbeeld {1, 1, 5}. Die getallen moeten samen dus 
7 zijn. Voor de driehoeken in figuur 2 heb je dan de 
mogelijkheden {1, 1, 5}, {1, 2, 4}, {1, 3, 3} en  
{2, 2, 3}. De volgorde van de kwantumgetallen 
speelt geen rol. Je kunt nu zelf onderzoeken of alle 
mogelijke driehoeken wel of niet gerealiseerd zijn 
bij de regelmatige zevenhoek.

Ga ook eens na welke vier-, vijf- en zeshoeken in 
de figuur mogelijk zijn. De zevenhoek kan natuur-
lijk maar op één manier: {1, 1, 1, 1, 1, 1, 1}. 

Figuur 4
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Het antwoord op vraag 1: de som van de hoeken in 
een driehoek is 180° = 7u7. Twee hoeken zijn sa-
men al ten minste 2u7. Dan kan de grootste hoek 
maximaal slechts 5u7 zijn. Een dergelijke redene-
ring geldt in andere voorkomende k-hoeken  
(4 \le k ≤ n).

De antwoorden op de andere vragen geven we 
hier niet. Ze zijn een uitdaging om zelf je tan-
den in te zetten!

Figuur 5

Figuur 6
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Het is alweer een tijd geleden, maar wiskunde is voor de eeuwigheid. Daarom komen 
we nog een keer terug op de priemaire breuken uit de april- en juninummers 2008. Stijn 
Duijzer, student wiskunde aan de Technische Universteit Twente, vond een andere manier 
om priemaire driebreuken te vangen.
 door Stijn Duijzer

NOG EENS PRIEMAIRE 
DRIEBREUKEN VANGEN

In Pythagoras 47-6 (juni 2008) wordt uitgelegd hoe 
je alle priemaire tweebreuken kunt vangen. Dat is 
simpel, want 

,  

dus 

 ,   ,   , 

enzovoort. 
Maar het vangen van priemaire driebreuken 

bleek volgens de daar gegeven 
methode heel wat omslachtiger. Je moest dan onder 
meer alle delers van 1 + c2 vinden, wat voor grote 
waarden van c niet makkelijk is. Als c héél erg groot 
wordt, is dit zelfs voor een computer een moeilij-
ke klus. Daarom geef ik in het hierna volgende een 
elegantere methode. 

Begin met het drietal 

 (a, b, c) = (1, –2, –3).  (1) 

Dit levert een priemaire driebreuk, want 

 

De volgende twee drietallen vind je door (1) in te 
vullen in
 

 (–b, a + 2b, 2b + c)  (*) 

en 
 (–c, a + 2c, b + 2c).  (**) 

Dat levert 

 (2, 1 – 2  2, –2  2 – 3) = (2, –3, –7)  (2) 

respectievelijk

 (3, 1 – 2  3, –2 – 2  3) = (3, –5, –8).  (3) 

Dat deze drietallen inderdaad priemaire driebreu-
ken opleveren, is makkelijk te controleren: 

WAT IS EEN PRIEMAIRE BREUK? 
Het getal  is een voorbeeld van een prie-
maire driebreuk, want én 

. In het algemeen: een breuk  
heet priemair als het te schrijven is als 

                      
met de eigenschap dat Q = a  b  c  . 
Automatisch geldt dan dat a, b, c, ... relatief 
priem zijn (geen enkel paar noemers heeft een 
gemeenschappelijke deler). Afhankelijk van het 
aantal termen spreken we van een tweebreuk, 
driebreuk, enzovoorts. 

Stijn schreef een 
computerprogramma 
voor zijn methode 
om priemaire drie-
breuken te vinden. 
Hier zie je het begin 
van de output. 
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en 

In de volgende ronde herhalen we bovenstaand re-
cept. Dus we nemen de drietallen (2) en (3) en vul-
len die weer in in (*) en (**). Invullen van (2) levert 

 (3, 2 – 2  3, –2  3 – 7) = (3, –4, –13) 
en 

 (7, 2 – 2  7, –3 – 2  7) = (7, –12, –17). 

Controle: 

  
en

 
 

Vervolgens vullen we (3) in: 

 (5, 3 – 2  5, –2  5 – 8) = (5, –7, –18) 
en 

(8, 3 – 2  8, –5 – 2  8) = (8, –13, –21). 

Controle: 

 
 en

Op deze manier vind je priemaire driebreuken in 
volgorde van toenemende Q. Met pen en papier 
worden de getallen al snel onhanteerbaar groot, 
maar een computer kan met dit recept razendsnel 
een lijst maken van driebreuken tot een maximale 
Q naar keuze.  
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Het thema van de prijsvraag van deze jaargang was 'magische wiskunde', geïnspireerd 
door het klassieke magische vierkant en de vele modernere varianten. Er kwamen 26 in-
zendingen binnen. Betekent dit dat de prijsvraag te moeilijk was? De jury – Matthijs Coster 
en Lee Sallows – denkt van niet, want van de inzenders zit bijna een kwart nog op de basis-
school. 
 door Matthijs Coster

DE MAGIËRS 
ZIJN ONDER ONS
UITSLAG PRIJSVRAAG 'WEES EEN MAGIËR'

OPGAVE 1
Een panmagisch vierkant is een magisch vier-
kant met de volgende eigenschap: als één of 
meer kolommen van de voorzijde naar de ach-
terzijde worden verplaatst, dan ontstaat er op-
nieuw een magisch vierkant (dus hebben op-
nieuw de diagonalen dezelfde som als de rijen 
en kolommen). 

Van het panmagische vierkant dat je hier 
ziet, waren de vijf zwarte getallen al ingevuld. 
Er is maar één manier om de invulling af te 
maken. 

OPGAVE 2
Gegeven waren vier elementen (geel) van een 
geomagisch vierkant waarvan het doel een 
vierkant is. Er is maar één manier om het vier-
kant af te maken. 
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OPGAVE 3
Ook de magische zeshoek, waarin alle 
getallen van 1 tot en met 24 moeten 
voorkomen, kon maar op één manier 
worden ingevuld. De som van de getal-
len die op één lijn staan, is altijd 75. 

OPGAVEN 4 EN 5
Maak een geomagisch 3  3 vierkant met puz-
zelstukken opgebouwd uit 1, 2, ..., 9 vierkant-
jes. In opgave 4 is het doel een 3  5 rechthoek, 
in opgave 5 een 4  4 vierkant met een gat. De 
drie groene elementen waren gegeven.

Toen de redactie deze opgaven formuleer-
de, wisten we dat er oplossingen waren, maar 
niet hoeveel. Jurylid Lee Sallows heeft dit on-
derzocht: opgave 4 heeft er 1411, opgave 5 zelfs 
ruim 48000.

Afgebeeld zijn twee oplossingen van Jan-
Willem van Ittersum (15 jaar), die samen met 
zijn zus Clara (12 jaar) nog veel meer oplossin-
gen vond.

Ook zie je een speelse variant met de-
zelfde puzzelstukken, van Maarten van den 
Meerakker, Zoy Nabben, Pernille Somers en 
Milan Steinbusch (allen 11 jaar), 
waarbij het doel een trappetje is.
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OPGAVE 6
Maak een 4  4 (pan)magisch vierkant, met 
puzzelstukken die bestaan uit 1, 2, ..., 16 vier-
kantjes. Het doel moet passen in een 6  7 
rechthoek.

Dit was een stevige uitdaging, want de re-
dactie wist zelf niet eens of er een oplossing 
bestond. Maar wel degelijk: al binnen een week 
stuurden twee deelnemers oplossingen in, in 
één geval met de computer berekend. In totaal 
ontving de redactie zeven 4  4 pan-geomagi-
sche vierkanten.

Alexander de Jaeger (pas 11 jaar) stuurde 
op meerdere opgaven mooie oplossingen in. 
Hieronder staat zijn pan-geomagische vier-
kant. Daaronder de creatie van Pieter Spaas. 
In de buitenste ring staan allerlei extra combi-
naties van puzzelstukken die ook het doel op-
leveren. 

OPGAVE 7
In de laatste opgave daagden we iedereen uit 
om eigen varianten van magische vierkanten 
te bedenken. We kregen zeer uiteenlopende en 
fraaie inzendingen binnen, variërend van ver-
cijferingen en muziek tot piramides.

We lichten hier de geomagische ster van 
Frank Tinkelenberg eruit. Bijzonder fraai vin-
den we, dat het gat in het doel de vorm van de 
puzzel herhaalt.

Hans van Lint bedacht onder meer een  
3  3 geomagisch vierkant met een cirkel als 
doel.

WINNAARS Met deze weelde aan inzendingen was 
het lastig om een rangorde voor de toekenning van 
de prijzen aan te brengen. Van de personen die iets 
opstuurden voor de opgaven 4, 5, 6 en/of 7, zonden 
de meesten tevens de correcte oplossingen van de 
opgaven 1, 2 en 3 in. De jury is na wikken en wegen 
tot het volgende eindoordeel gekomen: 

Eerste prijs (grote lamp + catalogus Geomagi-
sche vierkanten):
-  Alexander de Jaeger (A.R. Holstschool,  

Bergen NH, groep 7)
-  Odette De Meulemeester (Oostakker, België), 

Aad Thoen (Amsterdam) en Helmut Postl (Oos-
tenrijk) [2 lampen]
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Simon Vandevelde construeerde een 3  3 
geomagisch vierkant met twee doelen.
Odette De Meulemeester, Aad Thoen en Hel-
mut Postl presteerden het om een 3  3 geo-
magisch vierkant te maken met niet minder 
dan twaalf doelen. In hun figuur zie je in de 
buitenste ring de elf andere mogelijke vormen 
van het doel afgebeeld. Voor die vormen is al-
leen het doel met de puzzelstukjes van een di-
agonaal afgebeeld. De twaalf complete vier-
kanten zijn te vinden op De Meulemeesters 
website: http://pentomino.wirisonline.net/
voorbladmagie.html. 

Tweede prijs (middelgrote lamp):
- Hans van Lint (Zwolle)
-  Pieter Spaas (Virga Jesse College, Hasselt (B), klas VI9)
- Frank Tinkelenberg (Oegstgeest) 

Derde prijs (kleine lamp):
-  Jan-Willem van Ittersum (Keizer Karel College,  

Amstelveen, klas 4) en Clara van Ittersum
-  Maarten van den Meerakker, Zoy Nabben, Pernille 

Somers en Milan Steinbusch (Basisschool De Drie-
sprong, Geleen)

-  Simon Vandevelde (Edugo Campus de Toren,  
Oostakker (B), klas 5WEWI8)

Verder krijgen alle inzenders het bouwplatenboekje 
Van veelvlak tot ster thuisgestuurd. Gefeliciteerd! 

JUNI 2010PYTHAGORAS



20

PYTHAGORAS JUNI 2010

De schaduw van elk driedimensionaal voorwerp verandert als de plaats van de lichtbron 
verandert. Toch kun je aan de schaduw meestal nog wel herkennen wat het is. Op het om-
slag en op deze pagina zie je voorwerpen die een truc uithalen met hun eigen schaduw: 
die is in drie verschillende richtingen ofwel precies hetzelfde, ofwel juist heel anders.
 door Arnout Jaspers

MONUM- EN TRIUM-
BRAËDERS UITHAKKEN
Wiskundig gesproken is een schaduw een projec-
tie van een driedimensionaal object op een vlak. 
Op de foto’s is het object telkens op drie onderling 
loodrechte vlakken geprojecteerd door ze met een 
zaklantaarn te beschijnen.

De vormen op de foto’s op deze pagina hebben 
op al die vlakken dezelfde schaduw, respectievelijk 
de letter L en E. Bij deze dopen we zulke objecten 
‘monumbraëder’ (een frivole samentrekking van de 
Latijnse woorden mono (een), umbra (schaduw) en 
-aëder (veelvlak)). 

De drie schaduwen van het object dat je op het 
omslag van deze Pythagoras ziet, zijn juist heel ver-
schillend. Ze spellen het woord ‘zes’ – al is de s ge-
kanteld. Zo’n object noemen we een ‘triumbraëder’. 

TEMPEX Als je zelf aan de slag wilt: de vormen 
zijn met een simpel keukenmesje goed te snijden 
uit kubusjes ‘piepschuim’ (tempex) van vijf à tien 
centimeter. Het materiaal wordt veel gebruikt als 
verpakking, dus bij elektronicawinkels kun je flinke 
blokken piepschuim gratis krijgen. 

Als je de vorm eenmaal hebt uitgedacht, zijn 
ze verrassend makkelijk uit te snijden. Het lem-
met van je mes volgt namelijk dezelfde route als 

de lichtstralen die in een rechte lijn door het blok 
moeten gaan. Dit betekent dat je in principe alleen 
maar vlakke sneden in het blokje hoeft te maken in 
drie onderling loodrechte richtingen. Een kleine, 
scherpe schroevendraaier is wel handig, om de kor-
te dwarssnedes uit te steken waar je met je mes niet 
bij komt.

Welke letters, cijfers of combinaties zouden zich 
er toe lenen om uitgehakt te worden als monum- 
of triumbraëder? Je kunt natuurlijk ook proberen 
om allerlei andere vormen uit de drie schaduwen 
op te laten rijzen. Soms zal je merken dat het niet 
lukt, omdat het blok in twee stukken uiteenvalt. 
Maar misschien kun je met twee of meer losse de-
len (die je op hun plaats houdt met dun ijzerdraad) 
juist spectaculaire monumbraëders en triumbraë-
ders maken.

Behalve door de foto’s op deze pagina en het 
omslag, kun je je laten inspireren door de voorplaat 
van het boek Gödel, Escher, Bach: an Eternal Golden 
Braid van Douglas Hofstadter. Daarop is een GEB-
triumbraëder te zien. Als je een fraaie ontdekking 
doet, zien we die graag in onze mailbox (post@py-
thagoras.nu) en misschien zetten we hem dan ook 
in het blad. 
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Tot besluit van onze serie over grote wiskundigen spreekt astrofysicus en kosmoloog Vin-
cent Icke zijn bewondering uit voor de zeventiende eeuwse Nederlander die volgens hem 
de grootste natuurwetenschapper ooit is, Christiaan Huygens. Die leefde in een tijd dat 
het toepassen van wiskunde om natuurkundige verschijnselen te begrijpen nog revolutio-
nair was. In dit artikel filosofeert Vincent Icke over Huygens' relativiteitsbeginsel en de 'on-
redelijke effectiviteit van de wiskunde in de natuurkunde'. 
 door Vincent Icke

CHRISTIAAN HUYGENS (1629-1695):

DE EINSTEIN VAN 
DE GOUDEN EEUW
Van alle originele bladzijden van Huygens' werk die 
ik in de Leidse Universiteitsbibliotheek heb mogen 
zien en lezen, is deze regel de belangrijkste: Motus 
inter corpora relativus tantum est. Vertaald: De on-
derlinge beweging van voorwerpen is uitsluitend 
relatief. 

Daar staat in essentie wat ik Huygens' relativi-
teitstheorie noem, al kennen wij die nu onder de 
naam ‘klassieke mechanica’. Hier staat niet Motus 
corporum, ‘beweging van voorwerpen’. Omdat er 
inter corpora staat, is dit al een relativiteitsprincipe, 
want daarmee zegt Huygens dat de absolute plaats 
van een voorwerp in ons Heelal geen fysisch waar-
neembare grootheid is. Een denkbeeldig heelal zou 
je zo kunnen inrichten dat je aan ieder voorwerp 
of materiedeeltje kunt aflezen waar het is, ongeveer 
zoals het scherm van je mobieltje ‘weet’ waar het 
wordt aangeraakt. 

Maar ons Heelal is niet zo: alleen positieverschil-
len, dus de ruimtelijke plaatsen ten opzichte van an-
dere voorwerpen, zijn waarneembaar. Als ik bij de 
posities van alle deeltjes in het Heelal een vaste af-
stand zou optellen, zou er niets veranderen. 

Betekent dit dat de verandering in de tijd van de 
plaats waar een deeltje is, dus diens snelheid, dan 
wel direct kan worden afgelezen? Nee, want er staat 
niet relativus est, maar relativus tantum est. Daar-
mee gaat Huygens in zijn relativiteitsprincipe nog 
een stapje verder, want tantum – uitsluitend – slaat 
dus ook op andere aspecten van de beweging, in 
het bijzonder de snelheid. Voor snelheid kun je de-
zelfde soort relativiteit vaststellen: de absolute snel-
heid van een voorwerp in ons Heelal is geen fysisch 

waarneembare grootheid. Alleen snelheidsverschil-
len, dus de snelheden ten opzichte van andere voor-
werpen, zijn waarneembaar. Als ik bij de snelheden 
van alle deeltjes in het Heelal een vaste snelheid zou 
optellen, zou er niets veranderen. 

Daarmee komen we aan bij de verandering van 
de snelheid in de tijd, dat wil zeggen de versnel-
ling (of vertraging, d.w.z. negatieve versnelling) 
van voorwerpen. Uit waarnemingen weten we dat 
die wel direct waarneembaar is. Als mijn trein met 
constante snelheid over een recht spoor rijdt, kan ik 
aan de conducteur vragen: ‘Komt station Woerden 
langs deze trein?’ Het klinkt wat vreemd maar 't is 
wel fysica. Ik kan niet vragen: ‘Stopt station Woer-
den bij deze trein?’ Want als trein en station ten op-
zichte van elkaar tot stilstand komen, is het niet de 
koffie in alle kopjes te Woerden die gaat schomme-
len, maar wel de koffie in mijn kopje aan boord van 
de trein. 

Het woord ‘relativiteitstheorie’ doet je natuurlijk 
aan Einstein denken, en ik gebruik dit woord hier 
met opzet. Einstein ging in zijn relativiteitstheorie 
uit van de door Michelson en Morley gevonden ab-
soluutheid: het licht beweegt altijd met de snelheid 
c, ten opzichte van wie of wat dan ook. Volgens 
Einstein is het dus: Motus inter corpora relativus 
tantum est, praeter lumen: de onderlinge beweging 
van voorwerpen is uitsluitend relatief, behalve voor 
het licht. 

Volgens Huygens' relativiteitstheorie is de me-
chanica dus een theorie die de verandering van de 
verandering beschrijft. Tegenwoordig noemen wij 
dat een tweede-orde differentiaalvergelijking: geef 
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een recept voor de versnelling (d2x/dt2, tweede af-
geleide van de plaats x naar de tijd), geef de begin-
positie x0 en beginsnelheid [dx/dt]0 van een deel-
tje, en bereken daaruit hoe het deeltje gaat bewegen 
vanaf dat beginpunt. 

Als wiskundig recept is dit uitgewerkt door 
Newton en Leibniz (zie ook het artikel in deze se-
rie in Pythagoras 47-3, januari 2008), maar Huy-
gens was ze met zijn natuurkundige intuïtie nog net 
vóór. 

Een voorbeeld van dit recept waar je op school 
mee leert werken, is de vrije val van een voorwerp 
in het zwaartekrachtveld van de aarde. Het recept 
voor de versnelling is dan heel simpel, want de val-
versnelling is voor alle voorwerpen aan het aard-
oppervlak gelijk en constant in de tijd: d2x/dt2 = g 
(9,8 m/s2). Daarom kun je van een vallend voor-
werp altijd direct de snelheid op een tijdstip t uit-
rekenen: dx/dt = gt + [dx/dt]0 en de plaats op een 
tijdstip t: x(t) = gt2 + [dx/dt]0 + x0. 

SIMPELE FORMULES Het doet er voor dit ver-
haal niet zo veel toe of je dit voorbeeld al kent of er 
zelf wel of niet mee kunt rekenen. Waar het om gaat 
is: je kunt wel altijd een simpel recept opschrijven 
voor de versnelling waaraan voorwerpen onder-
hevig zijn, maar de daaruit te berekenen baan van 
die deeltjes kan ongelooflijk ingewikkeld zijn. Ster-
ker nog, in veel gevallen kunnen we die niet uitre-
kenen. 

Een klassiek voorbeeld is het drielichamenpro-
bleem. Als drie sterren om elkaar heen draaien, is 
het een fluitje van een cent om de vergelijking op te 

schrijven voor de versnellingen waaraan ze in een 
gegeven beginsituatie onderhevig zijn, maar zelfs 
de beste computer kan daaruit niet berekenen hoe 
de banen van die sterren er in de ‘oneindig verre’ 
toekomst uit gaan zien, behalve in enkele heel spe-
ciale gevallen. 

Nog anders geformuleerd: als je van zo'n triootje 
sterren op een willekeurig moment een foto maakt, 
kun je aan die foto wel zien welke versnelling elk 
van die sterren op dat moment ondergaat, maar 
niet welke snelheid ze hebben of op welke plaats ze 
over een tijdje zullen zijn.

De meeste fysici zijn hier sinds Huygens zo aan 
gewend, dat ze zich er niet meer over verwonde-
ren. Een twintigste-eeuwer die dat nog wel deed, 
de Amerikaanse fysicus Eugene Wigner, noemde 
dat in een beroemd geworden artikel ‘De onrede-
lijke effectiviteit van de wiskunde in de natuurwe-
tenschappen’. Daarin schreef hij ook: ‘De gedachte, 
dat het bestaan van een wiskundig simpele formu-
le voor de tweede afgeleide van de positie van een 
deeltje vanzelfsprekend is, is absurd, want voor de 
plaats van het deeltje of voor zijn snelheid bestaan 
zulke formules niet.’ 

In de tijd dat Huygens Motus inter corpora re-
lativus tantum est opschreef, was het hele idee dat 
bewegingen voldeden aan relatief simpele wiskun-
de verre van vanzelfsprekend. Het grootste strijd-
punt was toen: wat is de ‘natuurlijke beweging’ van 
een voorwerp? Wat dat precies betekent is mij nooit 
helemaal duidelijk geworden, maar zowel Galileo 
Galilei – die meestal als de grondlegger van de me-
chanica beschouwd wordt – als Huygens schijnt er 
een beweging mee te bedoelen die ‘zichzelf in stand 
houdt’ – met andere woorden, een beweging die in 
dezelfde vorm eeuwig kan blijven doorgaan zon-
der dat een ingreep van buitenaf nodig is. Uiter-
aard is zo'n beweging hypothetisch, want het is uit 
dagelijkse ervaring duidelijk dat iedere beweging 
ten slotte afloopt. Daarom was de sterrenkunde 
zo'n drijvende kracht achter de schepping van de 
mechanica: in het bijna perfecte luchtledig van de 
ruimte ondervinden de planeten zo goed als geen 
wrijving. Vandaar ook dat al heel vroeg een waar-
de-oordeel in de mechanica was geslopen: al het 
aardse is onvolmaakt, sterfelijk, gedoemd tot verval, 
al het hemelse is eeuwig en perfect. Nu weten wij 
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dat de planeten wel degelijk wrijving ondervinden, 
voornamelijk van de ijle atmosfeer van de Zon, 
maar het duurt honderden miljoenen jaren voordat 
je daar iets van merkt.

De enige algemeen aanvaarde ‘natuurlijke be-
weging’ tot de zestiende en zeventiende eeuw was 

Wat is het verschil tussen gelijkmatige beweging 
met snelheid v op een cirkel en op een rechte lijn? 
Huygens rekent dat uit door een cirkel met straal R 
op een punt A te laten raken aan een rechte lijn (zie 
figuur). Vervolgens berekent hij meetkundig en al-
gebraïsch wat de afstand is tussen het punt B op de 
cirkel en het punt C op de rechte. Als het punt maar 
zeer kort voortgaat (tijdstapje t), dan is de afstand 
AC bijna gelijk aan AB. Bovendien is driehoek BCA 
gelijkvormig met de helft van de driehoek die wordt 
opgespannen door AB en het middelpunt van de 
cirkel. Met de Stelling van Pythagoras volgt daaruit 
dat de centrifugale versnelling g gelijk is aan v2/R. 

In wat meer detail gaat dat zo. Voor een piep-
klein tijdje t is de afstand AB vrijwel gelijk aan 
AC/2. Laat x de afstand BC zijn, en de afstand AC 
is vt. Uit de gelijkvormigheid van de driehoeken 
volgt dat 

    en zodoende    .          (*) 

Hierbij moet je je voorstellen dat t heel klein is, in 
zekere zin zelfs ‘oneindig klein’. In die oneindige 
benadering gaat x naar nul en is de boog AB even 
lang als het lijnstuk AB. 

Huygens vergelijkt nu de x uit (*) met de afstand 
die een voorwerp aflegt wanneer het gedurende een 
tijdje t een constante versnelling g ondervindt. Ga-
lilei had al bewezen dat 

 x = gt2                   (**) 

als de beginsnelheid in de richting van de versnel-
ling nul is.

De formules (*) en (**) zijn gelijk als je g iden-
tificeert met v2/R. Huygens concludeert dat een 
voorwerp op de rand van het wiel een middel-
puntvliedende versnelling v2/R ondergaat. Voor de 
middelpuntvliedende kracht op een voorwerp met 
massa m, hoef je alleen nog maar met de massa te 
vermenigvuldigen en ontstaat de bekende formule 
F = mv2/R. 

HUYGENS' FORMULE VOOR DE MIDDELPUNTVLIEDENDE KRACHT

de cirkelbeweging. In veel populaire boekjes over 
mechanica en sterrenkunde wordt daar een beetje 
lacherig over gedaan. Die suffe Grieken toch, met 
hun cycli en epicycli, klopt niets van: ‘dat zie je zo’. 
Maar niet heus: zo onnozel was het helemaal niet, 
te denken dat een cirkelbeweging zichzelf eeuwig 
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ming blijkt dat het Heelal niet oneindig is?). Hij 
zegt: ‘Dat komt doordat onze Aarde zo onvolmaakt 
is.’ We leven in een tranendal en daar gebeuren de 
dingen nu eenmaal anders dan in het ideale geval. 
Al het aardse is corrupt en gedoemd tot verval, al 
het hemelse is eeuwig en perfect. 

INVARIANTIEPRINCIPE Huygens maakt niet de-
zelfde fout als Galilei: hij trekt de conclusie dat de 
beweging in een rechte lijn met constante snelheid 
wel de natuurlijke beweging is, wat nu nog steeds 
een hoeksteen van de fysicia is. Zo kan hij onder 
meer de juiste formule afleiden voor de middel-
puntvliedende kracht die je voelt tijdens zo'n muis-
proef, een formule die wiskundig exact is en eeuwig 
zal standhouden. Hoe hij dat deed, staat in het ka-
der op pagina 23. 

Huygens bekijkt de mechanica van een heel an-
dere, niet-moralistische kant, zonder zich te beroe-
pen op heilige vaagheden over de onvolmaaktheid 
van het aardse. Zijn aanpak is sindsdien algemeen 
aanvaard, en heeft tot de grootste vooruitgang aller 
tijden geleid in de natuurkunde: Huygens bedenkt 
en gebruikt een invariantieprincipe. In plaats van te 
speculeren ‘wat is de ideale beweging?’ stelt hij een 
veel scherpere vraag, namelijk: welke verandering 
kan ik in een mechanisch systeem aanbrengen zon-
der dat er aan de bewegingen iets verandert? 

Dit is de spil waarom de mechanica volgens 
Huygens, en alle moderne fundamentele fysica, 
draait. Het is een vraag over de onveranderlijkheid 
van een mechanisch systeem. Huygens gebruikt 
geen postulaat ex cathedra – een onbewezen, als het 
ware religieus gegeven waarheid – om een bepaal-
de beweging tot ‘de ideale’ uit te roepen, maar treft 
direct de kern van de zaak: hoe ideaal, hoe onver-
anderlijk, zijn bewegingen? Is er een bepaald soort 
verandering die ik kan aanbrengen aan een mecha-
nisch systeem, zonder dat de bewegingen zelf ver-
anderen? Als je het wat kortaf formuleert, klinkt 
het zelfs als een paradox: kan ik iets veranderen zon-
der dat er iets verandert? 

Een dergelijke aanpak heeft verschillende, ver-
wante namen gekregen. Wij spreken van een inva-
riantie, of een symmetrie, of relativiteit. Invariantie 
wordt meestal gebruikt als we bedoelen dat een be-
paald verschijnsel niet afhankelijk is van de schaal-

in stand kan houden. Wie Galilei hierover leest, 
merkt dat hij een voortreffelijke reden heeft om 
zich tot voorvechter van de cirkelbeweging op te 
werpen. 

Hij schrijft in zijn dialogen – althans hij laat zijn 
alter ego Sagredo dit zeggen – ‘een cirkelbeweging 
is een beweging waarbij de punten in zichzelf over-
gaan’. Dat wil dus zeggen dat een cirkelbeweging, 
volgens zijn redenering, eeuwig zou kunnen du-
ren. Immers, als ik een cirkel heb en ik draai hem 
een slagje, dan is niet te zien dat dat gebeurd is: de 
cirkel gaat in zichzelf over. Er verandert dus eigen-
lijk niets. 

Natuurlijk wist de wiskundige Galilei dat er an-
dere meetkundige vormen zijn die je in zichzelf 
kunt overvoeren, met name de rechte lijn. Sagredo 
zegt in een van de dialogen: ‘De rechte lijn kan on-
mogelijk een natuurlijke beweging zijn. Want het is 
wel juist dat er niets verandert als ik een rechte lijn 
langs zichzelf verplaats. Maar een rechte lijn is on-
eindig en wij weten dat het heelal niet oneindig is. 
Dus kan een rechte lijn geen natuurlijke beweging 
zijn in ons heelal.’ 

Of die redenering sluit, is niet zo eenvoudig te 
zeggen. We weten tegenwoordig dat het Heelal geen 
fysieke grens of rand heeft, maar niet of het eindig 
of oneindig groot is. Maar het gebruik van cirkels is 
in ieder geval niet zo suf als je weleens leest. Het is 
echt doordacht en vormt mutatis mutandis wel de-
gelijk de grondslag van goede natuurkunde. 

Dat evenwel de cirkelbeweging geen natuurlij-
ke beweging is, is met een eenvoudige muisproef te 
demonstreren. Pak je computermuis bij de staart, 
bij het stekkertje, en zwaai de muis in een cirkel 
rond. Deze beweging zou dan de ‘natuurlijke’ bewe-
ging zijn, dat wil zeggen dat deze zichzelf in stand 
zou moeten houden. Als de cirkelbeweging een na-
tuurlijke beweging was, liep je muis geen enkel ge-
vaar als je het draadje zou loslaten. 

Iedereen, en zeker Galilei, wist dat dit niet zo is; 
de rondgaande beweging houdt zichzelf helemaal 
niet in stand. Je voelt de spanning in de draad, en 
voelt dus aan je vingers dat het niet klopt. Het op-
merkelijke is nu, dat Galilei niet tot de conclusie 
komt dat een rechtlijnige beweging eigenlijk een 
heel stuk ‘natuurlijker’ is, ondanks het schijnbare 
probleem met het Heelal (want uit welke waarne-
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grootte of de eenheid waarmee wordt gemeten. Het 
woord symmetrie komt te pas als we het hebben 
over een wiskundige bewerking, zoals verschuiving 
of draaiing. Relativiteit wordt vooral gebruikt met 
betrekking tot veranderingen van de snelheid. 

Omdat moderne theorieën over de wisselwer-
king tussen deeltjes – mede dus dankzij Huygens – 
sterk wiskundig van aard zijn, gebruiken wij in de 
theoretische natuurkunde meestal het woord ‘sym-
metrie’, maar hier volg ik Huygens en gebruik zijn 
term ‘relativiteit’. 

Het is allerminst vanzelfsprekend dat fysische 
systemen zo uiteenlopend als een atoom, een on-
weerswolk en een sterrenstelsel voldoen aan wat wij 
natuurwetten noemen: wiskundige beschrijvingen 
die allerlei invarianties vertonen. Erwin Schrödin-
ger, die de eerste quantumtheorie heeft geformu-
leerd, formuleerde het zo: ‘Het is helemaal niet na-
tuurlijk dat er natuurwetten bestaan, en al helemaal 
niet dat de mens in staat is die te ontdekken.’

INZICHT EN KUNDE Huygens hamert steeds 
weer op zijn relativiteitstheorie. Zo schrijft hij ergens 

Stel je voor dat een kogel met snelheid v op een 
identieke, stilliggende kogel af vliegt. We nemen 
aan dat de botsing centraal (niet-schampend) en 
volkomen elastisch is, dus dat daarbij geen ener-
gie verloren gaat. Wat gebeurt er na de botsing? 
Bewegen beide kogels door met een snelheid la-
ger dan v? Kaatst de inkomende kogel terug en 
gaat de andere er vandoor met een snelheid ho-
ger dan v? 

Om het antwoord te vinden, hoef je alleen 
maar in gedachten op een skateboard met de in-
komende kogel mee te rijden, maar dan met de 
halve snelheid v. Ten opzichte van jou, skate-

dat wij niet hoeven na te gaan of iets in het Heelal 
nu revera, ‘eigenlijk’, stilstaat of niet. Dat is helemaal 
niet waarneembaar; niet omdat je te onnozel bent 
om zo'n meting te bedenken, maar omdat de natuur 
dat eenvoudig niet toestaat. Wie aan een voorwerp 
zelf wil aflezen waar het is en hoe snel het gaat, moet 
maar in een ander heelal gaan wonen. 

Met dit symmetrieprincipe leidde hij als eerste 
de correcte botsingswetten af, zie het kader hier-
boven. Het is een verbluffend simpele manier om 
de natuur als het ware tot een ondubbelzinnig ant-
woord te dwingen, en toch is er in de zeventiende 
eeuw door natuurfilosofen eindeloos gesteggeld 
over wat nu ‘eigenlijk’ de juiste botsingswetten zijn. 

Het laatste woord laat ik aan Wigner: ‘Het won-
der van de toepasselijkheid van de taal der wiskun-
de om de natuurwetten te formuleren is een prach-
tig cadeau dat we begrijpen noch verdienen.’ 

MEER LEZEN Over Huygens schreef Vincent Icke 
de boeken Christiaan Huygens in de onvoltooid ver-
leden toekomende tijd en De ruimte van Christiaan 
Huygens.  

boarder, doen de twee kogels nu precies hetzelfde: 
ze komen allebei met snelheid v op jou af. De toe-
stand is volkomen symmetrisch, dus moet die ook 
na de botsing nog symmetrisch zijn. En aangezien 
er geen energie verloren gaat, moeten de twee ko-
gels zich na de botsing weer allebei met snelheid v 
van je verwijderen. 

Stap nu van je skateboard af. Dan blijkt dat de 
inkomende kogel ten opzichte van jou snelheid  

v – v = 0 heeft, en de voorheen stilliggende ko-
gel snelheid  v + v = v. De inkomende kogel 
geeft dus al zijn snelheid door en blijft zelf achter 
op de plek van de botsing.

BOTSENDE KOGELS
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KOFFIE ZETTEN OP 
DE CAMPING

 door Arnout Jaspers

Je wilt ook wel eens koffie zetten als je geen kof-
fiezetapparaat bij de hand hebt, op de camping of 
zo. Als ik ga kamperen, neem ik geen aparte kan 
voor koffie mee, alleen een filterhouder en wat plas-
tic mokken die allemaal even groot zijn. Ik zet dan 
koffie met de filterhouder direct op de mok. Dat 
levert wel een probleem op als je met z’n twee-
en, drieën of vieren bent. Immers, de koffie wordt 
steeds slapper naarmate je meer water doorgiet. 
Dus als je de mokken één voor één vol laat lopen, 
is de eerste heel sterk en de laatste smaakt naar af-
waswater. 

Hoe zorg je ervoor dat alle mokken even sterk 
worden? Eén manier is, om de filterhouder heel 
vaak en volkomen willekeurig over de mokken te 
verplaatsen. Maar dit is erg onhandig. Om het net-
jes willekeurig te doen, moet je telkens een dob-
belsteen opgooien om te bepalen naar welke mok 
de filterhouder gaat, en dat minstens een keer of 
vijf vaker dan het aantal mokken dat je wilt vullen. 
Puur door toeval zullen ze dan allemaal ongeveer 
even sterk zijn, maar wel half leeg omdat je de rest 
gemorst hebt. 

EGAAL KOFFIEZETTEN Laten we eens aanne-
men, dat de koffie gelijkmatig slapper wordt naar-
mate er meer water doorheen gegoten is. Dus als de 
allereerste druppel koffie sterkte 100 heeft, en na 50 
milliliter doorgieten is de sterkte afgenomen tot 90, 
dan is die sterkte na het doorgieten van 100 millili-

ter 80 geworden, na 150 milliliter 70, enzovoort (als 
je duur wilt doen, zeg je dat de concentratie kof-
fie lineair afneemt met de hoeveelheid doorgego-
ten water).

Een handige manier om twee mokken even ster-
ke koffie te zetten is dan: vul de eerste mok half, 
daarna de tweede helemaal en maak tot slot de 
eerste mok vol. Dit recept voor ‘egaal koffiezetten’ 
werkt ook voor drie of meer mokken: vul alle mok-
ken behalve de laatste half, dan de laatste helemaal, 
en maak daarna de overige mokken in omgekeerde 
volgorde vol. Dit gaat pas mis nadat je zoveel water 
hebt opgegoten, dat de sterkte van de koffie 0 ge-
worden is. 

WAAROM WERKT DIT? Voor een deel moet je 
dit natuurlijk zelf ontdekken, maar het is niet moei-
lijk. Stel je een grafiek voor met verticaal uitgezet 
de sterkte van de koffie en horizontaal de hoeveel-
heid doorgegoten water. Die grafiek vormt (samen 
met de assen) een rechthoekige driehoek. De op-
pervlakte van die driehoek is de totale hoeveelheid 
koffie. Het (gedeeltelijk) vullen van een mok komt 
overeen met het afknippen van een verticale strook 
aan de linkerkant van de driehoek.

Vertaal nu het recept voor egaal koffiezetten in 
het afknippen van stroken met de juiste breedte, en 
na wat passen en meten zul je inzien dat de koffie in 
alle mokken dezelfde sterkte heeft.  
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Volgende maand vertrekken zes leerlingen naar Kazachstan. Daar 
vindt dit jaar de Internationale Wiskunde Olympiade plaats. De 
deelnemers hebben het afgelopen half jaar een trainingspro-
gramma doorlopen. Een van de onderwerpen die bij de training 
aan de orde kwamen, is de negenpuntscirkel. Merlijn Staps, vijf-
deklasser en zelf deelnemer aan de training, legt het uit. 
 door Merlijn Staps

DE NEGENPUNTS-
CIRKEL

In de vorige Pythagoras heb ik uitgelegd wat de 
rechte van Euler inhoudt: in iedere driehoek lig-
gen het hoogtepunt (het snijpunt van de hoogtelij-
nen), het zwaartepunt (het snijpunt van de zwaar-
telijnen) en het middelpunt van de omgeschreven 
cirkel (het snijpunt van de middelloodlijnen) op 
één lijn. Hieronder zie je een willekeurige drie-
hoek ABC met hoogtepunt H, zwaartepunt Z en 
middelpunt van de omgeschreven cirkel O. Zoals 
gezegd liggen alledrie op de rechte van Euler, en 
bovendien geldt |HZ| = 2|ZO|. 

In figuur 1 zie je een driehoek ABC. De punten D, 
E en F zijn de voetpunten van de hoogtelijnen uit 
respectievelijk A, B en C en de punten P, Q en R 
zijn de middens van respectievelijk de zijden BC, 
CA en AB. Verder zien we dat er een cirkel bij is ge-
tekend: de omgeschreven cirkel van PQR. Deze 
cirkel blijkt bijzonder interessant. Behalve P, Q en 
R liggen er (zoals je al in het plaatje kunt zien) nog 
veel meer punten op: D, E, F, de voetpunten van de 

hoogtelijnen en K, L en M, de middens van de lijn-
stukken AH, BH en CH. Voor het gemak noemen 
we deze cirkel  (de Griekse hoofdletter gamma). 
We gaan nu bewijzen dat al die punten daadwerke-
lijk op  liggen. Daarvoor gebruiken we een nieuw 
plaatje, met daarin extra hulplijnen getekend ter 
ondersteuning van het bewijs, zie figuur 2. 

HET BEWIJS Laten we eerst eens kijken waar het 
middelpunt van de cirkel  ligt. Het middelpunt is 
het snijpunt van de middelloodlijnen van PQR. 
We beginnen met de middelloodlijn van QR. Het 
midden van QR, waar deze middelloodlijn natuur-
lijk doorheen gaat, noemen we T. We zien verder 
dat PQAR een parallellogram is: een vierhoek waar-
van de paren overstaande zijden evenwijdig zijn. 
Van een parallellogram weten we dat de diagona-
len elkaar middendoor delen: het midden van dia-
gonaal QR valt dus samen met het midden van di-
agonaal AP. Dus T, het midden van QR, is ook het 
midden van AP.

De middelloodlijn van QR gaat door T, en snijdt 
de rechte van Euler van ABC in het punt N. De 

Figuur 1  Negen punten op een cirkel
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lijnen AH, TN en OP zijn duidelijk evenwijdig, ze 
staan namelijk allemaal loodrecht op QR. Omdat 
T precies halverwege A en P ligt, moet N ook wel 
halverwege H en O liggen. Dus N is het midden 
van OH. De middelloodlijn van QR gaat dus door 
het midden N van OH. Op precies dezelfde manier 
kunnen we laten zien dat de middelloodlijnen van 
RP en PQ ook door N gaan. We concluderen dat N 
het middelpunt is van .

De lijn PN gaat door het middelpunt N van . In 
het plaatje is PN doorgetrokken totdat hij AD snijdt 
in het punt K. We weten dat PO // HK en dat  
|HN| = |ON|. Daarom (vanwege de twee congruen-
te driehoeken PNO en KNH) geldt dat |KN| = |PN|. 
Omdat P op  ligt en N het middelpunt van  is, 
moet K ook wel op  liggen.

Wat weten we precies van dit punt K? We kun-
nen gemakkelijk inzien dat |HK| = |PO|. We hebben 
echter al gezien dat |AH| = 2|PO|, dit hebben we in 
het bewijs van de rechte van Euler gebruikt. Daar-
om is K het midden van AH. Het midden van AH 
ligt dus ook op . En dat is erg leuk, want op de-
zelfde manier kunnen we laten zien dat de middens 
van BH en CH, L en M, ook op  liggen! Dat zijn al 
zes punten op .

We hebben net gezien dat KP de middellijn is 
van . Van middellijnen van cirkels weten we iets 
heel nuttigs, namelijk de stelling van Thales: als X, 
Y en Z punten zijn zodanig dat XYZ = 90°, dan 
gaat de cirkel met middellijn XZ door het punt Y. 
Van deze stelling kunnen we hier gebruik maken.

Terug naar figuur 2. De hoek KDP is natuur-
lijk recht. Lijnstuk AD was namelijk de hoogtelijn 
uit A. Kijk nu eens goed naar KDP. Deze heeft 
een rechte hoek bij D en bovendien is KP de mid-
dellijn van de cirkel . Vanwege de stelling van 
Thales weten we nu dat D ook op deze cirkel ligt. 

En weer kunnen we hetzelfde trucje nog twee keer 
toepassen: de punten E en F, juist de voetpunten uit 
de hoogtelijnen uit B en C, liggen ook op .

We kunnen nu een indrukwekkend lijstje maken 
van punten die op  liggen:  

ABC: P, Q en R;  
K, L en M van de lijnstukken AH, BH 

en CH, dus van de lijnen van de hoekpunten van 
ABC naar het hoogtepunt;

ABC:  
D, E en F.

Dit zijn bij elkaar negen punten, vandaar dat 
deze bijzondere cirkel  ook wel de negenpuntscir-
kel van ABC wordt genoemd. We hebben ook al 
een andere bijzondere eigenschap van deze cirkel 
gezien: het middelpunt ervan, N, ligt op de rechte 
van Euler.

EEN PUNTVERMENIGVULDIGING Op de 
olympiadetraining leren we een heleboel andere 
technieken en trucs die ook handig kunnen zijn om 
meetkundeproblemen op te lossen. Een voorbeeld 
hiervan is de zogeheten puntvermenigvuldiging. Bij 
een puntvermenigvuldiging worden er als het ware 
punten in het vlak ‘verplaatst’, eigenlijk net zo als bij 
een translatie (verschuiving) of een spiegeling.

In de vorige Pythagoras heb ik uitgelegd hoe dit 
in zijn werk gaat. Nog even een korte samenvatting. 
We kiezen een centrum O en een factor f. Het beeld 
van een punt X onder de puntvermenigvuldiging is 
nu precies het punt X' op OX waarvoor geldt dat 

 
 

Figuur 2  Hoe bewijs je dat die negen punten  
inderdaad op één cirkel liggen?

Figuur 3  Een puntvermenigvuldiging
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Als f > 0 kiezen we X'  aan dezelfde kant van O als 
X, als f < 0 kiezen we X '  precies aan de andere kant. 
In figuur 3 zie je het beeld van het punt X onder de 
puntvermenigvuldiging met centrum O en factor 3.

Terug naar ABC. We bekijken de puntverme-
nigvuldiging met centrum Z en factor – . Omdat 
het zwaartepunt een zwaartelijn opdeelt in twee 
stukken die zich verhouden in een verhouding van 
2 : 1, is het beeld van A precies het punt P. Net zo, 
is het beeld van B het punt Q en het beeld van C het 
punt R. Dus ABC gaat over in PQR. Dan gaat 
de omgeschreven cirkel van ABC ook over in de 
omgeschreven cirkel van PQR. Maar dat was die 
cirkel , de negenpuntscirkel! Kortom, de omge-
schreven cirkel van een driehoek wordt door deze 
bijzondere puntvermenigvuldiging omgetoverd in 
zijn negenpuntscirkel.

Zo weten we natuurlijk nog niet dat D, E, F, K, 
L en M óók op  liggen. Het bewijs voor de rech-
te van Euler uit de vorige Pythagoras was geheel 
te vervangen door een bewijs met behulp van een 
puntvermenigvuldiging. Zo een kort bewijs met be-
hulp van een puntvermenigvuldiging hebben we 
hier niet. Toch zijn er nog een hoop leuke dingen te 
ontdekken, zie de opgaven in het kader.

Het feit dat H, Z en O op een lijn liggen werd in 
1765 bewezen door Leonhard Euler. Dat de voet-
punten van de hoogtelijnen en de middens van de 
zijden op een cirkel liggen, was al langer bekend. 
De negenpuntscirkel wordt vaak de cirkel van Feu-
erbach genoemd: de Duitse wiskundige Feuerbach 
ontdekte echter niet alleen dat de middens van de 
lijnstukken AH, BH en CH op deze cirkel liggen, 
maar nóg een bijzondere eigenschap ervan: de ne-
genpuntscirkel raakt aan zowel de ingeschreven cir-
kel als de aangeschreven cirkels van een driehoek! 

LITERATUUR
Een prachtig meetkundeboek is Geometry Revisited 
van H.S.M. Coxeter en S.L. Greitzer. Dit boek is ge-
bruikt bij het schrijven van dit aritkel. 
Ook op internet is veel te vinden, zie bijvoorbeeld 
http://mathworld.wolfram.com/Nine-PointCircle.
html. 

OPGAVEN
1.  Kun je met behulp van de negenpuntscirkel 

bewijzen dat |DR| = |PQ|?
2.  Als we eens goed naar de puntvermenig-

vuldiging kijken, wat kunnen we dan zeg-
gen over de straal van de negenpuntscirkel 
in verhouding tot die van de omgeschreven 
cirkel?

3.  Kunnen we ook met behulp van de punt-
vermenigvuldiging (en het feit dat de omge-
schreven cirkel overgaat in de negenpunts-
cirkel) bewijzen dat N het midden is van 
HO?

4.  We bekijken een andere puntvermenigvuldi-
ging: die met centrum H en factor + . Het 
beeld van de omgeschreven cirkel van  

ABC onder deze puntvermenigvuldiging is 
weer de negenpuntscirkel ! Van welke pun-
ten is het nu direct duidelijk dat ze op  lig-
gen?

ANTWOORDEN
1.  Jazeker. Van de vierhoek RDPQ weten we 

dat DP // QR, dus deze vierhoek is een tra-
pezium. Vanwege U-hoeken geldt nu  

PDR + DRQ = 180°. Bovendien heeft dit 
trapezium een omgeschreven cirkel (name-
lijk ), dus vanwege de koordenvierhoekstel-
ling geldt juist PDR +RQP = 180°. Als 
we deze twee hoekengelijkheden combine-
ren, vinden we dat DRQ = RQP. Omdat 
we wisten dat DP // QR geldt nu |DR| = |PQ|.

2.  Bij onze puntvermenigvuldiging werd al-
les ‘twee keer zo klein’ door de factor f = –. 
Daarom is de straal van de negenpuntscirkel 
ook precies de helft van de straal van de om-
geschreven cirkel.

3.  Ja, want omdat O overgaat in N bij de punt-
vermenigvuldiging, moet gelden |ON| = 
|OZ| + |ZN| = |OZ| +   |OZ| =  |OZ|. 
Omdat het hele lijnstuk |OH| = |OZ| + |ZH| 
= |OZ| + 2|OZ| = 3|OZ| lang is, ligt N precies 
halverwege H en O.

4.  Van K, L en M, want omdat |AH| = 2|KH| en 
K en A aan dezelfde kant van H liggen, is het 
beeld van A onder deze puntvermenigvuldi-
ging K. Dus K ligt op de negenpuntscirkel. 
Analoog kunnen we laten zien dat ook L en 
M op de negenpuntscirkel liggen. 
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Doe mee met de Pythagoras Olympiade! 
Elke aflevering bevat vier opgaven. De eer-
ste twee zijn wat eenvoudiger; onder de 
goede inzendingen van leerlingen uit de klas-
sen 1, 2 en 3 wordt een Irisbon van 20 euro 
verloot. De laatste twee zijn echte breinbre-
kers; onder de goede inzendingen van leer-
lingen (tot en met klas 6) wordt een Irisbon 
van 20 euro verloot. Bovendien kun je je via 
deze breinbrekers plaatsen voor de finale 
van de Nederlandse Wiskunde Olympiade, 
mocht het via de voor-
ronden niet lukken. 
Niet-leerlingen kunnen 
met de Pythagoras 
Olympiade meedoen 
voor de eer. 

PYTHAGORAS 
OLYMPIADE
■ door Matthijs Coster,  Alexander van Hoorn en Eddie Nijholt
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HOE IN TE ZENDEN? Inzendingen ontvan-
gen we bij voorkeur per e-mail (getypt of een 
scan van een handgeschreven oplossing): 
pytholym@pythagoras.nu. 

Eventueel kun je je oplossing sturen naar 
Pythagoras Olympiade, Korteweg-de Vries 
Instituut, Universiteit van Amsterdam, 
Postbus 94248, 1090 GE Amsterdam. 

Voorzie het antwoord van een duidelijke toe-
lichting (dat wil zeggen: een berekening of 
een bewijs). Vermeld je naam en adres; leer-
lingen moeten ook hun klas en de naam van 
hun school vermelden. 
Je inzending moet bij ons binnen zijn vóór 
15 september 2010.

182: Ashley Beringer (klas 5), Sint-Maartenscollege, 
Voorburg; A. Jan Butijn, Alkmaar; Anthon van Dijk, 
Hoofddorp; Thijs van der Gugten (klas 4), GSG Guido 
de Brès, Amersfoort; Arie Heikoop, Kampen; Kai 
Hugtenburg (klas 2), Barlaeusgymnasium, Amsterdam; 
Jan-Willem van Ittersum (klas 4), Keizer Karel College, 
Amstelveen; Jolien Kerssens (klas 4), Jac. P. Thijsse 
College, Castricum; Maurits Kroese (klas 6), Revius 
Lyceum, Doorn; Peter van der Lecq, Utrecht; Pepijn de 
Maat (klas 1), Christelijk Gymnasium, Utrecht; Bastiaan 
Meelberg, Otterlo; Ian Vandelacluze, Ruiselede; Paul van 
de Veen, Enschede.
183: Anthon van Dijk, Hoofddorp; Thijs van der Gugten 
(klas 4), GSG Guido de Brès, Amersfoort; Arie Heikoop, 
Kampen; Jeroen Huijben (klas 3), Theresialyceum, 
Tilburg; Paul van de Veen, Enschede.

184: Kees Boersma, Vlissingen; Geerard Ponnet (klas 6), 
Koninklijk Atheneum, Denderleeuw; Simon Vandevelde 
(klas 5), Edugo Campus de Toren, Oostakker; Paul van de 
Veen, Enschede.
185: Kees Boersma, Vlissingen; A. Jan Butijn, Alkmaar; 
Anthon van Dijk, Hoofddorp; Thijs van der Gugten (klas 
4), GSG Guido de Brès, Amersfoort; Jeroen Huijben (klas 
3), Theresialyceum, Tilburg; Jan-Willem van Ittersum (klas 
4), Keizer Karel College, Amstelveen; Peter van der Lecq, 
Utrecht; Bastiaan Meelberg, Otterlo; Simon Vandevelde 
(klas 5), Edugo Campus de Toren, Oostakker; Paul van 
de Veen, Enschede; Marieke van der Wegen (klas 4), 
Stedelijk Lyceum locatie Kottenpark, Enschede.

De Irisbonnen gaan naar Kai Hugtenburg en 
Thijs van der Gugten. 

DE GOEDE INZENDERS VAN FEBRUARI 2010
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OPGAVE 

190
Bekijk de lessenaar op de foto. Neem aan dat ABCD 
een vierkant is. Bij het opvouwen van de lessenaar 
duwen we normaal gesproken punt S naar punt B 
toe. In deze opgave doen we dit ook, maar we stop-
pen zodra de hoek bij S precies 90° is. Wat is de 
hoek bij B dan geworden? 

Hiernaast staat een optelsom 
van 4020 termen: 

PYTHAGORAS

OPGAVE 

192
We hebben een geschud pak van n kaarten, genum-
merd 1 tot en met n. We gaan de kaarten in stapel-
tjes opdelen. Dit doen we als volgt:
1.   We nemen steeds de volgende kaart van het pak, 

zeg kaart k; 
2. -  als er een stapeltje is met kaart k + 1 bovenop, 

dan leggen we kaart k daar op; 
 -  zo niet, dan beginnen we een nieuw stapeltje 

met kaart k. 
Wat is het verwachte (gemiddelde) aantal stapeltjes 
dat we hebben nadat de kaarten opgedeeld zijn?  
(In het voorbeeld hieronder zijn achtereenvolgens 
de kaarten met 5, 8, 1, 7, 4, 3 neergelegd.) 

OPGAVE 

191
OPGAVE 

193
Gegeven is een cirkel met straal 1, waaraan zes cir-
kels met gelijke straal uitwendig raken, op zo'n ma-
nier dat elk van deze zes cirkels aan precies drie 
cirkels grenst. Vervolgens laten we hier weer zes 
cirkels met een gelijke straal uitwendig aan raken, 
maar nu op zo'n manier dat elk van deze zes cirkels 
aan vier andere cirkels grenst. Bereken de straal van 
deze laatste zes cirkels. 

Deel de uitkomst door 4019. 
Wat is het resultaat? 
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OPLOSSING 182 OPLOSSING 183

OPLOSSING 184

OPLOSSING 185

Gegeven is een gelijkbe-
nige driehoek met basis 10 
en hoogte 15. Bepaal de zij-
de van het grijze vierkant in 
deze driehoek. 

Oplossing. Zie bovenstaande figuur; de zijde van 
het vierkant noemen we x. Dan is |DM| = x, dus  
is |AD| = 5 – x. Bovendien is |DE| = x. Omdat  
DE // MC, is ADE ~ AMC. Dus |AD| : |DE| = 
|AM| : |MC|, ofwel (5 – x) : x = 5 : 15.  
Het oplossen van deze vergelijking geeft x = 6. 

Een getal heet kwadraatvrij als het door geen enkel 
kwadraat groter dan 1 deelbaar is. Kies een geheel 
getal n groter dan 2 en noteer met Vn de verzameling 
kwadraatvrije getallen die niet deelbaar zijn door een 
priemgetal groter dan n. Laat zien dat het product 
van de elementen van Vn altijd een kwadraat is. 

Oplossing. In de ontbinding van een kwadraatvrij 
getal in priemfactoren komt elke factor precies 0  
of 1 keer voor. Stel k is het aantal priemgetallen  
niet groter dan n. Omdat n ≥ 3, is k ≥ 2. We  
geven verder het i-de priemgetal aan met pi voor  
1≤ i ≤ k. De elementen van Vn zijn precies de getal-
len , waar ei steeds 0 of 1 is. Vn heeft 
in totaal dus 2k elementen. Voor elk priemgetal  
p ≤ pk zijn er 2k–1 elementen in Vn die deelbaar zijn 
door p. Als we alle elementen van Vn met elkaar 
vermenigvuldigen, komt de factor p dus 2k–1 keer 
voor in dit product. Aangezien k ≥ 2, is 2k–1 even 
en komt elke priemfactor dus een even aantal keer 
voor, dus is het product van de elementen van Vn 
een kwadraat. 

We hebben 16 munten en een balans waarop links 
en rechts precies 1 munt kan worden geplaatst. Alle 
16 munten hebben een verschillend gewicht. In 
hoeveel wegingen kunnen de twee zwaarste munten 
worden gevonden? 

Oplossing. We maken er een competitie van: we 
verdelen de 16 munten in 8 paren. Voor elk paar 
kunnen we met één keer wegen een winnaar aan-
wijzen. Voor de 8 winnaars doen we hetzelfde en 
zo gaan we door tot we in 8 + 4 + 2 + 1 = 15 we-
gingen de zwaarste munt hebben gevonden. Deze 
munt noemen we A en de op een na zwaarste munt 
noemen we B. Munt B heeft niet gewonnen en is in 
de competitie dus ergens verslagen. Maar de enige 
munt die wint van B is munt A, dus moet B al eens 
tegen A gewogen zijn. Van de vier kandidaten voor 
B (rood gekleurd in het plaatje) kunnen we nu met 
een minicompetitie van 3 wegingen een winnaar 
aanwijzen. In totaal hebben we nu met 18 wegingen 
de zwaarste twee munten gevonden. 

Onderstaande figuur bestaat naar rechts toe uit  
oneidig veel delen van cirkels. De straal van de meest 
linkse cirkel is gelijk aan 1 en AiMiBi = 60°.  
Bereken de omtrek van deze figuur. 

Oplossing. We geven de straal van cn aan met rn. 
Omdat AnMn+1 cirkel cn raakt, is MnAnMn+1 = 
90°. Zo vinden we AnMn+1Bn = 120°. In de recht-
hoekige driehoek MnAnMn+1 vinden we |AnMn+1| 
= |MnAn| tan Mn+1MnAn = rn tan 30°, ofwel  
rn+1 = rn / , dus rn = 3(1–n)/2. De omtrek van cn 
is dus 2π 3(1–n)/2. Aangezien , is 
voor n ≥ 2 de bijdrage van cn aan de omtrek van 
de figuur gelijk aan π 3(1–n)/2. De bijdrage van c1 
is (360 – 60)/360  2π  1 = . De totale omtrek is 
dus 

. 

De tweede term is de som van een meetkundige rij. 
Uitwerken geeft  , ofwel  
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OPLOSSINGEN KLEINE NOOTJES NR. 5

KUBUSJE?
Ja, dat kan. Verdeel de kubus in 27 kubusjes van 
1 X 1 X 1. Binnen elk van deze 27 kubusjes zou 
dus een punt moeten liggen. Maar je mag maar 
25 punten plaatsen. Dus er blijven altijd twee van 
deze kubusjes over zonder punt. 

AFVALLEN
Elke week valt hij 500 gram af (= –5 X 300 + 
2 X 500). Op vrijdag 23-4 daalt hij tot precies 
80 kg (nog net niet eronder) en op zondag 25-4 
stijgt hij weer naar 81 kg. Op donderdag 29-4 
daalt hij dan voor het eerst naar 79,8 kg, maar dat 
meet/ziet hij niet. Op zondagavond 9-5 stijgt hij 
naar precies 80 kg. En op zondag 16-5 ziet hij ten 
slotte 79,5 kg op de weegschaal. 

2010
Een oplossing is 1 : 2 X 3 X 4 X 5 X 67 = 2010. 

LEEG EN VOL
Pak het tweede glas, schenk het leeg in het vijfde 
glas en zet het terug. 

RECHTE HOEK OP WIJZERPLAAT
Stel de grote en de kleine wijzer staan in één lijn 
(dezelfde kant op wijzend, bv. 12 uur, of tegen-
overgesteld, bv. 6 uur). Dan treedt zo’n situatie 
weer op na ruim een half uur. De grote wijzer 
is dan x minuten verder (ruim 30 minuten). De 
kleine wijzer is dan x – 30 minuten verplaatst en 
er geldt (de grote wijzer gaat 12 keer zo snel als de 
kleine): 12(x – 30) = x ofwel x = 360/11 minuten. 
In elke periode van deze lengte is de hoek tussen 
de wijzers precies één keer 90 graden. In een hal-
ve dag gebeurt dit dus 12 X 60/(360/11) = 22 keer, 
en wel op de volgende tijdstippen: 
(3 + 6k)/11 uur, met k = 0, 1, 2, 3, ..., 21. Het 
maakt niet uit wanneer je begint. Voor k = 5 heb 
je 3 uur en voor k = 16 heb je 9 uur. 



In het februarinummer kon je lezen over panmagische vierkanten en most 
perfect vierkanten. Hier zie je een geomagisch vierkant dat panmagisch én 
most perfect is. Zowel alle 8 orthogonalen (rijen en kolommen) als alle 8 dia-
gonalen, en ook alle 16 subvierkantjes van 2 x 2 hokjes bevatten vier stukken 
die het cirkelvormige doel betegelen. Deze eigenschappen verklaren 32 van 
de 48 doelen die daar omheen te zien zijn.

GEOMAGISCH 
VIERKANT
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In een magisch vierkant is de som van de getallen in alle rijen, kolom-
men en de twee diagonalen hetzelfde. In een geomagisch vierkant staan 
geen getallen, maar figuren. Met de figuren in iedere kolom, rij en dia-
gonaal moet steeds dezelfde vorm (het doel) worden gelegd. 

■ door Lee Sallows
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