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We eat problems for breakfast
Doe mee met de Wiskunde Olympiade

Dit zijn twee opgaven uit de eerste 
ronde van de Wiskunde Olympiade 2010.

D   Draai jij hier je hand niet voor om? 
D   Zie jij een slimme manier om het goede antwoord te vinden?
D   Zit je nog niet in 6 vwo? 
D   En vooral: vind jij zulke opgaven leuk?

Geef  je dan op bij je docent voor de eerste ronde van de Wiskunde Olympiade 2011. 
Die is op vrijdagmiddag 4 februari 2011 op alle aangemelde scholen in Nederland. 
Ook als je in de onderbouw zit, kun je meedoen. De opgaven zijn voor iedereen hetzelfde, 
maar leerlingen uit lagere klassen hebben minder punten nodig om door te gaan naar de 
volgende ronde. Met een beetje creativiteit en doorzettingsvermogen behoor jij misschien 
wel tot de groep van 750 leerlingen die doorgaan naar de volgende ronde, op 25 maart 
op verschillende universiteiten. 

De Wiskunde Olympiade viert in 2011 haar 50-jarig bestaan. Vier jij dat met ons mee? 
Meer informatie (en opgeven van de school door je docent) via www.wiskundeolympiade.nl.

2. Een regelmatige zeshoek ABCDEF 
heeft oppervlakte 1. Wat is de opper-
vlakte van de vlieger ACDE?
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1. Een toets bestaat uit zes vragen die 
achtereenvolgens 1 tot en met 6 punten
waard zijn. Heb je een vraag goed beant-
woord, dan wordt het aantal punten van 
die vraag bij je score opgeteld. Zo niet, 
dan wordt het juist ervan afgetrokken.
Heb je alleen vragen 1, 3 en 4 goed, dan 
is je score dus 1 – 2 + 3 + 4 – 5 – 6 = –5.
Hoeveel verschillende eindscores zijn er 
mogelijk?

A) 20  B) 22  C) 41  D) 43  E) 64

1  (1p)

2  (2p)

3  (3p)

4  (4p)

5  (5p)

6  (6p)

1. De mogelijke eindscores zijn precies de oneven getallen –21, –19, …, 19, 21. Dat zijn er 22 (B).
2. Verbind het middelpunt M met A, C en E, en verbind ook C met E. Zo wordt de zeshoek in zes 
gelijke driehoeken verdeeld, waarvan er vier samen de vlieger vormen. Het antwoord is dus     (B).

4
6

Check hier je antwoord:
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niVeaubaLkjes pagina’s met één of meer zwarte balkjes (onder de paginanummering) geven de
moeilijkheidsgraad aan. eén balkje: lastig. twee balkjes: vereist wiskundekennis uit de vijfde of zesde
klas. drie balkjes: net iets moeilijker.

iNhoud

1 t/m 50, en Verder
Deze jaargang staat de prijsvraag van Pythagoras 
in het teken van het vijft igjarig jubileum. In elk 
nummer vind je een puzzel met het getal 50 als 
thema. Deze keer gaat het om rekenen met vijf 
getallen, gebruikmakend van optellen, aft rekken, 
vermenigvuldigen en delen. 
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en Verder
 2  Kleine nootjes
 10  Winnende strategie
 13 Vierkanten leggen
 14  Journaal
 20  Bijna geheel, maar net niet helemaal
 22  Het mysterie van het lijk in de Waal
 27  Reekssommen en tweemachten
 30  Pythagoras Olympiade
 33  Oplossingen Kleine nootjes nr. 1

rekenen aan het kLimaat
In zijn vijft igste jaargang gaat Pythagoras na, wel-
ke vooruitgang er sinds de eerste jaargang geboekt 
is op onderwerpen waar iedereen mee te maken 
heeft , en waar wiskunde een sleutelrol bij speelt. 
De tweede afl evering van deze serie behandelt 
klimaatmodellen.

de noorse Zon
In de serie ‘Op reis’ nemen we je deze keer mee 
naar Noorwegen. In een wijk even ten zuiden van 
de stad Bergen staat een opmerkelijke sculptuur, 
gebaseerd op de afgeknotte icosaëder. 
(Foto omslag: kjetil vatne)
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■ door Dick Beekman en Jan Guichelaar

kLeine nootjes

Verkeerde datum
Op 13 oktober 2010 keek meneer Speerman 
op de klok in een hotel. De tijd klopte, maar 
de klok gaf een verkeerde datum aan. 
Wanneer liep de klok nog wel gelijk?

een mand VoL eieren
Een melkboer heeft  een mand waar 
maximaal 500 eieren in passen. Hoeveel 
eieren erin zitten, wil de melkboer niet 
zeggen, maar hij verklapt wel: ‘Of ik de 
eieren nu verpak in doosjes van 2, 3, 4, 5 
of 6, altijd zal er dan één ei overblijven. 
Pas als ik doosjes van 7 stuks maak, houd 
ik geen enkel ei over.’ Hoeveel eieren 
heeft  de melkboer? 
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Kleine nootjes zijn eenvoudige opgaven die weinig of geen 
wiskundige voorkennis vereisen om opgelost te kunnen worden. 
De antwoorden vind je in het volgende nummer van Pythagoras. 

November 2010PYTHAGORAS

Vierkanten kniPPen
Een vierkant kun je, zoals in het plaatje aangegeven, in vier stukken knippen. Met die vier stukken kun je 
twee even grote vierkanten leggen. Kun je een vierkant ook in vijf stukken knippen, waarmee je twee even 
grote vierkanten kunt leggen?

tekens Wissen
Haal 19 van de 25 tekens weg en houd een gelijkheid over.

trein in tunneL
Je rijdt met een trein 
door een tunnel van 10 
km lengte. De trein rijdt 
20 m/s.
Als je de tunnel in rijdt, 
kijk je op je horloge met 
secondewijzer en gaat 
een cola drinken in de 
restauratiewagen. Als je 
uit de tunnel rijdt, kijk 
je weer op je horloge: 
slechts 495 seconden in 
de tunnel. Waar zit de 
restauratiewagen en wat 
is de minimale lengte van 
de trein?



50 jaar V kLimaatmodeLLen
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‘over honderd jaar is de zeespiegel 80 centimeter gestegen.’ ‘de tendens dat de neder-
landse zomers heter en natter worden, zal niet snel veranderen.’ Waarom zou je zulke be-
richten geloven? omdat klimaatmodellen de afgelopen halve eeuw, met dank aan compu-
ters en de numerieke wiskunde, stukken betrouwbaarder zijn geworden. maar het blijven 
modellen, geen toekomstvoorspellers. 

 door Arnout Jaspers

richten geloven? omdat klimaatmodellen de afgelopen halve eeuw, met dank aan compu-
ters en de numerieke wiskunde, stukken betrouwbaarder zijn geworden. maar het blijven 

rekeNeN aaN 
het klimaat
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Als de atmosfeer perfect doorzichtig was voor alle 
(infrarood) warmtestraling, zou het gemiddeld op 
aarde 33 graden kouder zijn (circa –18 graden) dan 
nu en waren de oceanen permanent bevroren. Er 
zou dan niet of nauwelijks leven mogelijk zijn.

De wiskundige Fourier was in 1827 waarschijn-
lijk de eerste die zich realiseerde dat het op aarde 
veel warmer is dan je zou verwachten op grond van 
de hoeveelheid straling die de zon uitzendt en onze 
afstand tot de zon. 

De Zweed Arrhenius vond in 1896 in principe 
de oplossing van het raadsel: vooral waterdamp en 
CO2 in de atmosfeer liggen als een deken om de 
aardbol. Deze gassen laten zichtbaar licht van de 
zon door, maar het aardoppervlak straalt dat te-
rug in de vorm van infrarood, en dat houden ze wel 
voor een deel tegen. Dit is het fameuze broeikas-
eff ect. Om het allemaal lekker ingewikkeld te ma-
ken, spelen ook stof, wolken en andere gassen zoals 
ozon hierbij een rol, opwarmend of juist afk oelend.

heidens karWei Arrhenius was de eerste die 
zich realiseerde dat het broeikaseff ect een ingrij-
pende invloed heeft  op het klimaat op aarde. Hij 
was ook de eerste die een primitief klimaatmodel 
construeerde en dit met de hand doorrekende. ‘Een 
heidens karwei’, vindt Rob van Dorland, senior on-
derzoeker klimaat bij het KNMI, en hij kan het we-
ten omdat hij het zelf een keer nagerekend heeft , uit 
historische interesse. 

Het model van Arrhenius vereenvoudigt de 
hele aardatmosfeer tot één kolom lucht. Van boven 
komt zonlicht binnen, van onder straalt het aardop-
pervlak infrarood licht uit, maar ook de broeikas-
gassen in de atmosfeer zenden deze straling uit (elk 
voorwerp zendt altijd straling uit, op een golfl engte 
die samenhangt met z’n temperatuur). CO2 en wa-
terdamp absorberen een deel van het infrarood, en 
warmen daardoor extra op. Daardoor gaan ze zelf 
weer meer infrarood uitstralen totdat een nieuw 
evenwicht ontstaat (aan de bovenkant van de atmo-
sfeer komt dan evenveel stralingsenergie binnen als 
er uitstraalt) bij een verhoogde temperatuur.

In het allersimpelste model levert dat één verge-
lijking voor de temperatuur T op: 

(1 − a)Sπr2 = 4πr2(1 – 0,5ε)σT4.

Links van het =-teken staat de netto inkomende 
energie van de zon, rechts de energie die de aarde 
uitstraalt. De betekenis van de letters is:

S is de hoeveelheid zonne-energie per vierkante 
meter (1367 W/m2);
a is de albedo van de aarde, het deel van het zon-
licht dat direct terug gerefl ecteerd wordt (metin-
gen wijzen uit: ongeveer 0,3);
r is de straal van de aarde (6.371 km);

Stefan-Boltzmann constante (ongeveer 
   5,67 × 10−8JK−4m−2s−1); 

emissiviteit van de aarde, een getal dat 
aangeeft  hoe gretig de aarde infrarood uitstraalt 
(0,776). 

De factor πr2 valt eruit, zodat overblijft :

(1 − a)S = 4(1 – 0,5ε)σT4 

en dus

Als je alle getallen invult, levert dit een temperatuur 
op van 288 kelvin, de temperatuur gerekend vanaf 
het absolute nulpunt (–273 graden Celsius), ofwel 
15 graden Celsius. Dat is inderdaad de gemiddelde 
temperatuur op aarde. 

Het aan het begin genoemde eff ect van de broei-
kasgassen zit verscholen in a
broeikasgassen kleiner zijn: je kunt zelf uitrekenen 
hoeveel, als de temperatuur op aarde 15 graden la-
ger was. 

Arrhenius’ ‘heidens karwei’ was, om uit de con-
centraties waterdamp en CO2
was, want de emissiviteit van de aarde als geheel 
kan slechts met satellieten echt gemeten worden, 
en daar moest de wetenschap toen nog een eeuw 
op wachten. In Arrhenius’ model gaat alleen stra-
ling naar boven en naar beneden, de lucht beweegt 
niet. Die ene kolom stelt de hele atmosfeer voor, en 
de atmosfeer als geheel kan zich uiteraard niet ver-
plaatsen. Ook negeert het model dat de tempera-
tuur afneemt met de hoogte, en het doet alsof de at-
mosfeer één homogene laag is. 

In de tijd van Arrhenius was de uitstoot van ex-
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tra CO2 door het verbranden van olie, kolen en 
gas nog verwaarloosbaar. Hij dacht dat het nog wel 
3000 jaar kon duren eer de mens het CO2-gehalte 
in de atmosfeer verdubbeld had; we weten nu dat 
dit waarschijnlijk nog deze eeuw zal gebeuren. Ar-
rhenius maakte zich geen zorgen over opwarming 
van het klimaat door de mens, integendeel: hij 
dacht juist dat dit nodig was om een ijstijd te voor-
komen. Deze opvatting werd zelfs in de jaren zestig 
nog wel verkondigd door klimaatwetenschappers.

Laagjes Echte verbeteringen in de klimaatwe-
tenschap moesten wachten op de komst van de 
computer, begin jaren zestig. In het begin werd de 
hele atmosfeer nog steeds door één kolom lucht 
voorgesteld, maar de computer deelde wel de ko-
lom op in laagjes. In elke laag berekende hij de ab-
sorptie en emissie van straling, afhankelijk van de 
hoeveelheid CO2 en waterdamp, die weer afhangt 
van de luchtdruk (dus ook van de hoogte).

Van Dorland: ‘Zo’n model heb ik hier ook nog 
gemaakt toen ik bij het KNMI binnenkwam, in 
1988. Ik wilde eerst een oud model gebruiken, maar 
daar vond ik twee fouten in. Opnieuw beginnen 
bleek minder werk dan de computercode van zo’n 
oud model helemaal ontrafelen.’ 

Computers waren in de jaren zestig honderd 
keer zo traag als een gewone PC nu, en een paar 
honderd kilobyte geheugen was al heel wat. Pas in 
de jaren zeventig werden computers krachtig ge-

noeg om weersvoorspellingen te gaan doen. De 
latere klimaatmodellen werken volgens dezelfde 
principes. 

De vergelijkingen die de beweging van de at-
mosfeer bepalen, zijn bekend, net als de vergelij-
kingen die gelden voor het absorberen, reflecteren 
en uitzenden van zonlicht en andere soorten stra-
ling door alle gassen die in lucht voorkomen. Als je 
op zeker moment op elk punt op aarde de toestand 
(temperatuur, luchtvochtigheid, luchtdruk, wind-
richting) van de atmosfeer op elk punt zou kennen 
en die in de vergelijkingen stopt, is de toestand in 
theorie op alle volgende tijdstippen bepaald.

In de praktijk werkt dat om twee redenen niet. 
Ten eerste zijn de vergelijkingen zo ingewikkeld, 
dat ze niet exact oplosbaar zijn. Ten tweede is de 
begintoestand van de atmosfeer nooit voldoende 
nauwkeurig bekend. Er zijn maar een paar duizend 
weerstations op aarde, en satellieten meten met tus-
senpozen de luchttemperatuur op een groot deel 
van de aarde, maar alles daar tussenin is onbekend. 

Zowel klimaat- als weermodellen verdelen daar-
om de atmosfeer in een grid (rooster), met hori-
zontaal en verticaal ‘boxen’. Binnen zo’n box wor-
den temperatuur, luchtdruk en dergelijke geacht 
overal hetzelfde te zijn. De eerste weermodellen in 
de jaren zeventig beschreven alleen het noordelijk 
halfrond, met een atmosfeer in 10 lagen tot 13 kilo-
meter hoogte en boxen van 500 × 500 kilometer.

Eerst wordt een begintoestand ingevoerd, bij-

Figuur 1  De voorspelde verandering van de temperaturen op aarde in 2050, vergeleken met het 
gemiddelde van 1971-2000. Merk op dat de kleurschaal in graden Fahrenheit is (1 graad Fahrenheit = 
0,55 graad Celsius)
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voorbeeld gebaseerd op het weer van vandaag: in 
elke box hebben temperatuur, luchtdruk en der-
gelijke een bepaalde waarde. Vervolgens berekent 
de computer voor elk paar boxen dat aan elkaar 
grenst, wat er het volgende moment gebeurt. Als 
bijvoorbeeld de luchtdruk in de ene box hoger is 
dan in de box ernaast, gaat het waaien: er stroomt 
lucht van de ene naar de andere box. Verticale be-
wegingen van lucht leiden vaak tot verdamping of 
condensatie, wat grote invloed heeft op de tempe-
ratuur en wolkenvorming. Zo heeft elk verschil in 
grootheden tussen aangrenzende boxen een be-
paald fysisch effect. Dat leidt tot een nieuwe toe-
stand in alle boxen, waarna de computer een vol-
gende ronde doorrekent. 

Je zou misschien verwachten dat in zo’n mo-
del al gauw niks interessants meer gebeurt omdat 
alle verschillen uitvlakken. Maar de draaiing van 
de aarde, de ongelijkmatige instraling door de zon 
(een box bij de evenaar krijgt veel, een box bij de 
polen weinig) en de onregelmatige vorm van de 
oceanen (waaruit de meeste waterdamp in de lucht 
afkomstig is) zorgen ervoor dat zowel het model als 
het echte weer nooit in een stabiele eindtoestand te-
rechtkomen.

Verfijningen Maar hoe goed waren die mo-
dellen in de jaren zeventig? Van Dorland: ‘Zo kon 
je iets maken dat net iets beter was dan de boer die 
op zijn land naar de lucht kijkt. Je moest een dag 
rekenen om vijf dagen vooruit te voorspellen. Voor 
klimaatmodellen is dat geen wenselijke situatie: 
daarvoor moet je ten minste honderd jaar voor-
uit rekenen.’ Het was van het begin af aan duidelijk 
dat verder onderverdelen van de atmosfeer, in meer 
lagen en kleinere boxen, betere weersvoorspellin-
gen zou opleveren. Maar de benodigde rekenkracht 
neemt ongeveer toe met het aantal boxen waarin je 
de atmosfeer onderverdeelt. Met boxen van 500 × 
500 kilometer zijn dat er ongeveer 2000, met boxen 
van 100 × 100 kilometer ongeveer 50.000.

Weers- en klimaatvoorspellingen worden op een 
paar plaatsen in de wereld uitgerekend op de groot-
ste supercomputers die beschikbaar zijn. Een hele 
grote staat bijvoorbeeld in het Hadley centre, in 
Reading, Groot-Brittannië, en ook het KNMI re-
kent zelf bepaalde modellen door. Inmiddels zijn de 

gridboxen geslonken tot 25 × 25 kilometer, in 70 la-
gen. Dat wil niet zeggen dat alles dan vanzelf beter 
gaat: ‘Wat we in die eerste tijd veel zagen, was dat 
de weermodellen gingen ‘driften’, aldus Van Dor-
land. Naarmate je het weermodel langer liet draai-
en, begonnen waarden als de temperatuur steeds 
onrealistischer te worden, alsof het weer op aarde 
een systeem is dat telkens op hol slaat. Hoewel men 
niet goed begreep hoe dat kwam, gebruikte men de 
modellen toch, waarbij handmatig correcties wer-
den ingevoerd om het model in het gareel te hou-
den, de zogeheten ‘fluxcorrecties’. 

Maar behalve door het verkleinen van de grid-
boxen, werden modellen ook steeds verder ver-
fijnd door er steeds meer processen in op te nemen. 
Bijvoorbeeld: in het begin werd de oppervlakte-
temperatuur van de oceanen – belangrijk voor de 
verdamping – gewoon als een gegeven in het kli-
maatmodel ingevoerd. Maar de atmosfeer en de 
oceaan beïnvloeden uiteraard elkaar. Dus is ook de 
oceaan opgedeeld in gridboxen en in het model op-
genomen. De modellen zijn nu zodanig verfijnd, 
dat de vreemde drift niet meer optreedt en fluxcor-
recties niet meer nodig zijn.

Van Dorland: ‘In modellen kun je steeds meer 
modules inbouwen. In de jaren negentig hebben we 
er heel veel moeite in gestoken om chemische pro-
cessen in te bouwen. Bijvoorbeeld: de hoeveelheid 
ultraviolet licht van de zon varieert met de elfjarige 
zonnevlekkencyclus. Het UV-licht heeft effect op 
de hoeveelheid ozon (O3) die hoog in de atmosfeer 
voorkomt (ook dit is een broeikasgas). Daar kwam 
uit dat het tussen het minimum en het maximum 
van de zonnevlekkencyclus een paar procent ozon 
scheelt en andere stromingspatronen veroorzaakt.’ 

ChaotisCh Ongeacht hoe snel de computers 
worden, hoe fijnmazig ook het grid, hoe gecompli-
ceerd het model en hoe nauwkeurig de waarnemin-
gen, weersvoorspellingen van meer dan twee weken 
vooruit blijven waarschijnlijk altijd een utopie. Dat 
komt omdat de atmosfeer, in wiskundige zin, een 
chaotisch systeem is. Dat wil zeggen dat willekeurig 
kleine variaties in de begintoestand zeer grote ge-
volgen kunnen hebben voor de toestand later. Dit is 
het befaamde vlindereffect: de vleugelslag van een 
vlinder in Brazilië in februari, kan er uiteindelijk 
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de oorzaak van zijn dat een orkaan niet op 12 juli 
in Florida, maar op 13 juli in Honduras aan land 
komt.

Dus als het principieel onmogelijk is om een 
weersvoorspelling drie weken vooruit te maken, 
hoe kan je dan wel het klimaat over 50 of 100 jaar 
voorspellen? Het verschil zit ’m precies in dat vlin-
dereffect: het is niet juist – zoals je in populair-we-
tenschappelijke artikelen over het vlindereffect vaak 
leest – om die vleugelslag de oorzaak van de orkaan 
te noemen. Ook een miljoen vlinders in Brazilië 
kunnen het aantal orkanen per jaar of hun gemid-
delde kracht niet veranderen; dat hangt af van za-
ken als de temperatuur van het zeewater over grote 
stukken oceaan, en die worden onder meer be-
paald door de hoeveelheid zonlicht en de hoeveel-
heid broeikasgassen in de atmosfeer. En die fluctu-
eren zeker niet chaotisch op een termijn van dagen 
of weken. 

Natuurlijk zegt een klimaatmodel niets over de 
vraag of in september 2072 een orkaan Florida zal 
treffen, maar wel over de vraag hoe warm de Atlan-
tische oceaan langjarig gemiddeld rond dat jaar zal 
zijn, en hoeveel orkanen er gemiddeld per jaar ont-
staan. 

Een goed klimaatmodel rekent ook veel meer 
processen mee dan een weermodel. Immers, in één 
of twee weken veranderen de grootte van de ijskap-
pen aan de polen, het CO2-gehalte van de lucht of 
de temperatuur van de oceaan op 100 meter diepte 

nauwelijks, maar in vijftig jaar kan dat wel degelijk 
gebeuren. Toch zijn weer- en klimaatmodellen niet 
wezenlijk verschillend. Van Dorland: ‘Er zijn zelfs 
al modellen met een weer- én een klimaatstand.’ 

ensembLe Een ontwikkeling van de laatste ja-
ren is de grotere nadruk op de ensemble-metho-
de. Het idee is dat je het model één keer op een zo 
hoog mogelijke resolutie draait, en daarna vijftig 
keer op een lagere resolutie, met kleine, toevallige 
variaties in de begintoestand. Dat levert vijftig ver-
schillende weersvoorspellingen op, die als het goed 
is rondom de voorspelling van de hoge-resolutie-
versie liggen. Je krijgt dan een indruk in welke op-
zichten de voorspelling het meest gevoelig is voor, 
bij wijze van spreken, de vleugelslag van de Brazili-
aanse vlinder. 

Van Dorland is een groot voorstander van deze 
methode: ‘Als Nederlandse klimaatdeskundigen 
hebben wij bereikt dat de grotere rekenkracht die 
de laatste jaren beschikbaar kwam, niet is ingezet 
om de resolutie verder te verhogen, maar voor de 
ensemble-methode. We wilden niet alleen een ver-
wachting kunnen geven, maar ook de betrouwbaar-
heid van die verwachting.’

Computermodellen voor het klimaat zijn te-
genwoordig zo complex, dat ze niet meer door één 
persoon geschreven worden, maar door teams van 
klimatologen en informatici die vaak op verschil-
lende instituten werken. In zekere zin is er niet één 

Figuur 2  De voorspelde verandering van de hoeveelheid neerslag in 2100, vergeleken met nu. 
Merk op dat de kleurschaal in inches is (1 inch = 2,5 centimeter)
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persoon die het hele programma kent. Hoe weet 
je dan of de uitkomsten betrouwbaar zijn, en of er 
niet ergens een paar bugs in zitten? Van Dorland: 
‘99 van de 100 keer merk je dat doordat je bij het 
proefdraaien met het model heel rare uitkomsten 
krijgt. Een voorbeeld is de stralingsmodule die ik 
geschreven had voor de supercomputer in Ham-
burg. Toen die klaar was en ik die had ingeleverd, 
testte ik hem ook op mijn eigen computer, en toen 
gebeurden er hele rare dingen. Ik heb natuurlijk 
meteen naar Hamburg gebeld: check wat hier aan 
de hand is. Ik was verantwoordelijk voor die mo-
dule, dus het laatste wat je wilt, is dat zo’n fout pas 
blijkt nadat het klimaat over honderd jaar is uitge-
rekend. In dit geval werden de vreemde uitkomsten 
veroorzaakt doordat mijn eigen computer getallen 
na minder decimalen afkapte dan de supercompu-
ter in Hamburg.’

Een computer moet altijd ergens een grens trek-
ken in het aantal cijfers achter de komma van de 
getallen waar hij mee werkt. Immers, als de uit-
komst van een deling als 1/3 = 0,333... niet ergens 
wordt afgekapt, houdt de berekening nooit meer 
op. Maar als een programma geschreven is voor 
een supercomputer die tot, zeg, negen decimalen 

nauwkeurig rekent, terwijl een gewone PC al na zes 
decimalen afkapt, is de uitkomst van 
1/( 1

3 – 0,333333) op de supercomputer 
3.003.003,003, terwijl de PC een foutmelding 
geeft omdat er door 0 gedeeld wordt. 

Voorspellingen over de komende opwarming 
van de aarde blijven onzeker om diverse redenen. 
Ten eerste moet altijd een veronderstelling gedaan 
worden over hoeveel CO2 en andere broeikasgas-
sen wij mensen de komende decennia blijven uit-
stoten. Daar kan een klimaatmodel niets over zeg-
gen. Ten tweede zal de mondiale opwarming in het 
ene deel van de wereld heel andere effecten hebben 
dan in andere delen, maar de modellen zijn nog 
niet goed genoeg om nauwkeurige regionale voor-
spellingen te doen. Van Dorland: ‘Je kan van alles 
op die klimaatmodellen aanmerken, maar ze doen 
het toch wel aardig. Dat vind ik nog de frappantste 
ervaring met die zeer complexe modellen: als je bij-
voorbeeld uitrekent ‘wat doet een verdubbeling van 
de CO2 in de atmosfeer met de wereldgemiddelde 
temperatuur’, dan zijn de uitkomsten ongeveer het-
zelfde als wat je op de achterkant van een envelop 
kunt uitrekenen. Die uitkomsten blijken keer op 
keer toch heel robuust te zijn.’ 

Parametrisatie Geen enkel model is een perfecte afspiegeling van de werkelijkheid, en weten wat 
de beperkingen van een model zijn, is net zo belangrijk als de cijfers die uiteindelijk uit de computer 
rollen. Weer- en klimaatmodellen delen de atmosfeer op in een grid met horizontaal boxen van, op zijn 
minst, 25 × 25 kilometer en verticaal een paar honderd meter. Binnen één box hebben grootheden als 
temperatuur of luchtvochtigheid per definitie overal dezelfde waarde; de computer kent per box aan 
elke grootheid maar één getal toe. Dat kan grote invloed hebben op de uitkomsten. Neem bijvoorbeeld 
bewolking: die reflecteert overdag netto veel zonlicht terug de ruimte in en werkt dan koelend. Fysisch 
bekeken ontstaat een wolk (piepkleine druppeltjes gecondenseerde waterdamp) daar waar de relatieve 
luchtvochtigheid stijgt tot 100%. Dat gebeurt meestal heel lokaal, omdat ergens vochtige lucht opstijgt 
en afkoelt. Een simpele blik op de lucht leert al dat wolkenvorming een proces is dat op veel kleinere 
schaal dan 25 × 25 kilometer sterk varieert. 

Als in een box de gemiddelde luchtvochtigheid 80% is, zou het model moeten concluderen, op basis 
van de natuurwetten die erin gestopt zijn: lager dan 100%, dus 0% bewolking. Maar als het grid boxen 
van 1 × 1 kilometer had gehad, had de luchtvochtigheid best 100% kunnen zijn in 125 van die boxen en 
lager in de overige 500 boxen, zodat de grotere box, van 25 × 25 kilometer, voor 20% bewolkt is. 

De voorspellingen van het model kunnen dus sterk afhankelijk zijn van de gekozen boxgrootte. 
25 × 25 kilometer is momenteel het hoogst haalbare, gegeven de beschikbare computercapaciteit. ‘Para-
metrisatie’ is een – noodgedwongen nogal grof – ‘gereedschap’ om dit soort problemen te ondervangen. 
In het geval van de bewolking dwing je het model om bij een zekere luchtvochtigheid in een 25 × 25 ki-
lometer box een zeker percentage bewolking neer te zetten, bijvoorbeeld: 90% vochtigheid op 2 kilome-
ter hoogte A 50% bewolking, 95% vochtigheid op 2 kilometer A 100% bewolking.

Zo’n parametrisatie check je met metingen in de praktijk, in dit geval aan allerlei types wolkenluch-
ten. De zwakte van parametrisatie is dat je nooit zeker weet of die getallen nog zullen kloppen in een 
klimaat dat over vijftig jaar veranderd is. Je zou juist willen dat je model goed genoeg is om die getal-
len zelf uit te rekenen, maar daar is het niet fijnmazig genoeg voor, anders was parametrisatie niet no-
dig geweest. 
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Boter, kaas en eieren, schaken, dammen, Go: dit zijn voorbeelden van ‘eindige spellen’ 
voor twee spelers. in dit artikel laten we zien dat bij dit soort spellen óf de beginner óf zijn 
tegenstander in principe een strategie kan volgen om bij het beste tegenspel te winnen of 
remise te maken.
Q door Jan van de Wiel

WiNNeNde strategie
Bij het bekende spelletje Boter, kaas en eieren kun-
nen beide spelers bij goed spel een gelijkspel (re-
mise) bereiken. Omdat het aantal mogelijke zet-
combinaties niet zo groot is (zeker niet als je de 
symmetrie van het speelveld gebruikt), kun je 
dit ‘met de hand’ nagaan. Bij een spel als scha-
ken, dammen of Go is het aantal mogelijkheden zo 
enorm groot dat je niet kunt nagaan of een speler 
vanaf de eerste beurt altijd minstens remise (dat wil 
zeggen: remise of winst) kan afdwingen, zelfs niet 
met de krachtigste computers van tegenwoordig.

We laten in dit artikel echter zien dat bij dit 
soort spellen ófwel degene die begint (we noemen 
deze steeds speler 1) ófwel zijn tegenstander (speler 
2) altijd minstens remise kan afdwingen, dus on-
geacht hoe de ander speelt! Ons bewijs geeft tevens 
een methode om voor een concreet spel te bepalen 
wie van de twee, speler 1 of 2, minstens remise kan 
afdwingen. Helaas is bij vele spellen het aantal mo-
gelijke spelverlopen zo groot dat dit in de praktijk 
niet uitvoerbaar is. Voor één (eenvoudig) spel zul-
len we het daadwerkelijk uitvoeren.

eindig sPeL Als we spreken over een ‘eindig 
spel’, over welk soort spellen hebben we het dan? 
Ten eerste moet het spel gespeeld worden door 
twee spelers die afwisselend een ‘zet’ doen. Ten 
tweede moet het spel altijd in een eindig aantal zet-
ten (minstens één) eindigen. Ten derde moet het bij 
elk einde van het spel vastliggen of het remise is of 
winst of verlies voor degene die de laatste zet heeft 

gedaan. En ten vierde: elke speler heeft bij elke 
beurt een vrije keuze uit alle mogelijke zetten (dus 
geen dobbelsteen). 

Bij het schaak- en damspel is het in theorie mo-
gelijk dat het spel oneindig lang doorgaat (bijvoor-
beeld door herhaling van zetten), maar in de prak-
tijk is altijd op een gegeven moment duidelijk dat 
het spel door geen van beide spelers nog gewonnen 
kan worden en eindigt met remise. Daarom vallen 
ook deze spellen onder de categorie die we op het 
oog hebben.

bomen Het komt er dus op neer dat alle moge-
lijke spelverlopen van het spel moeten kunnen wor-
den voorgesteld door een eindige boom; zie figuur 
1 voor een voorbeeld van een boom van een fictief 
spel. Elk knooppunt stelt een spelsituatie voor. De 
wortel (bovenste knooppunt) van de boom stelt de 
beginsituatie van het spel voor. De knooppunten 
die direct onder een bepaald knooppunt ‘hangen’ 
noemen we haar kindknooppunten. Een knooppunt 
dat niet meer vertakt, heet een blad. Het stelt een 
eindsituatie van het spel voor, waarbij het spel is af-
gelopen en bekend is of de speler die de laatste zet 
heeft gedaan gewonnen heeft (aangegeven met een 
W), of verloren (aangegeven met een V), of dat het 
spel in remise is geëindigd (aangegeven met een R). 
We geven een blad aan met een dicht rondje en elk 
ander knooppunt met een open rondje. 

Op elk moment bevindt het spel zich in een 
knooppunt van de boom. De speler die aan de 

Figuur 1 �(HQ�ERRP�YDQ�HHQ�oFWLHI�VSHO Figuur 2
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beurt is, kiest dan een tak vanuit dat knooppunt 
naar een volgend knooppunt.

Bij de boom van figuur 1 heeft speler 1 aan het 
begin de keus uit drie mogelijke zetten. Speler 2 
heeft daarna in twee gevallen twee mogelijke zetten 
en in één geval drie. Het spel is in vier gevallen na 
twee zetten afgelopen en in de overige gevallen na 
drie zetten. Bij elk knooppunt dat geen blad is heb-
ben we ófwel WR (van Winst of Remise) ófwel VR 
(van Verlies of Remise) geschreven volgens de vol-
gende regels:

voorkomt (dus alleen VR, V of R).

bij de kindknooppunten minstens één WR of W 
voorkomt.

een strategie We beweren nu:

Als een speler na een zet op een knooppunt met WR 
komt (zeg speler a, niet noodzakelijkerwijs de begin-
nende speler), dan kan deze zo spelen dat hij bij al 
zijn volgende zetten ook weer op een knooppunt met 
WR of (bij een blad) W uitkomt.

Het bewijs van deze bewering is eenvoudig, zie fi-
guur 2. We duiden het betreffende knooppunt aan 
met K. Voor speler b (die aan zet is) zijn alle vier 
mogelijkheden getekend: V, R, VR en VR (W of 
WR kan niet, want dan zou erboven VR staan). Bij 
V verliest speler b en wint speler a en bij R is het 
spel remise. Dit zijn dus twee kindknooppunten 
van K die een blad zijn. Als er geen VR zou zijn, 
stopt het spel hier. Er zijn nog twee gevallen met 

VR getekend, waarbij speler a nog een volgende 
beurt krijgt.

Volgens de regel voor VR komt bij elk van hún 
kindknooppunten een WR of (bij een blad) W 
voor. Welke zet speler b vanuit K ook doet, als spe-
ler a daarna nog een beurt krijgt, kan deze altijd 
een zet doen die weer op WR of W uitkomt. Deze 
redenering geldt natuurlijk ook voor de volgende 
beurten.

hoofddoeL We gaan nu naar ons hoofddoel. 
Stel dat bij de wortel van de boom WR staat. We 
gaan bovenstaande bewering toepassen. Omdat spe-
ler 1 nu aan de beurt is, kunnen we net doen als-
of speler 2 op de wortel is uitgekomen. Volgens de 
bewering kan speler 2 zó spelen dat deze bij al zijn 
beurten op WR of (bij een blad) W uitkomt. Als 
speler 2 de laatste zet van het spel doet, is hij dus op 
een blad met W uitgekomen (dat heeft hij dus ge-
kozen) en is hij winnaar. Als speler 1 de laatste zet 
doet, is speler 2 vlak daarvóór op een knooppunt 
met WR uitgekomen. Speler 1 komt dan bij zijn laat-
ste zet uit op een blad met V of R. Speler 2 bereikt 
dan dus winst of remise. Conclusie: als bij de wortel 
van de boom WR staat, kan speler 2 (de speler die 
niet begint) dus altijd minstens remise afdwingen.

Stel nu dat bij de wortel van de boom VR staat. 
Speler 1 kan dan bij de eerste zet van het spel op 
WR (of W) uitkomen. Volgens dezelfde redenering 
als hierboven kan speler 1 (de speler die begint) 
dan steeds op WR of W uitkomen en dus altijd 
minstens remise afdwingen.

Hiermee hebben we aangetoond dat ófwel speler 1 
ófwel speler 2 altijd minstens remise kan afdwingen.

Figuur 3 �'H���ERRP�ELM�KHW�OXFLIHUVSHO
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grote sPeLLen Ook bij het schaakspel kan dus 
ófwel speler 1 ófwel speler 2 altijd minstens remise 
afdwingen! We weten alleen niet welke van de twee 
het is. En ook al zouden we dat weten, dan zou deze 
speler niet weten hoe hij moet spelen. Om bij alle 
knooppunten en bladeren de juiste letters te zetten, 
moeten we beginnen bij de bladeren van de boom 
en terugwerken naar boven. We moeten dus de hele 
boom kennen om de strategie te kunnen bepalen. 
Dit is voor ingewikkelde spellen zoals schaken nu 
nog niet te doen. Als computers ooit in staat zou-
den zijn de hele boom van het schaakspel te door-
lopen, dan zou de niet-verliezende speler vooraf 
bekend zijn. Als zo’n computer als deze speler zou 
fungeren, zou hij nooit hoeven te verliezen!

Zonder remise Als bij een spel geen remise 
bestaat, maar altijd één van de twee spelers wint en 
de ander dus verliest, gaat natuurlijk dezelfde re-
denering op. Bij elk blad staat dan ófwel een W óf-
wel een V (zet, startend bij de bladeren met W’s en 
V’s, een W bij een knooppunt als er bij zijn kind-
knooppunten geen W staat, zet anders een V). Bij 
zo’n spel kan dus speler 1 of speler 2 altijd winst af-
dwingen.

We illustreren het bovenstaande aan de hand 
van een bekend spelletje met een stapel lucifers. 
Om beurten moet een speler één of twee of drie 
lucifers van de stapel afhalen. Wie de stapel leeg 
maakt, heeft verloren. Zie figuur 3 voor de bijbeho-
rende boom ingeval het aantal lucifers in de begin-
situatie 5 is.

In elk knooppunt is in blauw aangegeven hoe-
veel lucifers dan nog op de stapel liggen. Bij alle 
bladeren is dit aantal dus 0. De speler die de laatste 
zet gedaan heeft naar een blad van de boom heeft 
dus verloren. Daarom staat er bij elk blad een V. Als 
je bij elk ander knooppunt volgens de boven be-
schreven regels een W of V zet, kom je bij de wor-
tel uit op een W. Dat betekent dat speler 2 altijd kan 
winnen.

Bij dit voorbeeld is het aantal lucifers aan het 
begin van het spel een 4-voud plus 1. In dat geval 
geldt altijd dat je bij de wortel uitkomt op een W. 
Indien het aantal beginlucifers géén 4-voud plus 1 
is, staat bij de wortel van de boom altijd een V. Spe-
ler 1 kan dan dus altijd winnen. Dat dit zo is voor 

een staPeL LuCifers Twee spelers spelen 
het volgende spel: om beurten haalt een speler 
van een stapel lucifers één, twee of drie stuks. 
Stel dat het aantal lucifers aan het begin van het 
spel een 4-voud plus 1 (dus 1 of 5 of 9 of 13 et-
cetera) is. Speler 2 kan er dan altijd voor zor-
gen dat er in twee opeenvolgende beurten (eerst 
die van speler 1, dan die van hemzelf) samen 
precies vier lucifers zijn weggehaald. Als speler 
1 namelijk 1, 2 of 3 lucifer(s) weghaalt, neemt 
speler 2 er respectievelijk 3, 2 of 1 weg. Om-
dat je begint met een aantal dat gelijk is aan een 
4-voud plus 1, blijft er voor speler 1 op een ge-
geven moment 1 lucifer over, en verliest die spe-
ler. Speler 2 kan in dit geval dus altijd winst af-
dwingen.

Stel nu dat het aantal lucifers aan het begin 
van het spel niet een 4-voud plus 1 is. Speler 1 
kan er dan in zijn eerste beurt altijd voor zorgen 
dat er een aantal voor speler 2 blijft liggen dat 
gelijk is aan een 4-voud plus 1. In dit geval kan 
speler 1 dus altijd winst afdwingen. 

een stapel van 4 lucifers kun je in de boom van fi-
guur 3 zien: de boom voor 4 lucifers is namelijk 
precies haar deelboom met als wortel het linker 
kindknooppunt van de wortel van de 5-boom. Daar 
staat inderdaad een V.

Bij dit luciferspel kun je overigens ook zonder 
boom beredeneren wie van de spelers een winnen-
de strategie heeft, zie het onderstaande kader. 
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Emrehan Halici is een Turkse puzzelaar die een 
mooie legpuzzel heeft  ontworpen. Hierboven zie je 
zeven puzzelstukken, waarmee je een vierkant van 
11 bij 11 kunt leggen. Met zes van de zeven stukken 
kun je een vierkant van 10 bij 10 leggen. Met vijf 
stukken kun je een vierkant van 9 bij 9 leggen en 
met vier stukken een vierkant van 8 bij 8. 

Lukt het jou al deze vierkanten neer te leggen? 
Neem de zeven stukken over op de ruitjes van je 
wiskundeschrift , knip ze uit en vind alle vier vier-
kanten. Let op: je mag de puzzelstukken niet om-
draaien (spiegelen). 
De oplossingen staan op pagina 15. 

leg
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Vader fractale geometrie overleden
Benoît Mandelbrot, de wiskundige die het concept 
van fractals uitdacht, is op 14 oktober overleden. 
Hij werd 85 jaar.
De Frans-Amerikaanse wiskundige Benoît Mandel-
brot werkte onder meer voor het computerbedrijf 
IBM en was wiskundeprofessor aan Yale University. 
Hij werd wereldberoemd met zijn fractals, de com-
plexe wiskundige functies en geometrieën die gelijk-
vormigheid op verschillende schalen beschrijven. 
Mandelbrot nam als voorbeeld graag een bloemkool, 
die is opgebouwd uit roosjes die elk de vorm van een 
bloemkool hebben. De roosjes zijn op hun beurt weer 
opgebouwd uit bloemkoolvormige delen. 

Mandelbrot gebruikte computers om fractals te 
bestuderen. Hij was hierin een pionier. Niet alleen 
wetenschappers raakten gefascineerd; de fractals 
sloegen ook aan bij het grote publiek, vanwege de 
fraaie plaatjes die Mandelbrot met de computer wist 
te fabriceren. 

Mandelbrot introduceerde de term ‘fractal’ om 

Wiskundig straattheater
De laatste trend in Engeland om mensen op straat te 
vermaken: maths busking, ofwel entertainment met 
een wiskundig tintje.
Trucs met binaire getallen, topologische spelletjes en 
kansrekening die tegen de intuïtie indruist: het zijn 
een paar onderwerpen van de Maths Buskers, wis-
kundige straatentertainers. Aan de wieg van dit con-
cept staan Sara Santos en Matt Parker. Santos is een 
wiskundige van The Royal Institution of Great Bri-
tain, Parker is een ‘stand-up mathematician’, zoals hij 
zichzelf noemt: een soort kruising tussen een stand-
up comedian en een wiskundige. Samen hebben ze al 
meer dan zestig wiskundigen getraind in wiskundig 
straattheater. Met hun optredens maken ze het pu-
bliek enthousiast voor wiskunde.

Bij een van de nummers die de Maths Buskers 
op hun repertoire hebben, krijgt een vrijwilliger een 
vest aan plus een stel handboeien, waarna deze moet 
proberen het vest binnenstebuiten te keren. Een an-
dere typische Maths Busking-act is het raden van 

de geboortedatum van iemand uit het publiek. Ge-
toond worden vijf kaarten met een reeks getallen. 
De ondervraagde hoeft enkel te vertellen of zijn ge-
boortedag (een van de getallen 1 tot en met 31) erop 
vermeld staat: ‘Kaart 1, 2 en 4,’ antwoordt een onder-
vraagde. Santos: ‘Je bent jarig op de 26ste.’ Verbazing 
alom. Hoe weet Santos dat?

De oplossing van het geboortedagraadsel heeft 
te maken met het binaire talstelsel, het vestprobleem 
komt uit de topologie. De achterliggende wiskunde 
krijgt weinig aandacht tijdens de voorstelling. ‘De 
nadruk ligt op entertainment, het doel is niet om een 
wiskundecollege op straat te geven’, aldus Parker. Wie 
meer wil weten over de achterliggende wiskunde, 
krijgt van de Maths Buskers een verwijzing naar hun 
website: www.mathsbusking.com.

Sara Santos als wis-
kundig straatartiest. 
Foto: Maths Buskers

een bepaalde klasse van objecten te beschrijven: fi-
guren die zijn opgebouwd uit delen die dezelfde 
vorm hebben als de figuur zelf. Mandelbrot gaf een 
wiskundige beschrijving waarmee vormen van kust-
lijnen, wolken en sneeuwvlokken bestudeerd kon-
den worden. ‘De lengte van een kustlijn is in zekere 
zin oneindig’, zei Mandelbrot zelf als jonge onder-
zoeker, toen hij zich afvroeg hoe lang de kustlijn 
van Groot-Brittannië is. ‘Het hangt er maar net van 
af van hoe ver je kijkt. Op een kaart lijkt de kust-
lijn ‘glad’, maar hoe verder je inzoomt, hoe grilliger 
de werkelijke kustlijn blijkt te zijn.’ Deze ontdekking 
was het begin van Mandelbrots fascinatie voor repe-
terende vormen.

Mandelbrots fractalonderzoek is niet alleen zui-
ver wiskundig van aard: hij gebruikte fractals om uit 
te leggen hoe het melkwegstelsel in elkaar steekt, hoe 
de hersenen van zoogdieren zich ontwikkelen tij-
dens de groei en hoe tarweprijzen in de loop der tijd 
veranderen.
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en het twee biljardste 
cijfer is…
Van π, het getal dat de verhouding tussen de om-
trek en de diameter van een cirkel weergeeft , is in 
binaire notatie het 2.000.000.000.000.000ste cij-
fer berekend: het is een nul.
Dankzij wiskundigen van internetgigant Yahoo we-
ten we nu wat – in binaire notatie – de waarde van 
het twee biljardste π-bit is, alsmede een aantal bits 
daarvoor en daarna. Dit zijn de verste π-bits die tot 
nu toe zijn vastgesteld. Dit record is anders dan het 
gebruikelijke record dat zo ongeveer jaarlijks door 
π-fanaten wordt gebroken, waarbij het er om gaat 
zoveel mogelijk cijfers (in decimale notatie) van 
π vanaf het begin te berekenen – dat record staat 
sinds augustus van dit jaar op 5 biljoen decimalen. 
Bij het nieuwe record zijn niet álle cijfers tot en met 
het twee biljardste berekend, maar enkel het twee 
biljardste (2 × 1015) exemplaar, plus enkele cijfers 
direct daaraan voorafgaand en direct erna. Als je π 
binair schrijft , is het twee biljardste cijfer een nul. 
Het duurde 23 dagen tot de berekening, waarbij 
1000 computers van Yahoo werden gebruikt, vol-
tooid was. ‘De berekening zou ruim 500 jaar duren 
op een enkele pc’, zegt Yahoo-medewerker Nicho-
las Sze, die betrokken was bij het onderzoek.

De berekening maakte gebruik van het zogehe-
ten Hadoop-algoritme van MapReduce, een door 
Google geïntroduceerd framework voor het in kor-
te tijd uitvoeren van berekeningen over heel grote 
hoeveelheden data. Het Hadoop-algoritme maakt 
het mogelijk dat de gigantische rekenklus wordt 
opgedeeld in kleinere berekeningen waaraan ver-
schillende machines kunnen werken. Elk van de 
duizend Hadoop-computers rekende aan een ge-
compliceerde vergelijking waarmee een deel van π 
berekend kan worden. Dankzij een paar vernuft ige 
wiskundige trucs kan, voor een zekere waarde van 
n, het n-de cijfer van π berekend worden, plus een 
aantal cijfers ervoor en erna, zónder dat alle voor-
afgaande cijfers bekend zijn. ‘Onze formule kan 
een reeks cijfers van π berekenen waarbij een aan-
tal begincijfers worden overgeslagen’, verklaart Sze.

mandelbrotverzameling
De Mandelbrotverzameling heeft  als uitgangs-
punt de complexe functie f(z) = z2 + c, waarbij c 
een complexe constante is. Een rij getallen wordt 
geconstrueerd door te beginnen met het getal 0; 
het volgende getal in de rij krijg je door f(0) uit te 
rekenen, het daaropvolgende getal vind je door 
f(f(0)) te bepalen, enzovoort. 

Als c = 1, dan ontstaat de rij 0, 1, 2, 5, 26,…; 
deze rij is niet be-
grensd: de getallen 
worden willekeu-
rig groot. Kiezen 
we echter voor c het 
complexe getal i, dan 
krijg je de rij 0, i, 
−1 + i, −i, −1 + i, 
−i, … en deze rij is 
wél begrensd. 

Een getal c behoort tot de Mandelbrotverza-
meling als de bijbehorende rij begrensd is. Dus 
c = i is een element van de Mandelbrotverzame-
ling en wordt daarom zwart gekleurd in het com-
plexe vlak. Maar c = 1 hoort er niet bij; dat punt 
blijft  daarom wit. De verzameling van alle zwar-
te punten is begrensd; het heeft  de vorm van een 
soort kever. Deze fi guur is een fractal: als je in-
zoomt, zie je dat het kevertje steeds weer opduikt; 
een animatie hiervan kun je zien op de website 
www.kennislink.nl.

oplossing Vierkanten leggen 

(pagina 13)
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als toerist stuit je soms op verrassende wiskundige attracties. in de serie ‘op reis’ nemen 
we je mee naar een plaats waar wiskundig iets te beleven valt. Vlakbij de noorse stad 
bergen staat sinds 2005 ‘sol’ van beeldhouwer finn eirik modahl. als basis voor deze 
sculptuur koos modahl een afgeknotte icosaëder.
�GRRU�$OH[�YDQ�GHQ�%UDQGKRI

op reis Naar     bergen (n)
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Een toerist komt in de Noorse stad Bergen.  
Helaas regent het. De toerist vraagt op straat aan 
een plaatselijke jongen: ‘Regent het hier altijd?’, 
waarop de jongen antwoordt: ‘Dat weet ik niet, ik 
ben pas twaalf.’ Deze mop illustreert het voor Ber-
gen bekende weertype. 

Niet ver daarvandaan schijnt echter altijd de 
zon. Veertien kilometer ten zuiden van het cen-
trum van Bergen ligt sinds 2005 de woonwijk 
Råstølen. Wie de woonwijk binnenrijdt, wordt ver-
welkomd door een lichtgevende bol, ontworpen 
door de Noorse kunstenaar Finn Eirik Modahl. 
‘Sol’, het Noorse woord voor ‘zon’, is de naam van 
dit object dat bestaat uit staal en Belgisch glas. 

Als basis voor ‘Sol’ koos Modahl een afgeknotte 
icosaëder: een veelvlak met 32 zijvlakken (20 zes-
hoekig en 12 vijfhoekig), 60 hoekpunten en 90 rib-
ben. Dit ‘voetbalveelvlak’, zoals de afgeknotte ico-
saëder ook wel wordt genoemd, ontstaat als bij een 
icosaëder de hoeken zodanig worden afgeknot dat 
de ribben van de figuur gelijk zijn. De zeshoeken 
verdeelde Modahl in zes driehoekjes, de vijfhoek-
en in vijf driehoekjes. Het geraamte van al die drie-
hoekjes heet een geodetische koepel of een geode. ‘Sol’ 
heeft een diameter van niet minder dan 2,5 meter. 9DQ�OLQNV�QDDU�UHFKWV��HHQ�LFRVDÓGHU��HHQ�DIJHNQRWWH����LFRVDÓGHU�HQ�HHQ�JHRGHWLVFKH�DIJHNQRWWH�LFRVDÓGHU
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VeeL LiCht, Weinig LiCht Modahl werkte 
veel samen met de vorig jaar overleden elektro-
ingenieur Odd Egil Kvassheim. Kvassheim was 
verantwoordelijk voor het licht in ‘Sol’. Hij zorgde 
ervoor dat de hoeveelheid zonlicht een afspiegeling 
is van het energieverbruik van de bewoners van 
Råstølen. Kvassheim maakte een programma en 
apparatuur waarmee het energieverbruik gemeten 
kon worden, en koppelde die aan ‘Sol’. Naarmate er 
meer energie wordt gebruikt, wordt ‘Sol’ feller. Als 
het energieverbruik laag is, is het licht gedimd. Zo 
zijn er vroege ochtenden waarbij Råstølen vol in 
actie is en ‘Sol’ tot vrijwel 100% oplicht. En er zijn 
mooie zomeravonden met een ontspannen sfeer, 
zodat ‘Sol’ met 20% van zijn lichtsterkte een milde 
uitstraling heeft.

Toen Modahl gevraagd werd een sculptuur te 
ontwerpen voor de ingang van Råstølen, wilde hij 
iets maken waarbij hedendaagse kunst en ‘het mo-
derne wonen’ met elkaar verweven zijn. ‘De bewo-
ners van Råstølen moesten deel gaan uitmaken van 
Sol’, aldus Modahl. In deze opzet lijkt hij geslaagd: 
mensen ontmoeten elkaar bij ‘Sol’ en kinderen spe-
len er. Ze omarmen Modahls kunstwerk – letterlijk 
en figuurlijk. 9DQ�OLQNV�QDDU�UHFKWV��HHQ�LFRVDÓGHU��HHQ�DIJHNQRWWH����LFRVDÓGHU�HQ�HHQ�JHRGHWLVFKH�DIJHNQRWWH�LFRVDÓGHU

Finn Eirik Modahl (links) en Odd Egil Kvassheim in de binnenkant van ‘Sol’
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biJNa geheel, 
maar Net Niet 
helemaal

hoeveel opeenvolgende negens direct achter de komma telt ( 2 + 3)2010 ? een merkwaar-
dige vraag. hoe tel je ze? dit getal is toch veel te groot om uit te schrijven? en waarom 
zou er een rij negens achter de komma verschijnen? en zouden er nog meer voorbeelden 
zijn van getallen die zich vreemd gedragen? in dit artikel analyseren we dit vraagstuk. 

 door Paul van de Veen

De vraag hoeveel opeenvolgende negens het ge-
tal ( 2 + 3)2010 direct achter de komma telt, 
kwam ik tegen in TULO Vakdidactiek Wiskun-
de I. Met een rekenmachine is snel te controle-
ren dat ( 2 + 3)n voor steeds grotere even waar-
den van n steeds dichter bij een geheel getal komt 
te liggen. Uiteraard is dit niet telkens hetzelfde ge-
hele getal: ( 2 + 3)2  ≈ 9,898979486; ( 2 + 3)4  
≈ 97,98979486; ( 2 + 3)6 ≈ 969,9989691; 
( 2 + 3)8 ≈ 9601,999896; ( 2 + 3)10 ≈ 
95049,99999; ( 2 + 3)12 ≈ 940898. Vreemd! Al bij 
de niet eens zo grote macht 12 is de uitkomst vol-
gens de rekenmachine een geheel getal! Waarom? 
Zijn afrondfouten in de rekenmachine misschien 
de verklaring? 

Als de exponent n oneven is, ligt ( 2 + 3)n  he-
lemaal niet dicht bij een geheel getal! De gevonden 
eigenschap dat getallen van deze vorm steeds dich-
ter bij een geheel getal komen te liggen, geldt ken-
nelijk alleen voor even waarden van n. Als n even is, 
kunnen we schrijven n = 2k:

 
( 2 + 3)n =( 2 + 3)2k =(( 2 + 3)2 )k =(5 + 24 )k.

De vraag is dus in het algemeen of en wanneer de 
vorm (a + b )k  dicht bij een geheel getal ligt. 

anaLogie Eigenlijk ken ik wel een voorbeeld 
van een vergelijkbaar geval, namelijk de getallen 

uit de formule van Binet (zie ook Pythagoras 
48-2, november 2008):
 

un =

1+ 5
2
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²

¥

¦
´
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waarbij un het n-de getal is uit de rij van Fibonacci: 
1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ... Nou is dit wel een heel an-
dere vorm dan ( 2 + 3)n . Het verschil is dat in 
de formule van Binet alle gehele getallen in de tel-
ler mooi tegen elkaar wegvallen, zodat je een zuiver 
veelvoud van 5 overhoudt, en die factor 5  valt 
vervolgens weg tegen de 5  in de noemer. Contro-
leer de formule zelf maar eens met je rekenmachi-
ne. Voor n = 6 komt er inderdaad 8 uit, het zesde 
Fibonacci-getal. 

Bekijk eens de volgende uitdrukking, die er on-
geveer uitziet als de formule van Binet:

(a + b )n
 + (a − b )n .

Omdat alle worteltermen tegen elkaar wegvallen, 
levert deze vorm beslist een geheel getal op. Con-
troleer dit zelf maar eens voor n = 2 en n = 3. 
Maar als (a + b )n

 + (a − b )n  geheel is, dan is  
(a + b )n  gelijk aan een geheel getal min (a − b )n  
en hieruit volgt dat (a + b )n  voor grotere n steeds 
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dichter bij een geheel getal komt te liggen als 
lim

n → ∞
(a − b )n =0.

Dat is het geval als |a − b | < 1, waaruit volgt dat 
(a + b )n  uitsluitend steeds dichter bij een geheel 
getal komt te liggen als 

b −1 < a < b +1..                           (1)

Het voorbeeld met a = 5 en b = 24 voldoet hieraan, 
want 24 −1 < 5 < 24 +1. We hebben nu in elk 
geval een ingang voor ons probleem gevonden! 

aLgebraïsChe uitWerking Wanneer zal 
nu in het algemeen ( p + q )n , met n even, voor 
steeds grotere n steeds dichter bij een geheel getal 
komen te liggen? Door weer te stellen n = 2k gaat 
deze vorm over in (p +q + 4 pq )k . Schrijf nu 
a = p + q en b = 4pq, dan staat er (a + b )k . 
Voorwaarde (1) verandert dan in

2 pq −1 < p +q < 2 pq +1.                           (2)

Onze zoektocht begon met ( 2 + 3)n en we we-
ten nu dat als voldaan is aan (2), ( p + q )n  dan 
voor even n steeds dichter naar een geheel getal zal 
naderen. Als we q = p + 1 invullen, zouden we als 
voorwaarde krijgen: 

2 p2 + p −1 < 2p +1 < 2 p2 + p +1.

De eerste ongelijkheid is gelijkwaardig met 
p2 + p < p +1  en dat is (even kwadrateren) waar 

voor elke p > –1. Verder geldt dat p < p2 + p , dus 
2p +1 < 2 p2 + p +1, dus ook de tweede ongelijk-
heid is waar. We kunnen nu concluderen dat élke 
vorm ( p + p +1)n  voor even n steeds dichter 
naar een geheel getal nadert! 

Uit a = p + q en b = 4pq volgt p2 −ap + 1
4 b = 0  

en daaruit volgt dat p slechts geheel kan zijn als 

a2 – b (de discriminant) het kwadraat is van een ge-
heel getal. De waarden van p en q kunnen dus mak-
kelijk opgezocht worden door bij elke a en b die aan 
(1) voldoen na te gaan of ze ook hieraan voldoen. 
Dat levert de onderstaande lijst van wortelsommen 
tot de 10 op die steeds dichter naar een geheel getal 
naderen. Triviale veelvouden en triviale kwadraten, 
zoals ( 3 + 4 )n, zijn weggelaten. 

de beginVraag Een getal dat eindigt op ,999 
wijkt 0,001 af van een geheel getal. Het aantal negens 
dat zich direct achter de komma van zo’n getal be-
vindt, laat zich berekenen met de logaritme. Als een 
getal bijvoorbeeld 0,001 afwijkt van een geheel getal, 
dan berekenen we log(0,001) = –3. En een getal dat 
eindigt op 0,9997 wijkt 0,0003 af van een geheel ge-
tal, in welk geval we log(0,0003) ≈ –3,523 berekenen. 
Aha, het aantal negens kunnen we dus berekenen 
door de logaritme (met grondtal 10) te nemen van 
de afwijking, en dan daarvan het deel vóór de kom-
ma te nemen! Oh ja, en die min laten we weg. 

Dan kunnen we nu terug naar de oorspronkelij-
ke vraag: hoeveel opeenvolgende negens direct ach-
ter de komma telt ( 2 + 3)2010 ? Welnu, dit getal is 
gelijk aan (5 + 24 )1005 en dat wijkt van een geheel 
getal af met log(5 − 24 )1005 =1005 · log(5 − 24 ). Het aantal negens direct 
achter de komma van ( 2 
 3)2010  volgt dus uit 
log(5 − 24 )1005 =1005 · log(5 − 24 ) ≈ –1000,568. 
Dus ( 2 + 3)2010  heeft precies 1000 achtereenvol-
gende negens achter de komma! 

nog meer inZiChten Uiteraard is de afwij-
king van een geheel getal in ( p + q )n niet het-
zelfde voor alle n. Het hangt er maar net van af hoe 
snel lim

k → ∞
(p +q − 4 pq )k naar 0 convergeert.  

De vorm ( 7 + 8)n  nadert heel snel tot een ge-
heel getal, de vorm ( 5 + 10)n juist langzaam. Zó 
langzaam, dat dit op een rekenmachine niet meer te 
zien is, aangezien de getallen te groot worden.  

Enkele wortelvormen die tot een geheel getal naderen:

( 2 + 5)n( 2 + 3)n

( 3 + 5)n ( 3 + 7 )n

( 5 + 6)n ( 5 + 7 )n ( 5 + 8)n ( 5 + 10)n

( 6 + 8)n( 6 + 7 )n ( 6 + 10)n

( 7 + 8)n ( 7 + 10)n
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De twee hoogst geëindigde teams van het Nijmeeg-
se Wiskundetoernooi maakten in de herfstvakan-
tie een ‘forensisch wiskundige’ reis naar Edinburgh 
en Birmingham. De leerlingen van RSG Magis-
ter Alvinus uit Sneek en van College Hageveld uit 
Heemstede werden in Edinburgh ontvangen door 
professor Colin Aitken, een van de grondleggers 
van de forensische statistiek. In Birmingham be-
zochten ze de Forensic Science Service, de Engelse 
zusterorganisatie van het Nederlands Forensisch 
Instituut in Den Haag (dat een van de hoofdspon-
sors van het wiskundetoernooi was, samen met ver-
mogensbeheerder Transtrend). 

Om succesvol mee te kunnen doen aan het toer-
nooi, moesten de scholieren van tevoren flink wat 
materiaal over kansrekening en Bayesiaanse statis-
tiek doorwerken. In dit artikel bespreken we een 
opgave hieruit. Het hele voorbereidend materiaal 
en alle opgaven en uitwerkingen staan op 
www.ru.nl/wiskundetoernooi. 

oPgaVe In de Waal wordt een vrouwelijk lijk ge-
vonden. Er zijn uitsluitend twee vrouwelijke ver-
misten, genoteerd v en d, van wie het lijk zou kun-
nen zijn:

v is Emmy, een vermiste wiskundestudente;
d is een Nijmeegse dakloze, die van de ene op de 
andere dag was verdwenen. 

Over de dakloze is niets bekend, maar je mag aan-
nemen dat zij geen verwante van Emmy was. Het 
beschikbare bewijsmateriaal (E, Ev) is als volgt: 

E: de bloedgroep van het lijk is AB;

elk jaar houdt de radboud universiteit nijmegen in oktober een groot wis-
kundetoernooi voor teams van middelbare scholieren uit heel nederland. dit 
jaar was forensische statistiek het thema van de middagwedstrijd ‘sum of us’. 
het winnende team kwam van rsg magister alvinus uit sneek. dit team wist 
alle opgaven van de middagwedstrijd goed op te lossen, een vooraf niet door 
de organisatie verwachte prestatie. 

 door Tom Huls, Klaas Landsman en Tim Verheijen

het mysterie 
vaN het liJk 
iN de Waal

Ev: van Emmy zijn de bloedgroepen van haar 
   ouders bekend, namelijk A en B. 
Stel Hv is de hypothese dat het lijk dat van Emmy is 
en Hd is de hypothese dat het lijk dat van de daklo-
ze is. We willen de kans P(Hv | E, Ev) weten dat het 
gevonden lijk dat van Emmy is, gegeven het bewijs-
materiaal (E, Ev). We nemen aan dat P(Hv | Ev) = 
P(Hd | Ev) = : zonder de informatie over de bloed-
groep van het lijk is het even waarschijnlijk dat het 
van Emmy of van de dakloze is. 

bLoedgroePen Je bloedgroep wordt bepaald 
door een zekere combinatie van twee allelen, één 
afkomstig van je moeder en één van je vader. (Al-
lelen zijn alternatieve mogelijkheden voor een be-
paald gen op een vaste plaats of ‘locus’ in het erfe-
lijke materiaal DNA.) Deze combinatie vormt het 
genotype van je bloedgroep. Voor de beide allelen 
die je bloedgroep bepalen, zijn er drie mogelijk-
heden: A, B en O. We schrijven de genotypen dan 
als AB voor de combinatie A en B, enzovoort. Ieder 
mogelijk genotype geeft dan een bepaalde bloed-
groep, als volgt: 

genotype bloedgroep
AB  AB
AA  A
AO  A
BB  B
BO  B
OO  O

22
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In de bevolking zijn de relatieve frequenties p van 
de drie relevante allelen gegeven door p(O) = , 
p(A) =  en p(B) = . Met andere woorden: in een 
bevolking van 12 miljoen mensen, met dus 24 mil-
joen allelen voor de bloedgroep, circuleren onge-
veer 16 miljoen O-allelen, 6 miljoen A-allelen en 
2 miljoen B-allelen. Deze getallen geven het voor-
komen van de verschillende allelen, niet dat van 
de bloedgroepen! De kans op een bepaald genoty-
pe, en daarmee de kans op de bijbehorende bloed-
groep, kan nu worden bepaald onder de aanname 
dat het van de moeder afkomstige allel bij kruising 
onafhankelijk is van het allel dat afkomstig is van 
de vader (biologen noemen dit ‘Hardy-Weinberg 
evenwicht’). Let er daarbij op dat een genotype als 
AB op twee manieren kan ontstaan: A van de moe-
der en B van de vader, of andersom. 

Deelopgave 1. Wat is de kans P(E | Hd, Ev) dat de 
bloedgroep van het lijk AB is, gegeven de bloed-
groepen van de ouders van Emmy en de hypothese 
dat het lijk van de dakloze is? 
Deelopgave 2. Wat is de kans P(E | Hv, Ev) dat de 
bloedgroep van het lijk AB is, gegeven de bloed-
groepen van de ouders van Emmy en de hypothese 
dat het lijk van Emmy is?

forensisChe statistiek De voorkennis die 
justitie over een bepaalde misdaad of verdwijning 
heeft, is het bewijsmateriaal en dat zullen we in het 
algemeen E (van het Engelse woord evidence) noe-
men. De gebeurtenis ‘de verdachte is de dader’ of 

Deelnemers van het Wiskundetoernooi in Nijmegen
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‘het gevonden lijk is van een bepaalde vermiste’ zul-
len we met de letter H noteren. De kans dat de ver-
dachte de dader is op grond van het beschikbare 
bewijsmateriaal schrijven we dus als P(H | E). Zo’n 
kans noemen we ook wel een voorwaardelijke kans. 
In het algemeen wordt een voorwaardelijke kans 
genoteerd als P(A | B), waar A en B gebeurtenis-
sen zijn. Je spreekt dit uit als ‘de kans op A gegeven 
B’. De voorwaardelijke kans dat een gebeurtenis A 
plaatsvindt, gegeven dat een andere gebeurtenis B 
plaatsgevonden heeft, is gelijk aan 

            (1) 

 als P(B) > 0. Als P(B) = 0, dan heeft het geen zin te 
spreken over de kans P(A | B). 

Als de gebeurtenissen A en B onafhankelijk zijn, 
verwacht je dat het plaatsvinden van B geen invloed 
heeft op de kans op A, met andere woorden, dat 
P(A | B) = P(A). Dit is inderdaad het geval: als A 
en B onafhankelijk zijn, is P(A ֖ B) volgens de pro-
ductregel gelijk aan P(A) u P(B), terwijl P(A ֖ B) vol-
gens (1) gelijk is aan P(A | B) u P(B). Dit kan (met 
P(B) > 0) alleen als P(A | B) = P(A). 

Ten slotte geldt, als P(A) > 0 en P(B) > 0, de fa-
meuze regel van Bayes: 

Tot nu toe hebben we ons gericht op slechts twee 
gebeurtenissen, H (‘verdachte is de dader’) en  
(‘iemand anders is de dader’), die elkaar uitsluiten 
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en samen alle mogelijkheden geven, oftewel P(H) 
+ P( ) = 1. Het kan ook voorkomen dat we meer 
dan twee gebeurtenissen moeten beschouwen, bij-
voorbeeld n gebeurtenissen H1, H2, ..., Hn, die el-
kaar wederzijds uitsluiten en samen alle mogelijk-
heden geven. Vergeleken met het voorgaande kun 
je denken aan het geval H1 = H, terwijl  verder 
is uitgesplitst als = H2 � uuu � Hn. Hierbij zijn alle 
gebeurtenissen H1 tot en met Hn disjunct, zodat 
P(Hi ֖ Hj) = 0 voor alle Hi en Hj met i ≠ j, en geldt 
P(H1) + P(H2) + uuu + P(Hn) = 1. 

Het doel is dan om voor alle i de voorwaardelij-
ke kans P(Hi | E) te bepalen (waarbij Hi dus de ge-
beurtenis ‘verdachte i is de dader’ is). We geven aan 
hoe dit gebeurt in het concrete geval i = 1 en n = 4, 
waaruit je zelf makkelijk kunt afleiden hoe de alge-
mene formule eruit ziet: 

 
   

                (2) 

 waarbij voor alle i van 1 tot en met n = 4 geldt:
 

 

en 

De uitdrukking Ri = P(E | Hi) / P(E | H1) noemen 
we de likelihood ratio (van verdachte i ten opzich-
te van verdachte 1) en de uitdrukking wi = P(Hi) / 
P(H1) heet de prior (idem dito). 

Eind jaren ’80 werd de techniek van DNA-iden-
tificatie ingevoerd in de forensische wereld. Sinds-
dien is deze methode niet meer weg te denken uit 
de opsporingspraktijk; er staat bijna dagelijks iets 
over in de krant. Twee belangrijke toepassingen zijn 
daderidentificatie en slachtofferidentificatie. Dit zijn 
heel verschillende situaties, maar de onderliggende 
wiskunde is in beide gevallen precies hetzelfde. Da-
deridentificatie gebeurt aan de hand van een spoor 
(niet noodzakelijk gevonden op een lijk), maar bij 

kansrekening Een kans is een manier om de mate van geloof in het plaatsvinden van een bepaal-
de gebeurtenis uit te drukken in een getal tussen 0 en 1. De kans op een gebeurtenis A noteren we als 
P(A), waarbij de hoofdletter P afstamt van het Engelse woord voor kans, probability. Er geldt dus dat 
P(A) een getal tussen 0 en 1 is: 0 ) P(A) ) 1, bijvoorbeeld P(A) = 0,141592 of P(A) = 13

37 . Als het on-
mogelijk is dat de gebeurtenis A plaatsvindt, dan is de kans hierop 0; als gebeurtenis A daarentegen met 
zekerheid plaatsvindt, dan is de kans 1. 

De kans op het optreden van gebeurtenis A of gebeurtenis B wordt genoteerd als P(A � B), oftewel 
P(A of B). Als gebeurtenis A en gebeurtenis B beide optreden, dan noteren we dat als P(A ֖ B) of P(A, 
B), oftewel P(A en B). Twee gebeurtenissen A en B zijn disjunct, dat wil zeggen: ze sluiten elkaar uit, als 
ze niet beide tegelijk plaats kunnen vinden. In dat geval geldt de somregel: P(A � B) = P(A) + P(B).

Het al dan niet disjunct zijn van gebeurtenissen hangt niet af van de kans op die gebeurtenissen. Het 
hangt wel van de kansfunctie P af of de kansen op twee gebeurtenissen A en B invloed op elkaar heb-
ben. We zeggen dat twee gebeurtenissen A en B onafhankelijk van elkaar zijn als de productregel geldt: 
P(A ֖ B) = P(A) u P(B). 

We kunnen ook werken met de gebeurtenis niet-A, die we noteren als . Deze gebeurtenis vindt al-
tijd plaats als A niet plaatsvindt. Als A wel plaatsvindt, dan vindt  niet plaats. Het is dus zo dat precies 
één van de gebeurtenissen A en  plaatsvindt: de gebeurtenissen zijn disjunct. We mogen om die reden 
de somregel gebruiken, wat betekent dat P(A � ) = P(A) + P( ). Omdat P(A � ) = 1, volgt nu dat 
P(A) + P( ) = 1 en dat betekent weer dat P( ) = 1  – P(A). 
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slachtofferidentificatie is het spoor het slachtoffer 
zelf. Wat ook mogelijk is, is het vinden van sporen 
op bijvoorbeeld de kleren van de dader. Deze spo-
ren worden vervolgens vergeleken met het slachtof-
fer. Bij daderidentificatie is het zo dat als dit spoor 
niet van het lijk zelf is, men vaak kan concluderen 
dat het afkomstig moet zijn van de dader. Ook wij 
maken in dit artikel deze aanname. Vervolgens gaat 
men op zoek naar de dader en vindt een verdach-
te v. Bij slachtofferidentificatie vergelijkt men het 
DNA-spoor met dat van één of meer vermisten. De 
gebeurtenis Hv en de bewijsmaterialen Ev en E krij-
gen nu de volgende betekenis: 

Hv de gebeurtenis ‘ver-
dachte is dader’; bij slachtofferidentificatie is Hv 
de gebeurtenis ‘vermiste is slachtoffer’;
Ev is het DNA-profiel van persoon v (dat wil zeg-
gen de verdachte of de vermiste);
E is het DNA-profiel van het spoor op het lijk. Dit 
DNA-profiel kan eventueel uit meerdere bewijs-
stukken, zoals een haar en een druppel bloed, be-
staan. Als het DNA-profiel bijvoorbeeld uit twee 
delen bestaat, dan noteren we E = (E1, E2). 

Het gaat nu om het bepalen van de kans P(Hv | E, Ev),
met andere woorden, de kans dat de verdachte de 
dader is of dat de vermiste het slachtoffer is, gege-
ven de bewijsmaterialen E en Ev. Stel dat er sprake 
is van een speciale verdachte (vermiste) v en dat we 
te maken hebben met N mogelijke andere verdach-
ten (vermisten), zodat n = N + 1. Voor alle i van 1 
tot en met n is Hi de gebeurtenis ‘individu i is de 

dader (slachtoffer)’ en we nemen aan dat precies één 
van de gebeurtenissen Hi waar is. De dader (vermis-
te) zit dus in de groep van n individuen. Zonder een 
dergelijke lijst van mogelijke andere verdachten (ver-
misten), is de kans P(Hv | E, Ev) niet uit te rekenen. 
Dit ziet men vaak over het hoofd. (Een veelgemaakte 
fout – meestal in het nadeel van de hoofdverdachte 
v – is bijvoorbeeld de zogeheten prosecutor’s fallacy, 
waarbij de kans P(Hv | E) gelijk wordt genomen aan 
P(E | Hv).) Het is handig om de index i de waarden 
v en 1 tot en met N aan te laten nemen. Formule (2) 
luidt dan in haar meest algemene vorm:  

waarbij EN = 1 + w1(Ev) u R1(E | Ev) + 
w2(Ev) u R2(E | Ev) + uuu + wN(Ev) u RN(E | Ev). 
Hierbij geldt voor alle i van 1 tot en met N dat 

en 

Als het bewijsmateriaal E uit twee delen bestaat, 
dan geldt voor alle i van 1 tot en met N: 

Ri(E1, E2 | Ev) = Ri(E1 | Ev) u Ri(E2 | E1, Ev), 
wi(E1, Ev) = wi(Ev) u Ri(E1 | Ev).                             

De twee winnende 
teams met begelei-
ders van de Radboud 
Universiteit voor 
Edinburgh Castle



26

November 2010PYTHAGORAS

26

jubiLeumPrijsVraag 

V

 aFleveriNg 2
deze jaargang staat de prijsvraag van Pythagoras in het teken van het vijftigjarig jubile-
XP��,Q�GH�HHUVWH�YLMI�Dp�HYHULQJHQ�YDQ�GH]H�MDDUJDQJ�YHUVFKLMQW�WHONHQV�HHQ�SX]]HO�PHW�KHW�
getal 50 als thema. in het laatste nummer van de jaargang geven we de oplossingen en 
worden de prijswinnaars bekend gemaakt.
Q�door Matthijs Coster

1 t/m 50, eN verder

de oPdraCht Kies vijf getallen (niet per se al-
lemaal verschillend) die bij elkaar opgeteld 50 zijn. 
Je mag bij de volgende twee opgaven gebruik ma-
ken van de operaties +, –, =�en : (en haakjes). 
a.  Probeer met de vijf gekozen getallen en vier ope-

raties alle getallen van 1 tot en met 50 te maken. 
b.  Ga verder met de getallen 51, 52, 53, ... en probeer 

zo ver mogelijk te komen. Maar pas op: er mogen 
geen hiaten in je rij zitten! Je stopt zodra je een 
getal niet kunt maken.

Let op: je moet steeds álle vijf gekozen getallen ge-
bruiken! Een paar rekenvoorbeelden waarbij geko-
zen is voor de getallen 1, 2, 2, 5 en 40 (inderdaad is 
1 + 2 + 2 + 5 + 40 = 50) zie je op deze pagina.

inZenden Stuur je lijst met oplossingen naar 
prijsvraag@pythagoras.nu of eventueel per ana-
loge post naar K.P. Hart, Faculteit EWI, TU Delft , 
Postbus 5031, 2600 GA  Delft . Noteer in de linker-
bovenhoek van de envelop ‘Pythagoras Jubileum-
prijsvraag’. 

Als je kunt programmeren, is het niet verboden 
om daarvan gebruik te maken. Stuur in dat geval 
wel je programma mee. Vermeld je naam, adres, 
telefoonnummer, leeft ijd en, als je scholier bent, 
ook je school en je klas. Je kunt ook met je hele 
klas meedoen; vermeld in dat geval ook de naam 
van de wiskundedocent. Je inzending moet bij ons 
binnen zijn vóór 1 februari 2011.

PrijZen Per afl evering geven we een Irisbon van 
20 euro weg. De winnaar maken we bekend in het 
eerste nummer dat na het verstrijken van de dead-
line verschijnt. Aan het eind van de jaargang geeft  
Pythagoras vier geldprijzen weg: twee eerste prij-
zen van 100 euro en twee tweede prijzen van 50 
euro. Bij min of meer gelijkwaardige inzendingen 
geeft  de jury de voorkeur aan leerlingen boven 
niet-leerlingen. Bovendien geeft  de jury het liefst 
één eerste en één tweede prijs aan onderbouwleer-
lingen, ook als deze wat minder ver zijn gekomen 
met het vinden van oplossingen. Ten slotte geven 
we nog een aantal fraaie wiskundeboeken weg. 
Hoe meer je instuurt, hoe groter je kansen! 

PuZZeLstukjes omdraaien In afl evering 
1 van de prijsvraag (uit het vorige nummer, te vin-
den op onze website) ging het om een legpuzzel. 
Niet vermeld werd of je de puzzelstukjes mag om-
draaien (spiegelen) en dat leidde natuurlijk tot re-
acties. Bij dezen alsnog: ja, het is toegestaan om 
puzzelstukjes om te draaien! Je kunt je oplossing 
van afl evering 1 nog steeds naar ons sturen, tot ui-
terlijk 1 december 2010.  
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2S����VHSWHPEHU�YRQG�GH�o�QDOH�YDQ�GH�1HGHUODQGVH�:LVNXQGH�2O\PSLDGH�SODDWV�RS�GH�
technische universiteit eindhoven. de beste 25 deelnemers zullen worden uitgenodigd om 
een jaar lang intensief te trainen. Zij maken kans op een plaats in het nederlandse team 
voor de internationale Wiskunde olympiade in 2011, die zal plaatsvinden in amsterdam. in 
GLW�DUWLNHO�NLMNHQ�ZH�QDDU�GH�WZHHGH�RSJDYH�YDQ�GH�RQODQJV�JHKRXGHQ�o�QDOH�
Q�door Raymond van Bommel

reekssommeN eN 
tWeemaChteN

Een positief geheel getal noemen we een reeks-
som als het te schrijven is als de som van een aan-
tal (minstens twee) opeenvolgende positieve gehe-
le getallen. Voorbeelden van reekssommen zijn 18 
en 33, want 18 is te schrijven als 5 + 6 + 7 en 33 is 
te schrijven als 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8, maar bijvoor-
beeld ook als 16 + 17. Een positief geheel getal is 
een tweemacht als het te schrijven is als 2l voor een 
of andere gehele l * 0. De tweemachten zijn dus de 
getallen 1, 2, 4, 8, enzovoorts. Over reekssommen 
en tweemachten ging opgave 2 van de fi nale van de 
Nederlandse Wiskunde Olympiade:

Opgave 2 (NWO fi nale 2010):
a.  Laat zien dat geen enkel positief geheel getal 

zowel een reekssom als een tweemacht is.
b.  Laat zien dat elk positief geheel getal een 

reekssom of een tweemacht is.

eerste staPPen Als eerste kijken we naar wat 
kleine voorbeelden en eigenschappen van reeks-
sommen en tweemachten. Het is namelijk bij alle 
olympiadeopgaven nuttig om van alle dingen die in 
de opgave voorkomen kleine voorbeelden en sim-
pele eigenschappen op te schrijven voordat je daad-
werkelijk aan de opgave begint.

Kleine tweemachten zijn makkelijk gevon-
den; we hebben het rijtje 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, en-
zovoorts. Verder weten we dat de delers van twee-
machten andere tweemachten zijn. In het bijzonder 
heeft  een tweemacht geen oneven delers groter dan 

1. Alle andere getallen hebben minstens één on-
even priemfactor en dus wel een oneven deler gro-
ter dan 1.

Op de volgende pagina vind je een tabel met 
een aantal kleine reekssommen m + (m + 1) + uuu + 
(n – 1) + n. Het getal aan de linkerkant geeft  het 
eerste getal, m, van de reekssom aan en het getal 
aan de bovenkant het laatste getal, n. Verder weten 
we dat de som van een rij opeenvolgende getallen 
gelijk is aan het aantal getallen maal het gemiddel-
de van het eerste en het laatste getal. Zo hebben we 
bijvoorbeeld 5 + 6 + 7 = 3 u�1

2  u (5 + 7) = 18 en 
3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 = 6 u 1

2  u (3 + 8) = 33 en 
6 + 7 + 8 + 9 + 10 = 5 u 1

2  u ( 6 + 10) = 40. In het 
algemeen geldt: m + (m + 1) + uuu + (n – 1) + n = 
(n – m + 1) u 1

2  u�(m + n).

het eerste deeL Het valt op dat bij de kleine 
voorbeelden van de formule telkens precies één van 
de factoren n – m + 1 en m + n een oneven getal 
groter dan 1 is. We gaan proberen te bewijzen dat 
dit voor elke reekssom zo is. Omdat tweemachten 
geen oneven delers groter dan 1 hebben, hebben 
we dan bewezen dat alle reekssommen geen twee-
machten zijn. Dat komt precies neer op deel a van 
de opgave.

Stel dat we een willekeurige reekssom, 
m + (m + 1) + uuu + (n – 1) + n = 1

2(n – m + 1)(m + n), 
hebben. Het verschil tussen n – m + 1 en m + n 
is 2m – 1 en dat is oneven. Daaruit volgt dat pre-
cies één van de getallen n – m + 1 en m + n oneven 
moet zijn. Omdat n groter is dan m (in de som zit-
ten immers minstens twee getallen), kunnen we 
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ook concluderen dat n – m + 1 en m + n allebei 
groter dan 1 zijn. Doordat de factor 1

2  maal de even 
factor een geheel getal is, heeft  1

2 (n – m + 1)(m + n) 
dus altijd een oneven deler groter dan 1 en kan het 
daarom dus geen tweemacht zijn.

het tWeede deeL Om het tweede deel van 
de opgave op te lossen, gaan we proberen te bewij-
zen dat elk getal dat geen tweemacht is, een reeks-
som is. We proberen dus te laten zien dat elk getal 
dat een oneven deler groter dan 1 heeft  een reeks-
som is. Laten we eens kijken of alle veelvouden van 
het oneven getal 7 in de tabel zitten. Het antwoord 
is vermoedelijk ja, er is namelijk een interessant 
patroon te zien: de veelvouden van 7 zitten op een 
systematische manier in de tabel (de rode getallen). 
De kleine veelvouden van 7 zijn op de volgende 
manier te schrijven: 7 = 3 + 4, 14 = 2 + 3 + 4 + 5 en 
21 = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6. 

In het algemeen kunnen we kleine veelvouden 
van een willekeurig oneven getal 2k + 1 maken 
door te beginnen met k + (k + 1) en aan beide uit-
einden getallen toe te voegen totdat het juiste veel-
voud bereikt is, net zoals dat bij 7 ging. Het grootste 
getal dat we op die manier kunnen maken, is 
1 + 2 + uuu + k + (k + 1) + uuu + (2k – 1) + 2k = 
1
2

 u 2k(2k + 1) = k(2k + 1).
We hebben nu bewezen dat de veelvouden 

1 u (2k + 1), 2 u (2k + 1), ..., k u (2k + 1) van 2k + 1 
reekssommen zijn. Nu rest ons om te bewijzen dat 
de grotere veelvouden van 2k + 1 ook reekssom-
men zijn. De grotere veelvouden van 7 zijn op de 
volgende manier te schrijven: 28 = 1 + uuu + 7, 

35 = 2 + uuu + 8 en 42 = 3 + uuu + 9. Door steeds het 
linkergetal weg te halen en aan de rechterkant een 
getal toe te voegen, kunnen grotere veelvouden van 
7 gemaakt worden. Dit gegeven kunnen we eenvou-
dig in een formulevorm gieten; q u 7 = (q  – 3)+ uuu + 
(q + 3) voor alle q * 4. In het algemeen kunnen we 
q u (2k + 1) voor q * k + 1 schrijven als (q  – k)+ uuu + 
(q + k), want dat zijn 2k + 1 opeenvolgende getallen 
met q als gemiddelde en volgens de formule is hun 
som dan q u (2k + 1). Nu zien we dat ook de grotere 
veelvouden (k + 1) u (2k + 1), (k + 2) u (2k + 1), enzo-
voorts, van 2k + 1 reekssommen zijn.

Laten we even terugkijken op wat we nu gedaan 
hebben. Het patroon dat we in onze tabel zagen, 
bleek onderdeel te zijn van een veel groter patroon, 
waarmee we alle veelvouden van alle oneven getal-
len groter dan 1 kunnen vinden in de tabel (als we 
ons inbeelden dat we de tabel met reekssommen 
oneindig groot kunnen maken). We concluderen 
dat alle getallen die geen tweemacht zijn, reekssom-
men zijn. Hiermee hebben we deel b van de opgave 
bewezen.

tot sLot Wil je meer van dit soort opgaven ma-
ken? Als je op de middelbare school zit, doe dan 
mee aan de eerste ronde van de Nederlandse Wis-
kunde Olympiade op vrijdagmiddag 4 februari 
2011. Vraag je wiskundedocent om meer infor-
matie. Verder kun je ook de site van de Wiskunde 
Olympiade bezoeken: www.wiskundeolympiade.nl. 
Op die site staan heel veel oude opgaven van alle 
rondes van de olympiade in Nederland. 
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In dit artikel hebben we een bijzondere eigenschap 
van de positieve gehele getallen ontdekt, namelijk 
dat elk positief geheel getal ofwel een reekssom of-
wel een tweemacht is, maar niet allebei. Nu we dit 
weten, kunnen we ons afvragen op hoeveel manie-
ren getallen die geen tweemacht zijn, te schrijven 
zijn als m + uuu + n (met n > m). In de tabel op pa-
gina 28 valt direct op dat het getal 3 maar één keer 
voorkomt en 35 juist meerdere keren. Waar hangt 
dat precies van af?

De hele tafel van 7 komen we in de tabel tegen  
door vanaf 7 eerst schuin omhoog te lopen, dan 
bovenaan een vakje naar rechts te gaan en vervol-
gens weer schuin omlaag te lopen. Dit is het rood 
gekleurde patroon in de tabel. Kleur nu hetzelfde 
patroon voor de veelvouden van 3 blauw. Start dus 
vanaf de 3 met een stap naar rechts en ga vervol-
gens schuin naar beneden. (De overige 3-vouden 
in de tabel kleuren we niet blauw.) Kleur het pa-
troon van de 5-vouden geel, het patroon van de 
9-vouden paars, enzovoorts. Nu zie je dat op deze 
manier de hele tabel ingekleurd wordt, elk hokje 
precies één keer.

Als we van een zeker positief geheel getal r dat 
geen tweemacht is willen weten op hoeveel manie-
ren het te schrijven is als m + uuu + n, dan kunnen 
we dus gewoon kijken op hoeveel plekken r voor-
komt in ons patroon. Neem bijvoorbeeld r = 35. 
Dat is een 5-voud, dus we vinden hem terug in het 
gele patroon van de 5-vouden. Maar het is ook een 
7-voud, dus hij zit ook in het rode patroon van de 
7-vouden. Ook is het een 35-voud, dus zit hij ook 
in het patroon van de 35-vouden, dat overigens nu 
niet te zien is in de tabel. Deze plekken waar 35 in 
de tabel staat komen, op de volgorde waarin ze ge-
noemd zijn, overeen met de schrijfwijzen 5 + 6 + 7 
+ 8 + 9 en 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 en 17 + 18.

In het algemeen vinden we r precies in ons pa-
troon als r een veelvoud is van een of ander oneven 
getal groter dan 1. Het aantal plekken waarop r 
voorkomt in ons patroon is dan ook het aantal on-
even delers groter dan 1 van r. Dat is dus het aantal 
manieren waarop r te schrijven is als m + uuu + n. 

Ten slotte valt het op dat dit ook klopt voor 
tweemachten, want tweemachten hebben geen on-
even delers groter dan 1. Dus het is voor alle ge-
tallen waar dat het aantal manieren waarop ze te 
schrijven zijn als m + uuu + n gelijk is aan het aantal 
oneven delers groter dan 1. 

29
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doe mee met de Pythagoras olympiade! 
(ONH�Dp�HYHULQJ�EHYDW�YLHU�RSJDYHQ��'H�HHU�
ste twee zijn wat eenvoudiger; onder de 
goede inzendingen van leerlingen uit de klas-
sen 1, 2 en 3 wordt een irisbon van 20 euro 
verloot. de laatste twee zijn echte breinbre-
kers; onder de goede inzendingen van leer-
lingen (tot en met klas 6) wordt een irisbon 
van 20 euro verloot. bovendien kun je je via 
GH]H�EUHLQEUHNHUV�SODDWVHQ�YRRU�GH�o�QDOH�
van de nederlandse Wiskunde olympiade, 
mocht het via de voor-
ronden niet lukken. 
niet-leerlingen kunnen 
met de Pythagoras 
olympiade meedoen 
voor de eer. 

pythagoras 
OLYMPIADE
Q door Matthijs Coster,  Alexander van Hoorn en Eddie Nijholt

30

HOE IN TE ZENDEN? inzendingen ontvan-
gen we bij voorkeur per e-mail (getypt of een 
scan van een handgeschreven oplossing): 
pytholym@pythagoras.nu. 

eventueel kun je je oplossing sturen naar 
Pythagoras Olympiade, Korteweg-de Vries 
Instituut, Universiteit van Amsterdam, 
Postbus 94248, 1090 GE Amsterdam. 

Voorzie het antwoord van een duidelijke toe-
lichting (dat wil zeggen: een berekening of 
een bewijs). Vermeld je naam en adres; leer-
lingen moeten ook hun klas en de naam van 
hun school vermelden. 
je inzending moet bij ons binnen zijn vóór 
31 december 2010.

190: A. Jan Butijn, Alkmaar; Stijn Cambie (klas 5), VTI Po-

peringe; Thijs van der Gugten (klas 5), GSG Guido de Brès, 

$PHUVIRRUW��-DQ�:LOOHP�YDQ�,WWHUVXP��NODV�����.HL]HU�.DUHO�

College, Amstelveen; Peter van der Lecq, Utrecht; Chris-

tian Nesenberend (klas 5), Alkwin Kollege, Uithoorn; Mar-

FHO�5RJJHEDQG��+RRIGGRUS��0LFKHOOH�6ZHHULQJ��NODV�����

Erasmiaans Gymnasium, Rotterdam; Paul van de Veen, En-

schede.

191: A. Jan Butijn, Alkmaar; Stijn Cambie (klas 5), VTI Po-

peringe; Thijs van der Gugten (klas 5), GSG Guido de Brès, 

$PHUVIRRUW��0DQG\�+RHEHNH��NODV�����*RHVH�/\FHXP��-DQ�

:LOOHP�YDQ�,WWHUVXP��NODV�����.HL]HU�.DUHO�&ROOHJH��$PVWHO�

veen; Peter van der Lecq, Utrecht; Christian Nesenberend 

(klas 5), Alkwin Kollege, Uithoorn; Marcel Roggeband, 

+RRIGGRUS��0LFKHOOH�6ZHHULQJ��NODV�����(UDVPLDDQV�*\PQD�

sium, Rotterdam; Paul van de Veen, Enschede.

192: Kees Boersma, Vlissingen; Stijn Cambie (klas 5), VTI 

de goede inZenders Van juni 2010
3RSHULQJH��-DQ�:LOOHP�YDQ�,WWHUVXP��NODV�����.HL]HU�

Karel College, Amstelveen; Christian Nesenberend 

(klas 5), Alkwin Kollege, Uithoorn; Marcel Roggeband, 

+RRIGGRUS��6LPRQ�9DQGHYHOGH��NODV�����(GXJR�&DPSXV�

de Toren, Oostakker; Paul van de Veen, Enschede.

193: Kees Boersma, Vlissingen; A. Jan Butijn, Alkmaar; 

Stijn Cambie (klas 5), VTI Poperinge; Thijs van der Gug-

WHQ��NODV�����*6*�*XLGR�GH�%UÔV��$PHUVIRRUW��-DQ�:LO�

OHP�YDQ�,WWHUVXP��NODV�����.HL]HU�.DUHO�&ROOHJH��$PVWHO�

veen; Arie van der Kraan, Nuth; Peter van der Lecq, 

Utrecht; Christian Nesenberend (klas 5), Alkwin Kollege, 

8LWKRRUQ��0DUFHO�5RJJHEDQG��+RRIGGRUS��6LPRQ�9DQ�

GHYHOGH��NODV�����(GXJR�&DPSXV�GH�7RUHQ��2RVWDNNHU��

Paul van de Veen, Enschede.

De Irisbonnen gaan naar Mandy Hoebeke en Christian 

Nesenberend.



31

November 2010PYTHAGORAS

De school van Leah heeft een vierkant binnenplein-
tje (ABCD in onderstaande figuur) van 40 bij 40 
meter. Dit binnenpleintje kun je vanuit twee deu-
ren betreden; die deuren bevinden zich in de mid-
dens M en N van AB respectievelijk CD. In het 
midden van het plein is een rond bloemperkje met 
een straal van 10 meter. Hoe lang is de kortste rou-
te die Leah kan lopen van M naar N, zonder dat zij 
daarvoor de bloemen in het perkje tot moes hoeft 
te stampen? 

opgave 

200
We hebben een rechthoekig vel papier ABCD. De 
oppervlakte van deze rechthoek noemen we O. We 
vouwen punt A naar punt C. De oppervlakte van 
het papier dat zo ontstaat (het blauwe deel in de fi-
guur) noemen we Oƍ. Wat zijn de mogelijke verhou-
dingen waarmee de oppervlakte van het papier op 
deze manier afneemt? Met andere woorden: vind 
alle mogelijke waarden van r = Oƍ/O.

opgave 

199

opgave 

201
We noemen een geheel getal breekbaar als het aan 
de volgende eisen voldoet:

a en b breekbaar zijn, dan is a + b ook 
   breekbaar;

a breekbaar is, dan is –a dit ook.
Bewijs: als n – 1 breekbaar is, dan is n2010 – 1 ook 
breekbaar.

opgave 

198
Een kubus van 8 bij 8 bij 8 is opgebouwd uit 8 = 8 
= 8 = 512 kleine kubusjes van 1 = 1 = 1. In de klei-
ne kubusjes plaatsen we schaaktorens, op zo’n ma-
nier dat twee ervan niet in eenzelfde rij zitten. De 
hieronder getekende situatie is dus niet toegestaan 
(rood en geel zitten in één rij, rood en groen zitten 
in één rij, en groen en blauw zitten in één rij). Hoe-
veel torens kun je op deze manier maximaal in de 
kubus van 8 bij 8 bij 8 plaatsen?
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oplossiNg 190

oplossiNg 193

oplossiNg 191
Bekijk de lessenaar op de foto. 
Neem aan dat ABCD een vier-
kant is. Bij het opvouwen van 
de lessenaar duwen we normaal 
gesproken punt S naar punt B 
toe. In deze opgave doen we dit 
ook, maar we stoppen zodra de hoek bij S precies 
90$ is. Wat is de hoek bij B dan geworden?

Oplossing. Noem de zijde van het vierkant x. Dan is 
|AC| = x 2, dus |AS| = |SC| = 1

2 x 2 . Na de vouw 
is �S = 90$, dus dan volgt uit de stelling van Pytha-
goras:
 | AC |= | AS |2 +|SC |2 = 1

2 x2 + 1
2 x2 = x

Conclusie: na de vouw is ∆ABC een gelijkzijdige 
driehoek met zijde x. Hieruit volgt dat �B = 60$.

Gegeven is een cirkel met straal 1, 
waaraan zes cirkels met gelijke straal 
uitwendig raken, op zo’n manier dat 
elk van deze zes cirkels aan precies 
drie cirkels grenst. Vervolgens laten 
we hier weer zes cirkels met een gelijke straal uit-
wendig aan raken, maar nu op zo’n manier dat elk 
van deze zes cirkels aan vier andere cirkels grenst. 
Bereken de straal van deze laatste zes cirkels. 

Oplossing. Ga zelf na dat de groene cirkels straal 1
hebben en dat in onderstaande figuur �B = 30$. 
Stel |AD| = a en |AC| = r. In ∆ADC geldt: a2 + r2 = 
(r + 1)2 ofwel a2 = 2r + 1. In ∆ABC geldt: 
r/(a + 2) = tan 30$ = 1/ 3, dus r = 1

3 a 3 + 2
3 3 .  

Vullen we de tweede vergelijking in de eerste in, 
dan krijgen we a2 = 2

3 a 3 + 4
3 3 +1 met als oplos-

sing  a = 1
3 3 + 4

3 + 4
3 3  

en dan volgt uit 
r = (a + 2) / 3 dat 
r = 1

3 (1+ 2 1+ 3 + 2 3).

Hiernaast staat een optelsom 
van 4020 termen. Deel de uit-
komst door 4019. Wat is het 
resultaat?

Oplossing. Noem de uitkomst 
van de optelsom S. We bere-
kenen 2S door term (4019 – i) 
bij term i op te tellen. Er geldt

i2

2i − 4019
+ (4019 −i)2

2(4019 −i)− 4019
=

i2 −(4019 −i)2

2i − 4019
= −40192 + 2i·4019

2i − 4019
= 4019.

Omdat er 4020 termen zijn, is 2S = 4020 · 4019, 

dus vinden we 
S

4019
= 4020

2
= 2010.

We hebben een geschud pak van n kaarten, genum-
merd 1 tot en met n. We delen de kaarten op in sta-
peltjes, als volgt:
1.  We nemen steeds de volgende kaart van het pak, 

zeg kaart k; 
2.  - als er een stapeltje is met kaart k + 1 bovenop, 
       dan leggen we kaart k daar op; 

 - zo niet, dan beginnen we een nieuw stapeltje
       met kaart k. 
Wat is het verwachte (gemiddelde) aantal stapeltjes 
dat we hebben nadat de kaarten opgedeeld zijn? 

Oplossing. Noteer met P de verzameling van alle 
permutaties (schuddingen). Kaart n zorgt altijd 
voor een nieuw stapeltje.  
Voor een permutatie p D P en k < n definiëren we:

f (p,k)= 1, als kaart k vóór kaart k +1 komt;
0, als kaart k +1 vóór kaart k komt.

¨
©
«

ª«
Voor gegeven p is het aantal stapeltjes 

s(p) = 1+ f
k=1

n−1
∑ (p,k).

Als we de omgekeerde permutatie aangeven met p~, 
dan is f (p,k) + f (p,k) = 1~  voor alle k < n, dus is 

s(p)+ s(p) = 2 + 1
k=1

n−1
∑ = n +1.~

Het verwachte aantal stapeltjes is 
1

# P
s

pDP
∑ (p) = 1

#P
· 1

2
s(p)+ s(p)( )

pD P
∑ =~

1
#P

· 1
2

· #P · (n +1) = n +1
2

.

oplossiNg 192



50ste jaargang nummer 2 
november 2010
ISSN 0033 4766

Pythagoras wordt uitgegeven onder 
auspiciën van de Nederlandse On-
derwijscommissie voor Wiskunde en 
richt zich tot alle leerlingen van vwo 
en havo. Pythagoras stelt zich ten 
doel jongeren kennis te laten maken 
met de leuke en uitdagende kanten 
van wiskunde.

Internet www.pythagoras.nu

Hoofdredacteur Arnout Jaspers

Eindredacteur Alex van den Brandhof

Redactie Matthijs Coster, 
Jeanine  Daems, Jan Guichelaar, 
Klaas Pieter Hart

Bladmanager Arnout Jaspers, 
Mathematisch Instituut,
Universiteit Leiden,
Postbus 9512, 2300 RA Leiden

Vormgeving�*UDo�VFK�7HDP�
Digipage BV, Leidschendam

Druk�'UXNNHULM�7HQ�%ULQN��0HSSHO

Uitgever Koninklijk Wiskundig 
Genootschap

Verantwoordelijk uitgever Chris Zaal

Lezersreacties en kopij Bij voorkeur 
per e-mail; lezersreacties naar Jan 
Guichelaar, jan@pythagoras.nu en 
kopij naar Arnout Jaspers, arnout@
pythagoras.nu. Eventueel per post 
naar Jan Guichelaar, Pedro de Medi-
nalaan 162, 1086 XR Amsterdam.

Abonnementen, bestellingen en 
mutaties
0LUMDP�:RUVW��'UXNNHULM�7HQ�%ULQN��
Postbus 41, 7940 AA Meppel. 
7HOHIRRQ����������������
(�PDLO��
abonneeadministratie@pythagoras.nu.

Abonnementsprijs 
(6 nummers per jaargang)
€ 25,00 (Nederland), 
€ 28,00 (België), 
€ 32,00 (overig buitenland), 
€ 22,00  (leerlingabonnement 

Nederland),
€ 25,00 (leerlingabonnement België),
€ 15,00  (groepsabonnement 

Nederland), 
€ 16,00 (groepsabonnement België). 
Zie www.pythagoras.nu voor toelich-
tingen.

Aan dit nummer werkten mee
Dick Beekman, auteur van diverse brein-
brekerboeken (d.beekman9@chello.nl),
Raymond van Bommel, student wiskunde 
aan de UL (raymondvanbommel@gmail.
com), Alex van den Brandhof, docent 
wiskunde op het Vossiusgymnasium te 
Amsterdam (alex@pythagoras.nu), Mat-
thijs Coster, wetenschappelijk onder-
zoeker bij het Ministerie van Defensie 
(matthijs@pythagoras.nu), Jeanine 
Daems, aio wiskunde aan de UL en do-
cent wiskunde op het Rijnlands Lyceum 
te Sassenheim (jeanine@pythagoras.nu), 
Jan Guichelaar, voormalig directeur van 
Interconfessionele Scholengroep Am-
sterdam (jan@pythagoras.nu), Klaas Pie-
WHU�+DUW��GRFHQW�WRSRORJLH�DDQ�GH�78'�
(kp@pythagoras.nu), Alexander van 
Hoorn, student wiskunde aan de UvA 
�DOH[DQGHU#S\WKDJRUDV�QX���7RP�+XOV��
student wiskunde aan de RU (huls@math.
ru.nl), Arnout Jaspers, wetenschaps-
journalist (arnout@pythagoras.nu), Klaas 
Landsman, hoogleraar mathematische 
fysica aan de RU (landsman@math.ru.nl), 
Eddie Nijholt, student wiskunde aan de 
UvA (eddie@pythagoras.nu), Paul van 
de Veen, docent wis- en natuurkunde op 
het Stedelijk Lyceum Enschede (info@
YDQGHYHHQ�QO���7LP�9HUKHLMHQ��VWXGHQW�
wiskunde aan de RU (verheijen@math.
ru.nl), Jan van de Wiel, oud-docent 
wiskunde aan Fontys Hogescholen in 
Eindhoven (japmvandewiel@gmail.com).

33

OPLOSSINGEN KLEINE NOOTJES NR. 1

VIER KEER DRIE IS TWAALF
Na 7 jaar heeft  Albert 1000 = 1,043 = 0,974 = 
995,83 euro. Hij heeft  dus toch iets verloren.

GEKLEURDE KNIKKERS
Er moeten minstens 15 blauwe knikkers in totaal 
zijn. Met meer dan 15 blauwe knikkers hebben 
minstens twee kleuren hetzelfde aantal. Er zijn 
dus precies 15 blauwe knikkers. De overige kleu-
ren zijn er dan in de aantallen 1, 2, 3 en 4.

VLAGREKENEN
9886 + 357 = 10243.

HOE LAAT?
Het is 9:36. Immers, een kwart van de tijd sinds 
middernacht is 2 uur en 24 minuten, en de helft  
van de tijd tot middernacht is 7 uur en 12 minu-
ten. Een andere oplossing is 19:12, maar vanwege 
‘goedemorgen’ vervalt deze oplossing.

PYTHAGOREÏSCHE KRONEN
Karen heeft  munten van 6 en 4 kroon, en Joost 
van 1 en 2 kroon. Karen kan dan elk bedrag van 
1 tot en met 10 kroon aan Joost betalen, waarbij 
ze soms wisselgeld krijgt van Joost.



41 JAAR GELEDEN
Op de achterkanten van deze vijftigste jaargang van Pythagoras laten 
we je zien hoe het tijdschrift in de loop der jaren is veranderd. Vorige 
keer zag je pagina’s uit de eerste jaargang, deze keer laten we je iets 
uit nummer 3 van de negende jaargang zien.

PYTHAGORAS 

Wiskundetijdschrift 
voor jongeren 3 

I 
e 

Het verheugt de redactie, dat er met dit nummer weer eens geld valt 

te verdienen en wel met de Prijsvragen die zijn opgenomen. Natuur-

lijk ook met de Denkertjes, die dit keer afkomstig zijn van de Rus-

sische wiskunde-olympiade. 
Graag benadrukken we nog eens, dat de oplossingen van de Den-

kertjes beredeneerd moeten zijn. Alleen dan maak je kans op de loot-

prijs of een hoge plaats op de ladder. 

°Van saai 
tot fraai 

In het vorige nummer hebben we gezien hoe je, uitgaande van een 

eenvoudig en weinig interessant sommetje over het verlengen van de 

zijden van een gelijkzijdige driehoek met gelijke stukken, kunt ko-

men tot de meest verrassende en fraaie figuren. We eindigden met 

een vraag: Als je het verkorten of verlengen van de zijden toepast op 

vierkanten, parallellogrammen, ruiten, krijg je dan steeds nieuwe 

vierkanten, paralleflogrammen of ruiten? Uiteraard kan een tekening 

geen uitsluitsel geven over deze vraag. Immers een eventueel herhaalde 

afwijking, veroorzaakt door de dikte van een potloodpunt, kan al 

figuren doen ontstaan, die niet aan de verwachting beantwoorden. 

Het is duidelijk dat argumenten in de trant van „dat zie je toch" 

niet steekhoudend zijn. 50 


