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De redactie van Pythagoras heeft behoefte aan 
versterking. Heb je een gave om het fascinerende 
van wiskunde over te brengen op scholieren en 
alle anderen die nog jong van geest zijn? Heb je 
een geschiedenis van verslaving aan puzzels en 
breinbrekers? Dan schuilt er mogelijk een Pytha-
gorasredacteur in je. 

Een redacteur komt met ideeën voor artike-
len, schrijft die af en toe zelf en onderhoudt con-
tacten met mogelijke auteurs en de achterban van 
het blad. Ook is er een taakverdeling tussen de 
redacteuren voor het coördineren van rubrieken, 
het afhandelen van post en het proeflezen van 
opgemaakte kopij. 

Bij sommige evenementen, zoals de Nationale 
Wiskunde Dagen en de Nationale Wetenschaps-

dag, helpen we bij toerbeurt om het blad aan een 
breed publiek te presenteren.

In ieder geval zes keer per jaar vergaderen we 
fysiek (meestal in Amsterdam of Leiden), een 
groot deel van de overige contacten gaat per e-
mail en telefonisch. 

Interesse? Vragen? Wil je nadere informatie? 
Stuur een mail naar hoofdredacteur Arnout Jas-
pers (arnout@pythagoras.nu) met je contactgege-
vens en een korte beschrijving van je achtergrond 
en relevante ervaring. We nemen dan snel contact 
met je op. 

Redacteur van Pythagoras is een onbezoldigde functie. 
Ervaring in het onderwijs en/of het schrijven voor een 
jong publiek strekt tot aanbeveling.

Wij zoeken een

REDACTEUR (M/V)

Pythagoras laat de leuke kanten van wiskunde zien, 
elke aflevering weer. In Pythagoras verschijnen spel-
letjes, breinbrekers, prijsvragen en korte en langere 
artikelen. 

Een proefabonnement kost 5 euro. Daarvoor krijg 
je twee nummers thuisgestuurd. Het proefabon-
nement stopt automatisch: je zit nergens aan vast. 
Een jaarabonnement (zes nummers) kost 25 euro. 
Leerlingen betalen slechts 22 euro. Ook bestaat het 
groepsabonnement: minimaal vijf abonnementen voor 
15 euro per abonnement. Daar bovenop wordt nog 
een extra gratis exemplaar meegestuurd, te gebruiken 
bijvoorbeeld als docentenexemplaar of door de school-
bibliotheek. Bij een groepsabonnement worden alle 
exemplaren uit dat abonnement naar eenzelfde adres 
gestuurd (bijvoorbeeld een school).

Geïnteresseerd? Neem dan een abonnement via 
onze website www.pythagoras.nu, of stuur een e-mail 
naar abonnementen@pythagoras.nu, of bel naar de 
abonneeadministratie: 0522-855175.

De genoemde abonnementsprijzen gelden in Nederland. 
Voor tarieven in het buitenland: zie www.pythagoras.nu.

NEEM EEN ABONNEMENT 
OP PYTHAGORAS!
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NIVEAUBALKJES Pagina’s met één of meer zwarte balkjes (onder de paginanummering) geven de
moeilijkheidsgraad aan. Eén balkje: lastig. Twee balkjes: vereist wiskundekennis uit de vijfde of zesde
klas. Drie balkjes: net iets moeilijker.

INHOUD

ALHAMBRA: PALEIS VAN DE SYMMETRIE
In de serie ‘Op reis’ nemen we je deze keer mee 
naar de Spaanse stad Granada. Wie van symmetrie 
houdt, kan zijn hart ophalen in het schitterende 
Alhambra.

EN VERDER
 2  Kleine nootjes
 10  Kalenders recyclen
 13  Journaal
 21  Rechtvaardige rechters
 22  Hoe je door een postkaart kruipt
 24  50 inzendingen
 26  Tunnelvisie
 28  Buitenlandse olympiades
 30  Pythagoras Olympiade
 33  Oplossingen Kleine nootjes nr. 2

  THE SPIRIT IS WILLING,
 BUT THE FLESH IS WEAK /
 THE VODKA IS GOOD, 
 BUT THE MEAT IS ROTTEN
In zijn vijftigste jaargang gaat Pythagoras na, wel-
ke vooruitgang er sinds de eerste jaargang geboekt 
is op onderwerpen waarbij wiskunde een sleutelrol 
speelt. De derde aflevering van deze serie behandelt 
automatisch vertalen. Hoewel nog lang niet perfect, 
geeft een dienst als Google translate gratis en in een 
mum van tijd heel aardige vertalingen. 

2011: 
EEN GOED 
WISKUNDEJAAR
2011 is een jubeljaar, niet alleen voor Pythagoras, 
maar voor de hele wiskunde. De Nederlandse Wis-
kunde Olympiade wordt dit jaar voor de vijftigste 
keer gehouden, de Internationale Wiskunde Olym-
piade komt voor het eerst naar Nederland, en tij-
dens het Museumweekend in het eerste weekend 
van april staat het Amsterdamse Nemo in het teken 
van wiskunde. 
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■ door Dick Beekman en Jan Guichelaar

KLEINE NOOTJES

Er zijn acht soorten euromunten: 1, 2, 5, 10, 20, 50, 100 en 200 cent. 
Het getal 50 kun je bijvoorbeeld maken als (5 + 20) = (100 : 50).
Splits de groep van acht munten in drieën en maak daarmee drie keer het 
jubileumjaar 50. Je mag alleen de bewerkingen +, –, = en : gebruiken.

OVERGIETEN
Je hebt drie kannen (zonder maatstrepen) van 8 liter, 
5 liter en 3 liter. De kan van 8 liter is vol water, de andere 
twee kannen zijn leeg. Hoe kun je in zo weinig mogelijk 
overgietingen de hoeveelheid vloeistof in twee keer 4 liter 
verdelen? 
(Uit: Wonderlijke problemen van Fred. Schuh, 1943)
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JUBELJAAR IN MUNTEN
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Kleine nootjes zijn eenvoudige opgaven die weinig of geen 
wiskundige voorkennis vereisen om opgelost te kunnen worden. 
De antwoorden vind je in het volgende nummer van Pythagoras. 
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GROOTSTE PRODUCT
Als je het getal 10 splitst als 8 + 2, dan krijg je als product 8 = 2 = 16.
Splits je het als 5 + 4 + 1, dan is het product groter: 5 = 4 = 1 = 20. 
Welke splitsing levert het grootste product?

VIERKANT LEGGEN
Je hebt rechthoekige 
puzzelstukjes van 
6 bij 10 cm. Je wilt 
daarmee een vierkant 
leggen. Wat is het 
kleinste aantal puzzel-
stukjes waarmee dat 
gaat lukken?

DAMMEN
Tien dammers spelen volgens een afvalsysteem. Wie een partij 
verliest, ligt eruit. Hoeveel partijen moeten gespeeld worden om 
de winnaar aan te wijzen?



50 jaar V AUTOMATISCH VERTALEN
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Vertaal de volgende zin eens naar het Nederlands: 
“The dog plays with Stephan.” Dat is niet zo moei-
lijk: “De hond speelt met Stephan.” Op het eerste 
gezicht lijkt het ook niet moeilijk om een compu-
terprogramma te schrijven dat dit soort zinnen ver-
taalt. We programmeren de computer zo, dat hij 
‘the’ door ‘de’ vervangt, ‘dog’ door ‘hond’, ‘plays’ 
door ‘speelt’, enzovoort.

Maar vertaal nu eens de volgende zin: “The box 
with bananas stood in the monkey pen.” Met ons 
simpele computerprogramma, dat woord voor 
woord vertaalt, krijgen we: “De doos met bana-
nen stond in de apen pen.” Maar dat is een vreemde 
zin. Wij weten dat deze vertaling niet kan kloppen. 
Maar een computer kan niet, zoals wij, beredeneren 
dat hier een gekke zin staat. Sterker nog, de com-
puter weet helemaal niet wat een doos ís. Het enige 
wat de computer weet, is dat wanneer hij ‘box’ als 
invoer krijgt, hij ‘doos’ als uitvoer moet geven, want 
dat is zoals we hem geprogrammeerd hebben.

De moeilijkheid zit hem in het feit dat het Engel-
se woord ‘pen’ meerdere betekenissen heeft. Zo kan 
het ook ‘kooi’ betekenen, dus de correcte vertaling is: 
“De doos met bananen stond in de apenkooi.” Aan 
dit voorbeeld zie je dat een computer eerst intelli-
gent moet zijn voordat hij automatisch kan vertalen. 
Daarom is het al 50 jaar lang een belangrijk onder-
zoeksgebied binnen de kunstmatige intelligentie.

JAREN ’50 EN ’60: DE KOUDE OORLOG 
Het onderzoek naar automatische vertaling begon 
in de jaren ’60 van de vorige eeuw. Dat was het mo-
ment waarop voor het eerst computers beschikbaar 
kwamen die krachtig genoeg waren om geprogram-
meerd te worden voor automatische vertaling. 

De onderzoekers uit de jaren ’60 vertaalden 
voornamelijk van het Russisch naar het Engels. In 
1960 waren Rusland en Amerika met elkaar ver-
wikkeld in de Koude Oorlog. Nadat de Russen 
in 1959 de Spoetnik-raket succesvol de ruimte in 
hadden geschoten, kregen de Amerikanen het be-
nauwd. De Russen leken een voorsprong te hebben, 
dus wilden de Amerikanen beter zicht krijgen op 
de wetenschappelijke ontwikkelingen in Rusland, 
door alle Russische onderzoeksartikelen te vertalen 
naar het Engels. Maar er waren niet veel vertalers 
die dat soort ingewikkelde teksten aankonden. Bo-
vendien kost het, ook voor een goede vertaler, erg 
veel tijd om zo’n vertaling te maken. Het idee was 
daarom om een computer te maken die, met één 
druk op de knop, alle Russische teksten naar het 
Engels zou kunnen vertalen.

DIRECT VERTALEN EN STATISTIEK Het on-
derzoek was in de beginjaren nogal amateuristisch. 

Met groot enthousiasme werden programma’s in 
elkaar geknutseld die teksten woord voor woord 
vertaalden, net zoals ons programma dat we hier-
boven hebben besproken. Dit direct vertalen is niet 
zo makkelijk als het lijkt: wat in de ene taal met één 
woord kan worden omschreven, lukt in een ande-
re taal alleen met meerdere woorden. Zo moet het 
Engelse “John flips Theodor off ” in het Nederlands 
worden vertaald met “John steekt zijn middelvinger 
op naar Theodor.” Maar zelfs wanneer dit soort ge-
vallen worden ondervangen, blijven directe vertaal-
programma’s ver beneden de maat.

Een alternatieve aanpak in deze beginjaren was 
om de computer zelf op basis van statistiek regula-
riteiten in de taal te laten ontdekken. De kans dat 
na een lidwoord een zelfstandig naamwoord volgt, 
is erg groot. De kans dat na een zelfstandig naam-
woord een lidwoord volgt, is juist erg klein. Zo 
probeerde men een zo groot mogelijk aantal waar-
schijnlijkheidsregels in een computer in te bouwen.

De directe-vertaal-benadering en de statistische 
benadering maken allebei zo min mogelijk gebruik 
van linguïstisch onderzoek naar de syntax (gram-
matica) en semantiek (betekenis) van taal. De vroe-
ge computerprogrammeurs dachten dat ze al die 
details van hun collega’s uit de geesteswetenschap-
pen niet nodig hadden. 

Maar het prille onderzoek kwam al snel in de 
problemen. Wanneer een woord of een zin meer-
dere betekenissen heeft, wordt dat ambiguïteit ge-
noemd. Het woord ‘pen’ is een voorbeeld van lexi-
cale ambiguïteit, omdat de meerduidigheid enkel 
door het woord wordt veroorzaakt. Een andere 
vorm van meerduidigheid is syntactische ambiguï-
teit, waarbij de betekenissen niet door individuele 
woorden worden veroorzaakt, maar door de gram-
maticale combinatie van de woorden. Een voor-
beeld van syntactische ambiguïteit is de zin “Jan 
praat tegen de broer van Marie en Gijs”, waarbij Jan 
tegen één of twee mensen kan praten. 

OVER-EN-WEER VERTALEN De onderzoekers 
van de jaren ’60 konden ambiguïteit en andere vertaal-
problemen niet oplossen. Daardoor vielen de vertalin-
gen die hun computers maakten vaak tegen. Boven-
dien was het onderzoek erg duur, en de Amerikaanse 
overheid wilde weten of het onderzoeksgeld wel goed 
besteed werd. De bestuurders riepen daarom de com-
missie ALPAC (Automatic Language Processing Ad-
visory Committee) in het leven, die de kwaliteit van 
de vertalingen moest gaan onderzoeken.

Een mooie test voor een computervertaling is 
over-en-weer vertalen. We laten eerst de computer 
een Engelse tekst naar het Russisch vertalen. Ver-
volgens laten we die Russische vertaling door deze 
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computer weer terugvertalen naar het Engels. Als 
het goed is, zijn de begintekst en het eindresultaat 
precies gelijk. 

In één van deze tests in de jaren ’60 liet men een 
computer de zin “The spirit is willing, but the flesh 
is weak” (een passage uit de Bijbel, namelijk Markus 
14:38) naar het Russisch en weer terug vertalen. Het 
resultaat was “The vodka is good, but the meat is rot-
ten.” Dat is geen kleine fout, dat is een hele andere zin!

Het is wel begrijpelijk waarom de computer juist 
deze fouten heeft gemaakt. Het Engelse ‘spirit’ is 
ambigu. Het kan ‘ziel’ betekenen (wat in de Bijbel-
passage bedoeld is), maar het kan ook voor ‘alco-
holische drank’ staan. Toen de computer van het 
Russisch naar het Engels terug vertaalde, koos hij 
voor ‘vodka’. Iets dergelijks is gebeurd met ‘flesh’ en 
‘meat’, en met ‘weak’ en ‘rotten’.

Wegens de slechte resultaten werden de meeste 
onderzoeken na 1966 stopgezet. In dat jaar publi-
ceerde de ALPAC een rapport waaruit bleek dat au-
tomatische vertalingen niet alleen veel slechter wa-
ren dan menselijke vertalingen, maar ook nog eens 
veel duurder, door de hoge kosten van de toenma-
lige computersystemen.

DE TRANSFERMETHODE: KENNIS VAN DE 
GRAMMATICA Gedurende de jaren ’70 werden 
een aantal vroege ideeën uit de jaren ’60 op een meer 
systematische wijze toegepast in concrete systemen. 
Men ging zich ook meer verdiepen in de linguïstiek, 
om op basis van de kennis van de syntax en seman-
tiek van talen de computer te kunnen programme-
ren. We noemen de taal waaruit we vertalen de bron-
taal, en de taal waarnaar we vertalen de doeltaal.
In de transferaanpak probeert men de computer 

de syntax van talen bij te brengen. Deze bestaat uit 
drie stappen: (1) analyse, waarbij de grammaticale 
structuur van de zin uit de brontaal wordt afgeleid; 
(2) transfer, waarbij de syntactische structuur van 
de zin uit de brontaal wordt omgezet in de syntac-
tische structuur van een zin uit de doeltaal; (3) syn-
these, waarbij de syntactische structuur van de zin 
uit de doeltaal wordt ‘aangekleed’ met woorden, 
wat de uiteindelijke vertaling oplevert.

Als voorbeeld gaan we de zin “John has found 
the ball” naar het Nederlands vertalen. Woord-voor-
woord vertaald krijgen we “John heeft gevonden de 
bal”, wat ongrammaticaal is. De eerste stap is, om een 
syntactische analyse te geven van de Engelse zin. Het 
resultaat van deze analyse zie je in figuur 1. weergege-
ven. We zien dat aan de Engelse zin een structuur is 
toegekend volgens drie grammaticale regels:
1  Een zin bestaat uit een naamwoordelijk deel en 

een werkwoordelijk deel.
2  Een naamwoordelijk deel is oftewel een eigen-

naam, oftewel een lidwoord gevolgd door een 
zelfstandig naamwoord.

3  Een werkwoordelijk deel is een hulpwerkwoord, 
gevolgd door een voltooid deelwoord, gevolgd 
door een naamwoordelijk deel.

Omdat de Nederlandse grammatica afwijkt van 
de Engelse, moeten we in de transferstap de derde 
grammaticale regel in de vertaling aanpassen. We 
moeten de computer van de kennis voorzien dat 
deze derde regel moet worden omgezet naar regel 
4 (waarin ‘naamwoordelijk deel’ en ‘voltooid deel-
woord’ zijn omgewisseld):

4  Een werkwoordelijk deel is een hulpwerkwoord, 

zin

werkwoordelijk deel

naamwoordelijk deel

zelfstandig naamwoord

ball

lidwoord

the

voltooid deelwoord

found

hulpwerkwoord

has

naamwoordelijk deel

eigennaam

John

zin

werkwoordelijk deel

voltooid deelwoord

gevonden

naamwoordelijk deel

zelfstandig naamwoord

bal

lidwoord

de

hulpwerkwoord

heeft

naamwoordelijk deel

eigennaam

John

Figuur 1 De syn-
tactische analyse 
van de Engelse zin 
“John has found 
the ball.”

Figuur 2 Resultaat 
van de transfer-
methode, toege-
past op de Engel-
se zin “John has 
found the ball.”
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gevolgd door een naamwoordelijk deel, gevolgd 
door een voltooid deelwoord.

Door vervolgens de woorden één voor één te ver-
talen, krijgen we de juiste vertaling zoals weergege-
ven in figuur 2. Dit laatste is de syntactische-synthe-
sestap. Dit voorbeeld geeft aan hoe systematische 
grammaticale verschillen tussen talen in een com-
puter kunnen worden geprogrammeerd. De trans-
ferstap betreft hier alleen syntactische kennis. Een 
ingewikkeldere variant kan ook kennis over de be-
tekenis van de zin gebruiken bij het vertalen.

DE INTERLINGUA-AANPAK: KENNIS VAN 
DE BETEKENIS Bij de interlingua-aanpak ge-
bruikt de computer naast syntactische ook seman-
tische kennis. Deze aanpak is gebaseerd op het idee 
van een universele taal, waarin de betekenissen van 
alle natuurlijke talen kunnen worden uitgedrukt. 
Deze universele taal kan als interlingua of tussen-
taal dienst doen, want de zinnen van alle natuur-
lijke talen moeten om te zetten zijn naar zinnen uit 
deze universele taal, en vice versa.

De tussentaal moet zo veelzijdig zijn, dat alle ei-
genschappen van alle natuurlijke talen er in uit te 
drukken zijn, maar zónder ambiguïteit. Daarom is 
dit altijd een abstracte of formele taal. Denk hierbij 
aan een programmeertaal, een taal waarin je ieder 
denkbaar programma kunt schrijven. Iedere compu-
ter die de programmeertaal kan interpreteren, voert 
altijd dezelfde taak uit. De betekenis van de tussen-
taal is op eenzelfde wiskundige of logische manier 
vastgelegd, zodat de computer er mee om kan gaan.

De interlingua-aanpak is een uitbreiding op de 
transferaanpak. Ook nu begint de computer met 
het geven van een syntactische analyse van de zin 
uit de brontaal. Maar nu wordt op de syntactische 
boom ook nog een semantische analyse toegepast. 
Het resultaat is de volgende logische formule: 

�f (Event(f) E Subject(f, j) E �b (Ball(b) E
     Object(f, b)) E �t (At(f, t) E Precedes(t, now)))

Deze formule zegt dat er een gebeurtenis is (het 
vinden), waarbij John het subject is en een ander 
ding het object is. Dat andere ding is bovendien een 
bal. Het evenement vindt plaats op tijdstip t, en dat 
tijdstip is vooraf gegaan aan het tijdstip waarop de 
zin wordt uitgesproken (aangeduid met now).
Deze logische vorm wordt vervolgens, in een stap 
die semantische synthese heet, omgezet naar een 
syntactische vorm in de doeltaal. Ten slotte volgt 
dezelfde syntactische-synthesestap als in de trans-
ferbenadering werd gebruikt om het eindresultaat, 
de vertaling in de doeltaal, te realiseren.

JAREN ’70 EN ’80: HEROPLEVING VAN 
HET ONDERZOEK De transfer- en interlingu-
amethoden waren in de jaren ’70 redelijk succes-
vol, zodat het onderzoek naar automatisch vertalen 
weer serieus genomen werd. Ook de financiering 
keerde terug. In de jaren ’80 werd veel onderzoek 
gedaan naar de grammaticale structuur en de bete-
kenis van taal. Onderzoekers probeerden steeds be-
tere logische tussentalen te maken en steeds betere 
grammaticale transferregels te bedenken. Tegelij-
kertijd bleek het toevoegen van meer en meer ken-
nis van de taal een moeizaam proces.

Natuurlijke taal bleek zo complex te zijn, dat 
het formaliseren van alle natuurlijke taal in één sy-
steem onhaalbaar leek. Men ging zich toeleggen op 
steeds kleinere aspecten van de taal. Zo werd door 
sommige wetenschappers onderzoek gedaan naar 
het woordje ‘sommige’. De resultaten van al deze af-
zonderlijke onderzoeken waren niet altijd samen te 
voegen tot één systeem. Het onderzoek kwam daar-
mee steeds verder van het maken van bruikbare sy-
stemen af te staan.

STATISTIEK EN DE CORPUS-GEBASEERDE 
AANPAK Aan het eind van de jaren ’80 gebeurde 
er iets revolutionairs in de automatische vertaling: 
de lang afgedankte statistische aanpak uit de jaren 
’60 kwam weer tot leven. De computers waren veel 
sneller geworden dan hun voorgangers uit de jaren 
’60, en ook hun geheugencapaciteit was sterk verbe-
terd. Daardoor werd het mogelijk om de statische 
eigenschappen van grote hoeveelheden tekst auto-
matisch te laten uitrekenen.

Om op statistische wijze te kunnen vertalen heb 
je eerst grote hoeveelheden tekst – een corpus – no-
dig op basis waarvan je de statistische regularitei-
ten kunt afleiden. Dit corpus moet tweetalig zijn, 
dat wil zeggen zowel in de brontaal als in de doel-
taal beschikbaar zijn. Een corpus kan bijvoorbeeld 
bestaan uit een volledige jaargang van alle versla-
gen van het Europees parlement, die immers door 
– menselijke – tolken in meerdere talen vertaald 
worden. De statistische aanpak probeert om op ba-
sis van een beperkt aantal vertaalde zinnen uit een 
corpus, kennis te extraheren die de computer in 
staat stelt om alle zinnen uit de brontaal naar de 
doeltaal te vertalen (dus ook zinnen die niet in het 
corpus voorkomen).

Er zijn altijd twee belangrijke inhoudelijke crite-
ria waaraan een vertaling moet voldoen. In de eer-
ste plaats moet hij betrouwbaar zijn, hij moet de in-
houd van de oorspronkelijke zin zo veel mogelijk 
benaderen. In de tweede plaats moet hij natuurlijk 
zijn, het moet een vloeiende zin in de doeltaal zijn. 
Een vertaling die wel de inhoud overdraagt, maar 
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geen goede zin oplevert, is niet volledig; een verta-
ling die wel een goede zin oplevert, maar de oor-
spronkelijke betekenis niet overdraagt, is eerder een 
hertaling.

Om een vertaling de goede inhoud te laten over-
dragen, gebruiken we kansrekening om de vertaal-
mogelijkheden tussen bron- en doeltaal aan te geven 
(het vertaalmodel). Om een vertaling een vloeiende 
tekst te doen zijn, hebben we kansen nodig die de 
waarschijnlijkheid van het voorkomen van zinnen 
in de doeltaal weergeven (het taalmodel). De statis-
tische aanpak bestaat eruit taal- en vertaalmodel op 
een intelligente wijze te combineren.

DE REGEL VAN BAYES De statistische vertaal-
aanpak is oorspronkelijk afkomstig uit de cryptolo-
gie, de wetenschap van het ontcijferen van geheime 
boodschappen. Iemand die een code wil ontcijfe-
ren, is op zoek naar de vertaalsleutel die de code 
omzet in een voor hem of haar begrijpelijke vorm. 
Een zin van het Engels naar het Nederlands verta-
len kunnen we ons voorstellen als het ontcijferen 
van de Nederlandse boodschap die in de Engelse 
code verstopt zit. Dit lijkt misschien een rare bena-
dering, maar dit is heel normaal wanneer men voor 
het eerst uit een geheel onbekende taal vertaalt. 
Denk bijvoorbeeld aan de decodering van de Steen 
van Rosetta die tot een vertaling van de Egyptische 
hiëroglyfen leidde.

De vraag die we ons bij het vertalen stellen is: ge-
geven een bepaalde Engelse zin E, wat is de meest 
waarschijnlijke Nederlandse zin N? Dit wordt ook 
wel een conditionele kans genoemd (zie het kader 

op pagina 9). De beste vertaling is dan de Neder-
landse zin N die de grootste conditionele kans ten 
opzichte van de Engelse zin E geeft. Dit noteren we 
als

argmaxN [P(N|E)].

Bij het berekenen van de kans P(N|E) maken we ge-
bruik van de regel van Bayes. Deze stelt dat de con-
ditionele kans P(N|E) volledig bepaald is door de 
drie kansen P(E|N), P(N) en P(E) (zie het kader 
voor de afleiding):

 
P(N | E)= P(E | N )P(N )

P(E)
.

Omdat de Engelse zin E voor iedere vertaalopgave 
gegeven is en binnen de vertaalopgave niet kan ver-
anderen, is P(E) = 1. Zo komen we tot de volgende 
formule voor het vinden van de optimale vertaling:

argmaxN [P(E|N)P(N)].

We zagen eerder dat we voor een goede vertaling 
twee componenten nodig hebben: een taalmodel en 
een vertaalmodel. In bovenstaande formule is P(N) 
is het taalmodel en P(E|N) het vertaalmodel.

HET TAALMODEL Het is vrijwel onmogelijk om 
(in het algemeen) de waarschijnlijkheid te bere-
kenen dat een zin in zijn geheel voorkomt. Er zijn 
namelijk potentieel oneindig veel Engelse zinnen. 
Zelfs in het grootste corpus zullen verreweg de 
meeste zinnen niet voorkomen. En de meeste zin-
nen die wel in het corpus voorkomen, komen zo 
weinig voor (1 of 2 keer), dat er geen zinnige waar-
schijnlijkheid uit af te leiden is.

Gelukkig zijn zinnen opgebouwd uit kleinere 
eenheden, namelijk woorden. Het aantal woorden 
in een natuurlijke taal is vele malen kleiner dan het 
aantal zinnen. Bovendien komen in een voldoen-
de groot corpus verreweg de meeste woorden vol-
doende vaak voor om een betrouwbare statistiek op 
te leveren.

We gaan daarom de kans dat een zin voorkomt 
benaderen aan de hand van de kans dat woorden 
voorkomen. De kans dat “Jan fietst graag” in het 
Nederlands voorkomt wordt benaderd door de 
kans dat ‘Jan’ gevolgd wordt door ‘fietst’, te verme-
nigvuldigen met de kans dat ‘fietst’ gevolgd wordt 
door ‘graag’. (Voor onafhankelijke gebeurtenissen  
A en B geldt namelijk P(A en B) = P(A)P(B).)

De kans nu dat het woord ‘Jan’ gevolgd wordt 
door het woord ‘fietst’ is weer een voorbeeld van 
een conditionele kans P(‘fietst’ | ‘Jan’). Voor iedere 
zin N = �n1, ..., nm�, bestaande uit m woorden, be-

De Steen van Rosetta in het British Museum 
Foto: Hans Hillewaert. Bron: Wikimedia Commons
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naderen we de kans dat hij voorkomt aan de hand 
van de volgende formule:

 P(N ) ≈ P(ni |ni−1 ).
i=1

m−1
∏

De benaderde kansen van de zinnen van een taal 
vormen samen het zogenaamde taalmodel. Maar 
om een vertaling te geven, hebben we nog een 
tweede component nodig: het vertaalmodel.

HET VERTAALMODEL Ook voor het vertaal-
model geldt dat we de kansen van zinnen niet di-
rect uit een corpus kunnen afleiden. We benaderen 
de kans dat een Engelse zin E de vertaling van een 
Nederlandse zin N is, ook hier in termen van de 
kansen dat de afzonderlijke sequenties van Engelse 
woorden in E vertalingen zijn van sequenties van 
Nederlandse woorden in N:

 
P(e1 ,…,em |n1 ,…,nm ) ≈ P(ei ,ei−1 |ni ,ni−1 ).

i=1

m−1
∏

We gaan er hierbij vanuit dat de Engelse en de Ne-
derlandse zin uit evenveel woorden bestaan. Dit 
gaat in veel gevallen niet op; we zouden de theo-
rie moeten uitbreiden met een algoritme dat ook 
de kansen berekent dat een sequentie van twee Ne-
derlandse woorden kan worden vertaald door een 
sequentie van bijvoorbeeld drie Engelse woorden 
(zoals ‘studies computer science’ de vertaling is van 
‘studeert informatica’).

We combineren het vertaalmodel (dat de nauw-
keurigheid van de vertaling waarborgt) met het 

taalmodel (dat de correctheid van de vertaling 
waarborgt), volgens de regel van Bayes om de con-
ditionele kans P(N|E) te berekenen. De Nederland-
se zin N die de maximale conditionele kans ople-
vert is dan de vertaling die de computer geeft.

STATE OF THE ART In moderne systemen wordt 
de statistische aanpak vaak gecombineerd met een 
transferaanpak, om zo tot het beste resultaat te ko-
men. Deze hybride systemen zijn veel beter dan hun 
voorgangers uit de jaren ’60, ’70 en ’80. Maar dat 
neemt niet weg dat ze nog steeds het niveau van 
een menselijke vertaler niet kunnen evenaren. Is 
het onderzoek naar automatische vertaling van de 
afgelopen 50 jaar dan mislukt? Dat zou de zaak te 
eenzijdig voorstellen. Want al zijn menselijke ver-
talingen nog altijd van een hogere kwaliteit, op be-
langrijke kwantitatieve aspecten wint de computer 
het van de mens. Zo kan een computer razendsnel 
sub-optimale vertalingen leveren. De tienduizen-
den vertalingen die de gratis service Google trans-
late (http://translate.google.com) dagelijks aflevert, 
zouden nooit door menselijke vertalers kunnen 
worden verwerkt.

En hoe erg is sub-optimaal tegenwoordig? Ik 
heb zelf maar even de proef op de som genomen, 
en “The spirit is willing, but the flesh is weak” door 
Google translate laten vertalen naar het Russisch, en 
het resultaat, “Дух бодр, плоть же немощна”, weer 
terug naar het Engels. Het resultaat komt al een 
heel eind in de goede richting: “The spirit is willing, 
the flesh is weak.” 

CONDITIONELE KANSEN Een kans P(A|B) 
is een conditionele kans, omdat het de kans op A 
geeft, gegeven het feit dat B het geval is. We kun-
nen deze conditionele kans definiëren in termen 
van twee ‘gewone’ of niet-conditionele kansen, 
namelijk P(B) en P(A en B):

 P(A | B) = P(Aen B)
P(B)

 

Een voorbeeld: A = ‘ik heb kiespijn’, B = ‘ik heb 
een gaatje in mijn kies’. De kans dat ik een gaatje 
in mijn kies heb is vrij klein, dat komt namelijk 
bijna nooit voor, zeg P(B) = 0,01. De kans dat 
ik zowel kiespijn heb als ook een gaatje in mijn 
kies is nog kleiner, want kiespijn kan onder be-
paalde omstandigheden ook een andere oorzaak 
hebben (bijvoorbeeld een ontstoken zenuw). La-
ten we zeggen dat P(A en B) = 0,009. In het alge-
meen is P(A en B) & P(A) = P(B), gelijkheid geldt 
alleen indien A en B onafhankelijke gebeurtenis-

sen zijn. De kans nu dat ik kiespijn heb, gegeven 
het feit dat ik een gaatje in mijn kies heb, is vrij 
groot, namelijk P(A|B) = 0,009/0,01 = 0,9.

DE REGEL VAN BAYES De regel van Bayes 
kan worden afgeleid uit de manier waarop con-
ditionele kansen zijn gedefinieerd. We beginnen 
met de definitie van de conditionele kans twee 
keer toe te passen: de kans op A conditioneel ten 
opzichte van B, en de kans op B conditioneel ten 
opzichte van A:

  dus P(A en B) = P(A|B)P(B);
 
  dus P(B en A) = P(B|A)P(A).

Natuurlijk geldt P(A en B) = P(B en A), dus 
P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A) waaruit volgt dat 
 
         P(A | B)= P(B | A)P(A)

P(B)
.

P(A | B) = P(Aen B)
P(B)

P(B | A) = P(Ben A)
P(A)
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KALENDERS RECYCLEN

Een jaar kan op zeven verschillende dagen begin-
nen. Dus de kans dat een willekeurig gekozen ka-
lender in januari klopt, is één op zeven. Je zou zeg-
gen dat een kalender gemiddeld dus na zeven jaar 
weer te gebruiken is. Schrikkeljaren gooien echter 
roet in het eten: een schrikkeljaarkalender en een 
niet-schrikkeljaarkalender die tot 1 maart hetzelfde 
zijn, gaan daarna een dag verschillen. Kalenders die 
zowel op 1 januari als op 1 maart overeenstemmen, 
zullen echter de hele rest van het jaar bij dezelfde 
datum dezelfde dag aangeven. 

Is de kans dat twee kalenders het hele jaar over-
eenkomen nu 1

7 × 1
7 = 1

49 ? Nee, want de kansen zijn 
niet onafhankelijk: de kans dat twee kalenders op 1 
maart overeenkomen hangt wel degelijk samen met 

de kans dat ze op 1 januari overeenkomen. Er zijn 
namelijk maar twee mogelijkheden voor het aan-
tal dagen tussen tussen 1 januari en 1 maart, afhan-
kelijk van de aanwezigheid van de schrikkeldag 29 
februari. De kans dat twee willekeurig gekozen ka-
lenders overeenkomen is dus 1

7 × 1
2 = 1

14  en een ka-
lender is dus gemiddeld eens in de 14 jaar te herge-
bruiken. We zullen verderop zien dat dit klopt: je 
kan met 14 kalenders je hele leven toe.

EEN TABEL Je weet vast wel dat als je bijvoor-
beeld dit jaar op een dinsdag jarig bent, je normaal 
gesproken volgend jaar op een woensdag jarig bent. 
Dat komt omdat 365 = 350 + 14 + 1 = 52 = 7 + 1, 
dus in een jaar van 365 dagen zitten 52 weken plus 

Soms vind je een kalender zo mooi, dat je het zonde vindt om hem na oud-en-nieuw van 
de muur te halen en laat je hem nog jaren hangen. Dat hij dan niet meer de goede dag van 
de week aangeeft, daar let je niet op. Maar als je nu, in 2011, nog een kalender van 2005 
aan de muur hebt, zal je merken dat die gewoon klopt! Hoeveel kalenders moet je bewa-
ren om nooit meer een nieuwe kalender te hoeven kopen? 
Q door Bart Zevenhek



 jaar 1 januari 1 maart herhaling 1 maart herhaling hele jaar kalender
 1982 4 0 11 11 A
 1983 5 1 5 11 B
 1984 6 3 6 28 C
 1985 1 4 6 6 D
 1986 2 5 11 11 E
 1987 3 6 5 11 F
 1988 4 1 6 28 G
 1989 6 2 6 6 H
 1990 0 3 11 11 I
 1991 1 4 5 11 D
 1992 2 6 6 28 J
 1993 4 0 6 6 A
 1994 5 1 11 11 B
 1995 6 2 5 11 H
 1996 0 4 6 28 K
 1997 2 5 6 6 E
 1998 3 6 11 11 F
 1999 4 0 5 11 A
 2000 5 2 6 28 L
 2001 0 3 6 6 I
 2002 1 4 11 11 D
 2003 2 5 5 11 E
 2004 3 0 6 28 M
 2005 5 1 6 6 B
 2006 6 2 11 11 H
 2007 0 3 5 11 C
 2008 1 5 6 28 N
 2009 3 6 6 6 F
 2010 4 0 11 11 A
 2011 5 1 5 11 B
 2012 6 3 6 28 C
 2013 1 4 6 6 D
 2014 2 5 11 11 E
 2015 3 6 5 11 F
 2016 4 1 6 28 G
 2017 6 2 6 6 H
 2018 0 3 11 11 I
 2019 1 4 5 11 D
 2020 2 6 6 28 J
 2021 4 0 6 6 A
 2022 5 1 11 11 B
 2023 6 2 5 11 H
 2024 0 4 6 28 K
 2025 2 5 6 6 E
 2026 3 6 11 11 F
 2027 4 0 5 11 A
 2028 5 2 6 28 L
 2029 0 3 6 6 I
 2030 1 4 11 11 D
 2031 2 5 5 11 E
 2032 3 0 6 28 M
 2033 5 1 6 6 B
 2034 6 2 11 11 H
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Maandag = 0, dinsdag = 1, woensdag = 2, donderdag = 3, vrijdag = 4, zaterdag = 5, zondag = 6
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één dag. In de wiskunde zeg je: 365 is gelijk aan 1 
modulo 7, want als je 365 deelt door 7 is de rest ge-
lijk aan 1. In een schrikkeljaar zitten echter 366 da-
gen en schuift de kalender twee dagen door. Dat 
merk je pas ná 28 februari. Als je op 1 januari ja-
rig bent, dan valt dat in 2011 op een zaterdag en in 
2012 (een schrikkeljaar, want deelbaar door 4!) op 
een zondag. Ben je daarentegen op 1 maart jarig, 
dan valt dat in 2011 op een dinsdag en in 2012 twee 
dagen later: op een donderdag. De schrikkeldag 29 
februari 2012 zit er dan namelijk tussen. 

Om beter grip te krijgen op de situatie, gaan we 
een tabel maken waarin je van ieder jaar kan zien 
op welke dagen 1 januari en 1 maart vallen. Bedenk 
dat twee kalenders waarvoor deze twee dagen over-
eenstemmen het hele jaar dezelfde dag aangeven. 
Het is handig de dagen met de nummers 0 tot en 
met 6 aan te geven: 0 voor maandag, 1 voor dinsdag 
enzovoort. Bij 2011 komen dus een 5 (zaterdag) en 
een 1 (dinsdag) te staan en voor 2012 een 6 (zon-
dag) en een 3 (donderdag). Voor 2013 verschuift nu 
de dag van 1 januari met twee stapjes, want 29 fe-
bruari 2012 zit er dan tussen, terwijl de dag van 1 
maart maar één stapje verschuift. In de tabel komen 
bij 2013 dus de getallen 1 (voor dinsdag) en 4 (don-
derdag) te staan. Die 1 kan je krijgen door 6 + 2 = 8 
en van die 8 weer 7 af te trekken. Rekenen modulo 7 
noem je dat.

Nu is het duidelijk hoe de tabel verder afge-
maakt kan worden: ieder jaar komt er bij beide ko-
lommen 1 bij, minus 7 wanneer je boven de 6 komt. 
Maar bij een schrikkeljaar komt er bij de tweede 
kolom 2 bij en het jaar daarna komt er bij de eerste 
kolom 2 bij. Met deze regel in gedachten kan je ook 
terugrekenen vanaf 2010 en de tabel afmaken. 

REGELMAAT Nu we de tabel hebben, kunnen we 
kijken wanneer je kalenders kunt hergebruiken. Je 
ziet bijvoorbeeld bij 2005 de getallen 5 en 1 staan, 
net als bij 2011. Dus de kalender van 2005 kan je 
dit hele jaar gebruiken. Bij 2016 staat alleen in de 
tweede kolom een 1, dus je kalender van 2011 is in 
2016 alleen vanaf 1 maart te gebruiken. Logisch: 
2016 is een schrikkeljaar en 2011 is dat niet!

Het is een kleine moeite om vervolgens twee 
kolommen te maken die aangeven na hoeveel jaar 
de kalender te hergebruiken is. In de eerste ko-
lom wordt alleen gekeken naar de periode vanaf 
1 maart, het grootste deel van het jaar. Je ziet dan 
steeds het merkwaardige rijtje 5-6-6-11 terugko-
men. Zo merkwaardig is het echter niet, als je er 
goed over nadenkt. Neem bijvoorbeeld 2007, een 
jaar vóór het schrikkeljaar 2008. Die kalender is al 
na 5 jaar weer te gebruiken (ná 1 maart), omdat er 
in die 5 jaren twee schrikkeljaren voorkomen (2008 

en 2012) en er dus twee keer een extra dag opge-
schoven wordt. Daardoor is de kalender al na  
7 – 2 = 5 jaar op nieuw te gebruiken. Probeer zelf 
maar eens de getallen 6 en 11 te verklaren!

In de volgende kolom staat na hoeveel jaar de 
kalender voor het hele jaar geldig is. Daar komt de 
regelmaat 6-11-11-28 te voorschijn. Zonder tabel 
zijn deze getallen heel wat lastiger te beredeneren. 
Probeer het maar eens! Het is aardig dat het gemid-
delde van deze vier getallen keurig op 14 uitkomt. 
Gelukkig maar, want we hadden al eerder gevon-
den dat een kalender gemiddeld eens in de 14 jaar 
te hergebruiken is. Geldt zoiets ook voor de getal-
len 5, 6, 6 en 11?

In de laatste kolom zie je hoe je met 14 kalen-
ders, genaamd A tot en met N, nooit meer een 
nieuwe kalender hoeft te kopen. Er zijn, zoals te 
verwachten viel, 7 kalenders voor de gewone jaren 
en 7 kalenders voor de schrikkeljaren nodig. De 
eerste soort kan je na gemiddeld 28

3
 jaar hergebrui-

ken, de tweede soort kan je steeds na 28 jaar weer 
van stal halen.

SCHRIKKELJAREN In agenda’s kom je soms een 
eeuwigdurende kalender tegen. Dat eeuwigdurend 
is echter in beperkte zin bedoeld: meestal zijn ze 
precies één eeuw geldig. Dat komt omdat schrik-
keljaren niet altijd om de vier jaar voorkomen. Vol-
gens de Gregoriaanse kalender, die wij vanaf 1582 
gebruiken, geldt namelijk de volgende regel voor 
het vaststellen of een jaar een schrikkeljaar is. Een 
jaar is een schrikkeljaar als het jaartal deelbaar is 
door 4, tenzij het jaartal ook deelbaar is door 100, 
tenzij het jaartal ook deelbaar is door 400. Het jaar 
2000 was dus wel een schrikkeljaar, maar het jaar 
2100 zal dat niet zijn! Vandaar dat onze tabel regel-
matig doorliep bij 2000, terwijl bij 2100 de regel-
maat met een dag verstoord gaat worden.

De reden voor deze merkwaardige regel is, dat 
er geconstateerd is dat een jaar 365,2428819 dagen 
lang is. Aangezien 365 + 1

4 − 1
100 + 1

400  = 365,2425 
zorgt de schrikkeljaarverdeling van de Gregoriaan-
se kalender ervoor dat de gemiddelde lengte van 
een kalenderjaar goed overeenstemt met die van 
een echt jaar. Toch zitten in een kalenderjaar ge-
middeld 33 seconden teveel, zodat eens in de on-
geveer 3200 jaar een extra correctie nodig is. Maar 
daar zal jij geen last meer van hebben.

De bepaling van de juiste dag bij een datum in 
de verre toekomst of in het verleden is dus geen 
eenvoudige zaak, vanwege die schrikkeljaren. In Py-
thagoras 49-5 (april 2010) stond het artikel ‘Kalen-
derrekenen’, waarin een truc werd gegeven om van 
een gegeven datum de weekdag te bepalen. Snelre-
kenaars maken daarvan handig gebruik. 
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Bijen als pseudohandelsreizigers

‘Bijen kunnen het Handelsreizigersprobleem snel-
ler oplossen dan computers. Ze zijn in staat om tel-
kens de kortste weg te kiezen tussen bloemen. Laat 
een computer hier op los en hij is jaren bezig met 
complexe wiskundige berekeningen om tot dezelf-
de ideale route te komen.’
Deze twee zinnen komen uit een persbericht van Ro-
yal Holloway, University of London. Het Handelsrei-
zigersprobleem is een uiterst complex probleem in de 
wiskunde, dat tot nu toe niemand bevredigend heeft 
kunnen oplossen, de huidige rekenkracht van com-
puters ten spijt. Bijen zouden ons nu hebben verslaan, 
volgens biologen van de Londense universiteiten 
Queen Mary en de reeds genoemde Royal Holloway. 

Wat presteren die bijen dan? Ze zijn in staat om 
telkens de kortste weg te kiezen tussen bloemen – 
bravo. Het Handelsreizigersprobleem gaat over de 
vraag wat de kortste route is tussen alle steden in een 
bepaald gebied. Er wordt vanuit gegaan dat de han-
delsreiziger beschikt over een afstandtabel en dus 
voor elk tweetal te bezoeken steden de onderlinge af-
stand weet. Het is zijn bedoeling om een route langs 

de steden te bepalen waarbij hij zo min mogelijk kilo-
meters aflegt. Bijen zijn dus eigenlijk kleine handels-
reizigers: ze hebben zich aangeleerd om de kortste 
route tussen bloemen te vliegen. ‘Bijen hebben blijk-
baar van nature een effectieve oplossing voor het Han-
delsreizigersprobleem’, aldus de onderzoekers, die een 
weide van kunstbloemen maakten om erachter te ko-
men wat het vlieggedrag van de bij is. 

Hoe interessant het onderzoek naar het gedrag van 
bijen ook mag zijn, om de prestatie van de bijen te 
vergelijken met de oplossing van het Handelsreizigers-
probleem is ridicuul. Voor het Handelsreizigerspro-
bleem kennen we geen geen efficiënte manier om dit 
probleem in zijn algemeenheid te kunnen oplossen; in 
vakjargon: het probleem is NP-volledig. Hoe weten we 
zeker dat die bijen in een netwerk van een paar dui-
zend bloemen werkelijk de allerkortste route vinden 
en niet bij benadering de kortste route? En al zou het 
daadwerkelijk de kortste route zijn die de bijen von-
den, hoe weten we dan dat de oplossing van de bijen 
ook optimaal is als we één bloem aan hun netwerk 
toevoegen?

Goede, snelle benaderingen van het Handelsreizi-
gersprobleem bestaan al lang. Een efficiënte manier 
om een netwerk van een miljoen steden te doorzoe-
ken, dat met grote kans leidt tot het vinden van een 
oplossing die 2 à 3 procent afwijkt van de optimale 
oplossing, is voor computers geen probleem meer. 
Maar in de wiskunde gaat het niet om een ‘ongeveer-
oplossing’. Alleen de werkelijk optimale oplossing telt.

Niet nadenken is vermoeiend
Volgens wiskundigen van de Case Western Reserve 
University in de VS is niet nadenken ontzettend ver-
moeiend. 
De wiskundigen ontwikkelden een nieuwe metho-
dologie, gebaseerd op Bayesiaanse statistiek, om de 
stofwisseling in hersenen te onderzoeken. Uit hun 
onderzoek bleek dat het energie kost om impuls-
overdracht tussen zenuwcellen te stoppen. ‘Miss-
chien verklaart dit waarom het zo vermoeiend is om 
te ontspannen en over niets denken’, zegt Daniela 
Calvetti, een van de onderzoekers.

De twee belangrijke stofjes voor de impuls-
overdracht in de hersenen zijn glutamaat en 
GABA. Glutamaat zorgt ervoor dat een signaal 
doorgegeven kan worden. GABA gaat dit effect 
juist tegen en na het blokkeren van een signaal 
kost het veel zuurstof om de glutamaat en GABA 
af te breken en te hergebruiken. Het is daarom bij-
zonder energierovend om een gedachte te stop-
pen. De wiskundigen hopen dat hun onderzoek 
zal bijdragen aan de ontwikkeling van kennis om-
trent hersenziektes.

PYTHAGORASPYTHAGORASPYTHAGORAS JANUARI 2011
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2011: EEN GOED 
WISKUNDEJAAR

Je hebt het in de vorige twee nummers al gemerkt: dit jaar wordt Pythagoras 50. Toeval 
of niet, maar ons jubileum valt samen met een piekjaar voor de wiskunde. De Nederlandse 
Wiskunde Olympiade wordt in 2011 voor de vijftigste keer gehouden en voor het eerst or-
ganiseert Nederland de International Mathematical Olympiad (IMO). Van 16 tot 24 juli zul-
len de meest getalenteerde scholieren van over de hele wereld naar Nederland komen om 
aan dit toernooi deel te nemen. Ten slotte besteedt science center Nemo dit jaar, samen 
met de IMO en Pythagoras, veel aandacht aan wiskunde. 

MUSEUMWEEKEND Behalve een aantal pu-
bliekslezingen, zal het zwaartepunt van de wiskun-
dige activiteiten in het Museumweekend liggen, op 
2 en 3 april. Alle musea, dus ook Nemo, zijn dan 
gratis voor publiek toegankelijk. Nemo zal geheel 
in het teken van de wiskunde staan, met lezingen, 
demonstraties en workshops in vijf zalen en een 
puzzeltocht door het hele gebouw.

Sommige details van het programma liggen nog 
niet vast, maar we verwachten onder andere flitsende 
demonstraties van speed cubers (virtuozen die in tien 
seconden de Rubikkubus kunnen oplossen), je kunt 
meer dan levensgrote platonische lichamen in elkaar 
knutselen en er wordt levend sudoku gespeeld.

BOEKPRESENTATIE Tijdens het museumweek-
end presenteert Pythagoras zijn jubileumboek: De 
Pythagoras Code – het beste uit een halve eeuw wis-
kunde voor liefhebbers. Dit boek bevat een selec-
tie van de verrassendste en boeiendste artikelen uit 
vijftig jaargangen Pythagoras. De Pythagoras Code 
wordt uitgegeven door Bert Bakker en zal na de 
boekpresentatie, op vrijdagavond 1 april in Nemo, 
ook in de boekhandels te koop zijn. De presentatie 
omlijsten we met een lezing door een prominente 
wiskundige en andere activiteiten. 

Kijk voor actuele informatie over de jubileum-activiteiten op de website www.py-thagoras.nu
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DE GEBOORTE VAN PYTHAGORAS  
Het Woord Vooraf in Pythagoras Festival, het ju-
bileumboek dat in 1970 verscheen ter gelegenheid 
van 10 jaar Pythagoras, vermeldt dat de Neder-
landse Onderwijs Commissie voor Wiskunde in 
het voorjaar van 1960 enkele wiskundeleraren ver-
zocht in de redactie van het op te richten PYTHA-
GORAS, wiskundetijdschrift voor jongeren plaats te 
nemen. Het idee kwam van de fameuze wiskunde-
hoogleraar Hans Freudenthal (1905-1990), die de 
docenten Hans de Rijk en G. Krooshof benaderde 
om het tijdschrift te starten. Samen vormden zij de 
eerste redactie. Wiskunde op school was in die tijd 
nog erg formeel en abstract, en Freudenthal en zijn 
geestverwanten vonden dat dit veel aantrekkelij-
ker kon, met voorbeelden die aansluiten bij wat je 
in het dagelijks leven tegenkomt. Een jongerentijd-
schrift met veel puzzels en toegankelijke wiskunde 
paste in dat streven. 

Hans de Rijk, die ging publiceren onder de 
naam Bruno Ernst, ontpopte zich tot de drijvende 
kracht achter het blad, maar liefst dertig jaar lang. 
Hij kende de kunstenaar Maurits Escher al voordat 
die wereldberoemd werd, en diens onmogelijke fi-
guren en ingenieuze vlakverdelingen hebben een 
grote invloed op het blad gehad. Bruno Ernst werd 
ook internationaal bekend door zijn boeken over 
het werk van Escher.

In september 2006 verscheen in Pythagoras het 
artikel ‘De wiskunde van Hans de Rijk’. Hij om-
schreef zijn ervaring met de wiskunde toen zo: ‘Zie 
de wiskunde als een prachtige tuin. Midden in de 
tuin staat een enorme boom met takken die naar 
de hemel reiken. Aan de stam van de boom zijn 
de namen van grote wiskundigen verbonden uit 
het verre verleden: Pythagoras, Archimedes, Eu-
clides. Hoger in de boom prijken de namen van 
knappe koppen als Euler, Gauss en Hilbert. Wil je 
de prachtige wiskunde helemaal bovenin die boom 
bewonderen, dan moet je flink klimmen. Maar de 
tuin bestaat niet uit die ene boom alleen, er zijn 
ook bloemperken en struiken. Daar kun je zonder 
klimpartijen minstens zo van genieten. En gewoon 
op de grond, tussen het gras staat soms onverwacht 
een prachtig madeliefje.’

Bruno Ernst werd in 2007 door de Leidse uni-
versiteit geëerd met een symposium, een feestelij-
ke dag vol lezingen over hem en over zijn favoriete 
onderwerpen. Zijn verdiensten voor de populari-
sering van wis-, natuur- en sterrenkunde zijn dan 
ook niet mis: behalve Pythagoras richtte hij onder 
meer het natuurkundeblad Archimedes, de eerste 
volkssterrenwacht (er zijn er nu dertig in Neder-
land) en de stichting Ars et Mathesis (‘Kunst en 
Wiskunde’) op. 

In 2008 kreeg Bruno Ernst de NWO Oeuvre-
prijs, de belangrijkste prijs voor wetenschapspo-
pularisering die jaarlijks word toegekend door de 
Nederlandse Organisatie voor Wetenschappelijk 
Onderzoek. De prijswinnaar houdt het jaar daarop 
– bij de volgende prijsuitreiking – een lezing om te 
vertellen wat hij of zij met de € 15.000 prijzengeld 
gedaan heeft. Dat moet je namelijk wel uitgeven 
aan een nieuw project om wetenschap te promo-
ten. NWO kon gerust zijn: Ernst had het geld be-
steed aan het laten afslijpen van de zwerfkeien die 
in sommige gemeenten worden gebruikt als berm-
paal. Van buiten zijn het saaie, grijze keien, maar 
als je ze aan één kant vlak slijpt en polijst, duikt 
soms een prachtige, gelaagde structuur op. Eigen-
lijk net wat hij bij Pythagoras deed met de wiskun-
de – of is dat te ver gezocht?

Op 19 februari wordt Bruno Ernst 85 jaar. Nog 
steeds is hij volop actief: zo schrijft hij nog iedere 
maand een column voor de website van Ars et Ma-
thesis (www.arsetmathesis.nl). 

In zijn novembercolumn op arsetmathesis.nl schrijft 
Bruno Ernst over de relatie van onmogelijke figuren 
met wiskunde; hier zie je een tempeltje dat het pro-
totype is van de zogeheten Ernst-stairs.
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Als toerist stuit je soms op verrassende wiskundige attracties. In de serie ‘Op reis’ nemen 
we je mee naar een plaats waar wiskundig iets te beleven valt. Het paleis Alhambra is een 
mekka voor symmetrieverslaafden. Omringd door weelderige bossen staat dit Moorse pa-
leis op de top van een heuvel die over de stad Granada uitkijkt, als ‘een parel in een bed 
van smaragden’, zoals een dichter ooit zei. 
 tekst en foto’s Matthijs Coster

OP REIS NAAR     GRANADA

V

ALHAMBRA:
PALEIS VAN DE 

SYMMETRIE
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Het Alhambra is de naam van een Spaans kasteel 
dat werd gebouwd door de Moren. Het Alhambra 
bestaat uit het Alcazaba, het Generalife (het zomer-
paleis met prachtige tuinen), de Nasridenpaleizen 
en het paleis van Karel V. Dit laatste is vrij toegan-
kelijk. Voor de andere gebouwen en de tuinen heb 
je een toegangskaart nodig. Hiermee heb je ge-
durende een dagdeel toegang. Binnen dit dagdeel 
moet je weer apart aangeven op welk tijdstip je de 
Nasridenpaleizen wilt bezoeken.

De geschiedenis van het Alhambra is nauw ver-
weven met de geschiedenis van de Moren. De Mo-
ren waren Islamieten van Afrikaanse origine. In het 
jaar 711 staken de Moren de Middellandse zee over 
en begonnen Spanje te veroveren. In 800 was al een 
groot deel van Spanje in bezit van de Moren. Van-
af de tiende eeuw begonnen de Christenen met het 
terugdringen van de Moren. In de veertiende eeuw 
was heel Spanje, behalve de omgeving van Gra-

JANUARI 2011PYTHAGORAS

Figuur 1 Mozaïeken met geglazuurde tegels langs de wanden 
(azulejos of alicatados)

Figuur 2 Houtsnijwerk (artesonado 
(= in vlakken verdeeld)); meestal gaat 
het om plafonds, maar hier is het een 
detail van een deur

Figuur 3 Reliëf pleisterwerk Figuur 4 Koepelgewelven

Figuur 5 Kalligrafie (schoonschrijven)
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nada, weer in het bezit van de Christenen. In 1492 
werd uiteindelijk ook Granada veroverd.

Het Alhambra is gelegen in de uitlopers van de 
Sierra Nevada, aan de zuidoostelijke grens van Gra-
nada. Vermoedelijk heeft er op deze plek al bebou-
wing gestaan voordat de Moren kwamen. De Mo-
ren bouwden eerst het Alcazaba. De meeste Moorse 
gebouwen dateren echter uit de veertiende en vijf-
tiende eeuw. Dit was tevens het hoogtepunt van de 
kunst van de Moren. Ondanks de verdrukking van 
de Moren kwam de kunst hier tot enorme bloei. De 
bloeiperiode kwam in 1492 ten einde met de val 
van Granada. Vervolgens gebruikte de Spaanse ko-
ning het Alhambra als zomerverblijf. Hij voegde er 

nog een paleis aan toe, dat helaas ten koste ging van 
een aantal Moorse gebouwen, en niet in harmonie 
met de overige gebouwen is geplaatst.

MOORSE KUNST In de christelijke kunst is het 
gebruikelijk om beelden en schilderijen te maken 
van Jezus, Maria en andere bijbelse taferelen. In de 
islamitische kunst is dat uitgesloten: het afbeelden 
van wezens met een ziel is verboden. Islamitische 
kunstenaars zochten daarom naar meer meetkun-
dige manieren om hun artistieke impulsen te uiten. 
Zij legden zich toe op (binnen)architectuur, deco-
raties en kalligrafie (de kunst van het schoonschrij-
ven). Voor een wiskundige zijn vooral de decoraties 

Figuur 6 Spiegelen in een lijn

Figuur 7 Draaien om een punt Figuur 8 Translatie
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boeiend. In de Moorse kunst kunnen we een aan-
tal karakteristieken onderscheiden, zie de figuren 1 
tot en met 5. 

Nadat de Moren waren verslagen, was de Moor-
se kunst niet helemaal weggevaagd. De kunst die in 
het verlengde lag van de Moorse kunst wordt Mu-
déjar-kunst genoemd. In deze kunststijl zijn mos-
lim- en christelijke kunstvormen met elkaar ver-
weven. 

SYMMETRIE Iedereen heeft wel een gevoel voor 
symmetrie. Een ruit is ‘symmetrischer’ dan een 
vlieger bijvoorbeeld. Maar hoe zit dat precies? Het 
is best een lastig onderwerp. Er bestaan verschil-
lende bewegingen die een figuur in zichzelf doen 
overgaan: spiegelen in een lijn, draaien om een punt, 
translatie (zie de figuren 6 tot en met 8) en combi-
naties daarvan.

Naarmate er meer verschillende van dergelijke 
bewegingen zijn, is een figuur gevoelsmatig sym-
metrischer. We kunnen globaal drie klassen van 
symmetrie onderscheiden: strookpatronen, rozet-
patronen en behangpatronen, zie de figuren 9 tot en 
met 11. Er zijn 7 essentieel verschillende strookpa-
tronen en 17 essentieel verschillende behangpatro-
nen. Al deze verschillende strook- en behangpatro-
nen zijn te bewonderen in het Alhambra.

Overal in de Moorse kunst duikt symmetrie op. 
De figuren 12 tot en met 16 op de volgende pagina 
laten tot slot nog een paar prachtige voorbeelden 
zien van rozet-, strook- en behangpatronen in di-
verse soorten en maten.

MEER INFORMATIE In hoofdstuk 3 van Het Sym-
metriemonster schrijft Marcus du Sautoy over zijn 
zoektocht naar symmetrieën in het Alhambra. An-
dere interessante titels zijn Het Alhambra van Robert 
Irwin en Het Alhambra te Granada (Atrium Cultuur-
gids) van Cesco Vian. Maar geen enkel boek, geen 
enkele internetpagina en ook niet dit artikel kan op 
tegen een eigen bezoek aan dit magnifieke middel-
eeuwse paleis! !

Figuur 10 Rozetpatronen: er is één punt waar om-
heen wordt gedraaid; alle spiegellijnen gaan door 
dat punt

Figuur 9 Strookpatronen: er is een translatie in één richting

Figuur 11 Behangpatronen: er zijn translaties in 
twee richtingen
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BEZOEK HET ALHAMBRA 
Het Alhambra is dagelijks geopend, behalve op 
1 januari en 25 december. 
Tickets à € 13 kun je het beste van tevoren 
reserveren via www.alhambra-tickets.es. Aan de 
kassa zelf wordt per dag maar een beperkt aan-
tal kaarten verkocht – het aantal bezoekers per 
dag is gelimiteerd! Kijk voor meer informatie op 
www.alhambra-patronato.es. 

Figuur 12 Een uit hout gesneden rond plafond.

Figuur 13 Een tienhoek en een tienpuntige ster: 
een grote zeldzaamheid in de Islamitische kunst – 
meestal tellen de sterren daarin 6, 8, 12, 16 of 24 
punten. Rondom de tienhoek verschijnen vier ster-
ren met vijf punten.

Figuur 15 In dit tegelpatroon zijn diverse lijnen te 
herkennen; enkele zijn hier in rood en wit aangege-
ven. Als je op enige afstand van dit mozaïek gaat 
staan, zie je nog veel meer lijnen!

Figuur 14 Je kunt je direct voorstellen dat de Ne-
derlandse kunstenaar M.C. Escher in het Alhambra 
inspiratie opdeed voor zijn vele etsen, tekeningen 
en schilderijen. Dit is een bijzonder geval van wél 
draai- en translatiesymmetrisch, maar níét spiegel-
symmetrisch.

Figuur 16 Een van de hoogtepunten van het 
Alhambra: een deel van een boog voorzien van 
kleine boogjes, een prachtig wiskundig schouwspel, 
met op de achtergrond reliëfwerk. Je hebt echt 
ogen tekort om alles te zien!
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RECHTVAARDIGE RECHTERS
Pythagoras en de rechtvaardige rechters
boekbespreking
 door Jan Guichelaar

Jan Helmer (1955) geeft met het schrijven van Py-
thagoras en de rechtvaardige rechters een vervolg 
op zijn ‘wiskunderoman’ Het Mysterie van Pytha-
goras uit 2007. Dat boek bespraken we in Pythago-
ras 47-2 (november 2007). De hoofdpersonen zijn 
opnieuw Matteo Concetti, zijn (inmiddels) echt-
genote Sophia en hun zoontje Pietro. Het sprookje 
van de verre planeet Symmetria, vanwaar eens in 
de 216 jaar een nieuwe reïncarnatie van Pythago-
ras de aarde bezoekt, wordt voortgezet. Zoontje 
Pietro is de nieuwe reïncarnatie van Pythagoras.

Het gehele palet van moderne thrillers à la 
Dan Bown wordt van stal gehaald om een com-
plex avontuur te creëren. Na een aanslag op Mat-
teo’s vader, een jurist die de mafia bestrijdt, wordt 
de kleine Pietro ontvoerd door leden van de ge-
heime loge P3 van de vrijmetselaars, die van hem 
gegevens willen loskrijgen, onder andere over het 
bloed van Christus, dat door Jozef van Arimathea 
uit de wonde in de zij van de gekruisigde Christus 
zou zijn opgevangen. De Tempeliers en meerdere 
Europese hoge edelen passeren de revue.

Een deel van de geheimen zou te vinden zijn 
op het schilderij Het Lam Gods van de gebroeders 
Jan en Hubert van Eyck, dat in de Sint Baafska-
thedraal te Gent hangt. Hubert zou een vorige re-
incarnatie van Pythagoras zijn geweest en de ge-
heimen erin geschilderd hebben. In het bijzonder 
gaat het daarbij om het in 1934 gestolen en nooit 
teruggevonden deelpaneel De Rechtvaardige Rech-
ters. In België verschijnt elk jaar in de komkom-
mertijd in de pers wel weer een verhaal onder wel-
ke steen in een kleine kapel het paneel zou liggen. 
Het ligt er nooit.

De kleine Pietro wordt door zijn ontvoerders 
meegenomen naar Gent en Matteo en Sophia la-
ten zich door hun verplaatsingsapparaat in één se-
conde naar Gent transporteren om hun kind op 
te sporen. Zij ontvangen als dreigement een afge-
sneden vinger van de kleine. Een gruwelijk detail. 
Maar geen nood, de kleine krijgt verder in het ver-
haal op Symmetria, waar hij nog even langsgaat 
met reïncarnaties van de wiskundigen Gauss en 
Fibonacci, een nieuw vingertje.

De ontknoping is mooi bedacht en boeiend. Ik 
mag verklappen: alles komt goed.

In menig tussenstuk worden de opdrachten 
van de ontvoerders opgelost, die allemaal vragen 
zijn op het gebied van kansrekening, verdelingen, 
correlatie en statistiek. Het is stof voor de hoog-
ste klassen van havo/vwo, die zonder wat nadere 
uitleg van een docent niet allemaal even eenvou-
dig te begrijpen is. Zo verschijnt uit het niets de 
formule van de Poissonverdeling. Er is een zekere 
discrepantie tussen het niveau van de wiskunde en 
de sprookjesachtige elementen, die juist meer ge-
schikt zijn voor leerlingen uit de onderbouw.

Jan Helmer is er weer in geslaagd om een on-
derhoudend jeugdboek te schrijven met leuke wis-
kunde erin. Ook zonder alle wiskunde te snappen, 
is het boek spannend en voor vele jongeren zon-
der twijfel leuk om te lezen. 

Jan Helmer, Pythagoras en de rechtvaardige rechters, 
ISBN 978-90-811843-2-8, 
www.pythagorasproject.nl
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Neem een ansichtkaart en knip er een gat in. Groot genoeg om er doorheen te kruipen? 
Voor een muis misschien. In dit artikel laten we zien hoe jíj door een ansichtkaart kunt 
kruipen. 
 door Alex van den Brandhof

HOE JE DOOR EEN   POSTKAART KRUIPT

Je hebt nodig: een ansichtkaart, een liniaal, een 
potlood en een schaar.

Trek 13 lijnen evenwijdig met de korte zijden van de 
kaart zo, dat er 14 even brede stroken ontstaan.

Vouw de kaart zodanig doormidden, dat de vouw 
loodrecht op de getekende lijnen staat.

 Knip langs de twee lijnen die zich direct naast de 
korte zijden van de kaart bevinden. Begin bij de 
vouwlijn en knip niet door tot het eind: de laatste 5 
à 10 mm knip je niet door, zodat de kaart één ge-
heel blijft.

GROTER GAT Kun je het gat in de kaart nog 
groter maken? Natuurlijk: door meer dan 13 lijnen 
te trekken wordt het gat groter. Zorg er wel voor dat 
het aantal lijnen altijd oneven is, zodat het aantal 

stroken dat ontstaat, even is. Theoretisch kan het 
gat zo groot worden, dat er een vliegtuig doorheen 
kan. Praktisch is dat echter onhaalbaar, omdat 
de stroken dan veel te smal worden. Maar als 

 1  2

 3  422
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HOE JE DOOR EEN   POSTKAART KRUIPT

 Knip vervolgens langs de overige lijnen, steeds af-
wisselend vanaf de open kant van de kaart en vanaf 
de vouwlijn. De laatste 5 à 10 mm van elke lijn knip 
je niet door. Zo ontstaat een zigzagpatroon.

Vouw de kaart open en knip langs de vouwlijn, 
maar pas op: de beide stroken aan de rand van de 
kaart moet je niet doorknippen.

Trek de kaart voorzichtig uit elkaar. Waar eerst de 
vouwlijn zat, ontstaat nu een gat.

Je kunt de kaart zo ver uit elkaar trekken, dat het 
gat groot genoeg is om er zelf doorheen te krui-
pen!

gedachte-experiment is het leuk: door maar 
genoeg lijnen te trekken, kun je het gat willekeurig 
groot maken! 

Bron: Albrecht Beutelspacher en Marcus Wagner, 
Wie man durch eine Postkarte steigt,
 Verlag Herder, 2008

 5  6

 7  8
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JUBILEUMPRIJSVRAAG 

V

 AFLEVERING 3
Deze jaargang staat de prijsvraag van Pythagoras in het teken van het vijftigjarig jubileum. 
In de eerste vijf afleveringen verschijnt telkens een puzzel met het getal 50 als thema. 
In dit nummer vind je aflevering 3 en de oplossing van aflevering 1.
Q��door Matthijs Coster

50 INZENDINGEN
In de eerste 5 dagen na het verschijnen van het sep-
tembernummer ontvingen we 12 inzendingen van 
aflevering 1 van de jubileumprijsvraag (waarvan je 
op de volgende pagina de oplossing kunt zien). En 
in de eerste 3 weken was het aantal al opgelopen 
tot... 50! 

Deze aflevering van de jubileumprijsvraag gaat 
over hoe de inzendingen in een aantal achtereen-
volgende dagen kunnen binnenkomen. Hoe kun-
nen die 12 inzendingen in de eerste 5 dagen zijn 
binnengekomen? Als we even aannemen dat er da-
gelijks minimaal één inzending binnenkomt (en dat 
doen we in de rest van deze opgave), dan kan het 
aantal inzendingen achtereenvolgens bijvoorbeeld 
zijn: 1, 1, 1, 1, 8; dat wil zeggen dat op de eerste vier 
dagen steeds 1 inzending binnenkwam en op de 
vijfde dag 8 inzendingen. We noemen dit een in-
zendingenreeks en noteren deze reeks als (1, 1, 1, 1, 
8). Een ander voorbeeld van een inzendingenreeks 
is (1, 2, 3, 4, 2). Hierbij komt op de eerste dag 1 in-
zending binnen, op de tweede dag 2, op de derde 
dag 3, op de vierde dag 4 en op de vijfde dag 2.  
Uiteraard moeten de vijf getallen in de reeks optel-
len tot 12, want dat is het totale aantal inzendingen, 
en het getal 0 mag, volgens onze aanname, niet in 
de reeks voorkomen. 

Noem de 5 dagen achtereenvolgens a, b, c, d en 
e. Je kunt, gegeven een inzendingenreeks, kijken 
hoeveel inzendingen er in een blok aaneengesloten 
dagen binnenkomen. Noem dit aantal inzendingen 
k. De mogelijke waarden van k zijn 1 tot en met 12. 

Bij de inzendingenreeks (1, 1, 1, 1, 8) geldt dat 
er op dag a 1 inzending is, op de dagen a t/m b 
zijn er 2 inzendingen, op de dagen a t/m c 3, op de 
dagen a t/m d 4, op dag e 8, op de dagen d t/m e 9, 
op de dagen c t/m e 10, op de dagen b t/m e 11 en 
op de dagen a t/m e 12. Dus voor k D�{1, 2, 3, 4, 8, 
9, 10, 11, 12} zijn er oplossingen, maar voor 
k D�{5, 6, 7} niet.

Bij de inzendingenreeks (1, 2, 3, 4, 2) zijn er 
meer oplossingen, zie de volgende tabel:

k dagen
1 a
2 b
3 c
4 d
5 b t/m c
6 d t/m e
7 c t/m d
8 geen oplossing
9 b t/m d
10 a t/m d
11 b t/m e
12 a t/m e

Er is geen blok aaneengesloten dagen aan te wijzen 
waarop er in totaal precies 8 inzendingen binnen-
komen, dus voor k = 8 is er geen oplossing. Maar 
voor elke andere waarde van k zijn er wel oplossin-
gen.

OPGAVE Zoals gezegd, kwamen er in de eerste 
3 weken 50 inzendingen binnen! Dat gegeven is het 
uitgangspunt bij de opgave. We gaan uit van 21 da-
gen, waarbij in totaal 50 inzendingen binnenko-
men, elke dag minimaal één. De 21 dagen noemen 
we a, b, c, ..., s, t, u. Een mogelijke inzendingenreeks 
is (2, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 
29). De vraag is weer: bestaat er een blok aaneenge-
sloten dagen waarbij het totale aantal inzendingen k 
is? Hierbij is k D�{1, 2, ..., 50}. Je ziet vrij snel dat er 
bij de genoemde inzendingenreeks geen oplossing 
is voor bijvoorbeeld k = 49. 

1.  Geef een voorbeeld van een inzendingenreeks 
waarbij er voor elke waarde van k een oplos-
sing is. De inzendingenreeks moet natuurlijk 
bestaan uit 21 getallen die bij elkaar opgeteld 
50 zijn. Het getal 0 mag er niet in voorkomen.

2.  Bestaat er een inzendingenreeks die uit minder 
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dan 21 dagen bestaat waarbij er voor elke waar-
de van k D�{1, 2, ..., 50} een oplossing is? Wat is 
het kleinste aantal dagen?

3.  Neem de inzendingenreeks (2, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 
1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 29). Zoals gezegd 
bestaat er voor k = 49 geen oplossing. Zoek 
voor zoveel mogelijk waarden van k een inzen-
dingenreeks (bestaande uit 21 dagen) met de 
eigenschap dat er geen oplossing is voor die 
waarde van k. Het is niet vanzelfsprekend dat 
dit voor elke k < 50 mogelijk is!

4.  Probeer opgave 3 nu met een zo klein mogelijk 
aantal inzendingenreeksen uit te voeren.

INZENDEN Het is niet nodig om alle vier de op-
gaven op te lossen. Ook met een oplossing van 
één opgave maak je kans op een prijs. Stuur je 
oplossing(en) naar prijsvraag@pythagoras.nu of 
eventueel per analoge post naar K.P. Hart, Facul-
teit EWI, TU Delft, Postbus 5031, 2600 GA Delft. 
Noteer in de linkerbovenhoek van de envelop 
‘Pythagoras Jubileumprijsvraag’. Vermeld je naam, 
adres, telefoonnummer, leeftijd en, als je scholier 
bent, ook je school en je klas. Je kunt ook met je 
hele klas meedoen; vermeld in dat geval ook de 
naam van de wiskundedocent. Je inzending moet 
bij ons binnen zijn vóór 1 maart 2011.

PRIJZEN Per aflevering geven we een Irisbon van 
20 euro weg. De winnaar maken we bekend in het 
eerste nummer dat na het verstrijken van de dead-
line verschijnt. Aan het eind van de jaargang geeft 
Pythagoras vier geldprijzen weg: twee eerste prijzen 
van 100 euro en twee tweede prijzen van 50 euro. 
Bij min of meer gelijkwaardige inzendingen geeft 
de jury de voorkeur aan leerlingen boven niet-leer-
lingen. Bovendien geeft de jury het liefst één eerste 
en één tweede prijs aan een onderbouwer, ook als 
deze wat minder ver is gekomen met het vinden 
van oplossingen. Ten slotte maak je nog kans op 
een fraai boek, bijvoorbeeld De Pythagoras Code, 
een boek met de beste artikelen uit 50 jaar 
Pythagoras (zie ook pagina 14 van dit nummer) of 
Pythagoras en de rechtvaardige rechters (zie ook 
pagina 21 van dit nummer) waarvan Jan Helmer 
een aantal exemplaren ter beschikking stelt. 
Hoe meer je instuurt, hoe groter je kansen! 

AFLEVERING 2 Het is ook nog steeds mogelijk 
om aflevering 2 (tevens te vinden op www.pythago-
ras.nu) op te sturen. We horen wel dat er her en der 
stevig wordt nagedacht en wordt geprogrammeerd. 
Iedereen nog heel veel succes ermee! Inzenden kan 
tot 1 februari.

OPLOSSING AFLEVERING 1 Bij de prijsvraag 
van het septembernummer ging het erom twee 
vierkanten te maken met een aantal gegeven 
puzzelstukken, één met oppervlakte 49 en één met 
oppervlakte 50. De oplossingen zie je hieronder. 
De Irisbon gaat naar Tisja Smits, leerling van 
basisschool Oud Zandbergen in Huis ter heide 
(groep L2).

Een vierkant met oppervlakte 49

Een vierkant met oppervlakte 50
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Wie in Amsterdam de metro neemt naar het Waterlooplein en de uitgang Hortusplantsoen 
neemt, wordt in de fietstunnel omgeven door muren vol ondoorgrondelijke hiëroglyfen. 
Welke geheime boodschap aan welk hermetisch genootschap wordt hier overgebracht?
Q��door Arnout Jaspers

TUNNELVISIE
Er zijn in de geschiedenis beroemde voorbeelden 
van gecodeerde boodschappen waar mensen gene-
raties lang hun tanden op stuk gebeten hebben. Zo 
doken in de negentiende eeuw in de VS de Beale 
Papers op, die de weg zouden wijzen naar een enor-
me schat, maar het cijferschrift is nooit gekraakt en 
de schat nooit gevonden.

Als een boodschap in geheimschrift hardnekkig 
alle pogingen tot ontcijfering weerstaat, dringt zich 
het vermoeden op dat het een hoax is, een beteke-
nisloze brij tekens. Hoe kom je daar achter? 

In de praktijk is het best moeilijk om betekenis 
goed te simuleren. Als je een lange reeks symbo-
len volkomen door toeval laat bepalen, kan een an-
der dat statistisch analyseren, en dan weet diegene 
dat er geen geheime boodschap is. Anderzijds, als 

er een strakke regelmaat in de volgorde van je sym-
bolen zit – bijvoorbeeld doordat je hetzelfde blokje 
steeds herhaalt – is ook duidelijk dat het geen echte 
boodschap is. Een fake boodschap moet dus ergens 
halverwege chaos en regelmaat zitten. 

Rondkijkend in de fietstunnel van het Hortus-
plantsoen is al gauw duidelijk dat de eventuele 
boodschap hoogstens vijf panelen beslaat, want dit 
hele blok wordt in de tunnel een paar maal her-
haald. 

In het eerste paneel is, beginnend van linksbo-
ven, elk teken dat voor het eerst optreedt in een 
negatief blokje gezet. Het aantal verschillende te-
kens is al verwarrend: 77 (klein grut, zoals punten, 
buiten beschouwing latend). Staat één teken voor 
één letter (te veel tekens), of voor een heel woord 
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(te weinig)? Voor één lettergreep misschien?
Ter vergelijking zijn van de introtekst van dit ar-

tikel eerst de afzonderlijke letters rood gemarkeerd 
wanneer ze voor het eerst optreden, vervolgens de 
lettergrepen:

Eerste letters:
Wie in Amsterdam de metro neemt naar het Wa-
terlooplein en de uitgang Hortusplantsoen neemt, 
wordt in de f ietstunnel omgeven door muren vol 
ondoorgrondelijke hiëroglyfen. Welke geheime 
boodschap aan welk hermetisch genootschap wordt 
hier overgebracht?

 
Eerste lettergreep:
Wie in Amsterdam de metro neemt naar het Wa-
terlooplein en de uitgang Hortusplantsoen neemt, 
wordt in de fietstunnel omgeven door muren vol 
ondoorgrondelijke hiëroglyfen. Welke geheime 
boodschap aan welk hermetisch genootschap wordt 
hier overgebracht?

Het negatief-patroon van de muurschildering lijkt 
veel meer op dat van de letters dan dat van de let-
tergrepen. Zijn de hiëroglyfen toch letters? In het 
eerste paneel, met circa driehonderd tekens, zijn de 
frequenties van de meest voorkomende tekens be-
paald. De lange F komt het meest voor: 10 keer, ge-
volgd door het minotaurusje (9) en de katapult (8). 
Gemiddeld komt een teken 300 : 77 ≈ 3,9 keer voor, 

ongeveer half zo vaak als de drie meest voorkomen-
de tekens. Dat is een veel ‘plattere’ verdeling dan 
in een echte tekst. Maar liefst 18% van een Neder-
landse tekst bestaat uit de letter e, 10% uit de letter 
n, 7,5% uit de letter a. Gemiddeld beslaat elke letter 
– per definitie – 100% : 26 ≈ 3,8%. Sommige codes 
kennen aan de meest voorkomende letters meerde-
re tekens toe, juist om die kenmerkende frequenties 
te verhullen, en dat valt hier nog niet uit te sluiten.

Voorzichtige conclusie: ofwel de muurschilder 
heeft een code gebruikt waarin meerdere hiërogly-
fen staan voor één letter, of hij heeft gewoon blind 
telkens een sjabloon uit een grote bak getrokken 
en dit als volgende op de muur gezet. Dan bevat de 
muurschildering geen boodschap. 

HET ALFABET Met enig googelen is op het web 
te vinden dat de hiëroglyfen er in 1997 door de Ne-
derlandse kunstenaar Lou Heldens op gezet zijn. 
De tekens, door hemzelf Het Alfabet genaamd, zijn 
Heldens’ handelsmerk, hij vertoonde er ook ima-
ginaire nieuwsflitsen op lichtkranten mee. Op zijn 
website www.lvgh.dds.nl geeft hij zelf als uitleg: 
“Mensen vragen vaak aan me: ‘Is je Alfabet een 
taal?’ Dan zeg ik, ‘Nee, maar we kunnen er een taal 
van maken als we het eens worden over de codes.’ ”

Wat dit ook moge betekenen, het is al geruime 
tijd stil rond Heldens. Zijn jongste tentoonstelling 
dateert uit 1999, de meest recente update van zijn 
website uit 2000.  
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De Nederlandse Wiskunde Olympiade heeft eind januari of begin februari de 1ste ronde op de 
scholen en in maart de 2de ronde op universiteiten. Voor de winnaars van de 2de ronde zijn er 
vier trainingsmiddagen op tien universiteiten ter voorbereiding op de finale, in september in 
Eindhoven. De beste finalisten krijgen vervolgens nog extra training, zodat Nederland met een 
sterk team naar de Internationale Wiskunde Olympiade kan. Hoe organiseren andere landen 
hun Wiskunde Olympiade? We nemen een kijkje in Vlaanderen, Duitsland en de Filippijnen.
Q��door Milan Lopuhaä

BUITENLANDSE 
OLYMPIADES

VLAANDEREN In België is de olympiade gesplitst 
in het Vlaamse en het Waalse deel. De Vlaamse Wis-
kunde Olympiade (VWO) is ongeveer net zo georga-
niseerd als in Nederland. De eerste ronde wordt op 
school gehouden, waarbij je 30 meerkeuzevragen in 
drie uur tijd moet beantwoorden. Daarna is er een 
tweede ronde per provincie, ook met 30 meerkeu-
zevragen. De besten gaan naar de ‘landelijke’ finale, 
waarbij er vier open vragen zijn. De beste drie Vla-
mingen vormen met de drie beste Walen het Belgi-
sche team voor de Internationale Wiskunde Olympi-
ade. Rechts staat een opgave uit de eerste ronde, qua 
niveau vergelijkbaar met onze eigen eerste ronde.

FILIPPIJNEN In de Filippijnen wordt een eerste 
kwalificatieronde gehouden op vier centrale plekken 
in het land. Elke school kiest zelf acht leerlingen uit. 
De kwalificatieronde bestaat ook hier uit 30 meerkeu-
zevragen, waar de leerlingen echter maar twee uur 
voor krijgen. Op de rechterpagina zie je een opgave 
uit 2008, die net als de Vlaamse opgave best in de Ne-
derlandse eerste ronde zou passen. 

In elk gebied gaan de beste 50 door naar de regio-
nale ronde, gehouden op dezelfde vier plaatsen. Voor 
20 korte vragen is alleen het goede antwoord nodig, 
bij drie vragen ook een bewijs. De beste 20 leerlingen 
gaan door naar de landelijke ronde in Manilla. In het 
schriftelijke deel krijgen de deelnemers drie uur om 
vijf problemen op te lossen. Het mondelinge deel be-
staat uit 30 vragen, te beantwoorden binnen 15 tot 60 
seconden. Alle 20 finalisten mogen naar de training 
voor de Internationale Wiskunde Olympiade.

DUITSLAND In Duitsland is de eerste ronde, de 
zogenaamde schoolronde, een huiswerkopdracht. 
Voor elk schooljaar vanaf klas 3 van de basisschool 

EERSTE RONDE 
VLAAMSE WISKUNDE 
OLYMPIADE 2010, 
VRAAG 21

Bij viering van 25 jaar VWO wordt aan acht 
juryleden en hun partner een feestelijke maal-
tijd aangeboden. Alle 16 zitten aan het diner 
aan één ronde tafel. Elk jurylid zit naast zijn 
partner. Juryleden en partners wisselen elkaar 
af. Verder is de schikking willekeurig. Hoe 
groot is de kans dat jurylid Daniël naast de 
partner van jurylid René zit?

A) 1/16 B) 1/15 C) 1/14 D) 1/7 E) 1/8

Oplossing. We kunnen de 16 mensen in 8 
groepjes van partners opdelen. Stel nu dat Da-
niël rechts van zijn partner zit. Omdat de juryle-
den en partners elkaar afwisselen, moet ieder ju-
rylid rechts van zijn partner zitten; dat betekent 
dat Daniëls rechterbuurman altijd een partner 
van een ander jurylid is. Dit kunnen zeven ver-
schillende partners zijn, want zijn eigen partner 
zit al links van hem, en er is geen voorkeur voor 
enige buurman, dus is de kans dat dit de partner 
van René is, gelijk aan 1/7. Als Daniël links van 
zijn partner zit, kunnen we hetzelfde verhaal op-
hangen, maar dan gespiegeld, dus nu is ook de 
kans 1/7. Hoe Daniël dus ook zit ten opzichte 
van zijn partner, de kans dat hij naast de partner 
van jurylid René zit is 1/7 (antwoord D).

JANUARI 2011
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QUALIFYING STAGE 
PHILIPPINE 
MATHEMATICAL 
OLYMPIAD 2008, 
VRAAG 8

Zij 0 < x < 1. Welk van de volgende getallen 
heeft de grootste waarde?

A) x3 B) x2 + x C) x3 + x2 D) x4

Oplossing. De truc is hier om de getallen die 
gegeven zijn op volgorde te leggen. Omdat x 
positief is, is x3 dat ook. Dit betekent dat x4 = 
x ! x3 < 1 ! x3 = x3, wat de waarde van x ook is. 
Daarnaast geldt dat x2 positief is, dus x3 < x3 + 
x2. Tot slot geldt, net zoals hiervoor, dat x3 + x2 
= x ! (x2 + x) < 1 ! (x2 + x) = x2 + x. We hebben 
dus de volgende volgorde: x4 < x3 < x3 + x2 < 
x2 + x, en het antwoord is dus B.

Er is ook een andere, wat meer strategische 
manier om ertegenaan te kijken. Uit de vraag-
stelling blijkt al dat één van de vier antwoorden 
altijd het grootst is, ongeacht de waarde van x 
(als x maar tussen de 0 en de 1 ligt). We kun-
nen dus ook een specifieke waarde voor x invul-
len, en kijken wat eruit komt. Als we x = 0,1 ne-
men (want dat rekent makkelijk), dan krijgen 
we de antwoorden 0,001; 0,11; 0,011; 0,0001. En 
hier is het duidelijk dat het tweede antwoord 
het grootste is, en dus moet het antwoord op de 
vraag ook wel B zijn.

SCHULSTUFE DEUTSCHE 
MATHEMATIK 
OLYMPIADE 2010, 
KLAS 9-10, 
VRAAG 2

Vind alle positieve gehele getallen n zodat n + 3 
een deler is van n2 – 3. (Als a en b twee gehele 
getallen zijn, dan noemen we a een deler van b 
als er een geheel getal k is zodat a × k = b.)

Oplossing. Stel dat n + 3 een deler is van n2 – 3, 
dan zit n2 – 3 dus in de tafel van vermenigvul-
diging van n + 3. Het getal n2 – 9 zit echter ook 
al in de tafel van n + 3, omdat we n2 – 9 kun-
nen schrijven als (n + 3)(n – 3). We hebben nu 
dus twee getallen in de tafel van n + 3. Maar als 
twee getallen in deze tafel zitten, zit hun verschil 
er ook in (en hun som ook trouwens). Dit ver-
schil is gelijk aan (n2 – 3) – (n2 – 9) = –3 – –9 = 
6, dus 6 zit in de tafel van n + 3, oftewel, n + 3 is 
een deler van 6. De enige positieve delers van 6 
zijn 1, 2, 3 en 6, dus n + 3 is gelijk aan één van 
deze getallen. Omdat n positief is, moet n + 3 
ten minste 4 zijn. De enige mogelijkheid is dus 
dat n + 3 = 6, dus n = 3. We weten nu dat n = 3 
de enige mogelijkheid is, maar we moeten nog 
wel controleren of die mogelijkheid ook echt 
voldoet. Voor n = 3 geldt dat n + 3 = 6, en dit is 
inderdaad een deler van n2 – 3 = 6.

zijn er aparte opgaven. Elk jaar in september pro-
beren 125.000 leerlingen de set van drie à vier open 
vragen te maken. Ook de regionale ronde in novem-
ber bestaat uit een paar open vragen, waar je behalve 
het antwoord ook een toelichting moet geven. Hier-
van gaan de besten door naar de deelstaatronde, die 
eind februari in elk van de Duitse deelstaten gehou-
den wordt. Deze duurt twee dagen van 4,5 uur met 
elk drie opgaven. Elke deelstaat selecteert zo een team 
van 12 deelnemers voor de landelijke finale, die elk 
jaar in een andere deelstaat is. Deze ronde ziet er net 
zo uit als de vorige, maar nu met moeilijker opga-
ven. De prijswinnaars mogen, samen met prijswin-
naars in twee andere wedstrijden, de Bundeswettbe-
werb Mathematik en de Jugend Forscht, meedoen aan 
de selectie voor het team voor de Internationale Wis-
kunde Olympiade. Hieronder staat een opgave van 

de schoolronde voor klas 3 en 4 van de middelbare 
school. Deze opgave zul je bij ons niet zo snel tegenko-
men in een eerste ronde; de truc om hem op te lossen 
wordt in Nederland op de finaletraining behandeld. 

MEEDOEN Over een paar weken, op vrijdagmiddag 
4 februari, is in Nederland weer de eerste ronde van 
de Wiskunde Olympiade. Deze bestaat uit 8 meer-
keuzevragen en 4 open vragen en daarvoor krijgen 
de deelnemers twee uur de tijd. Je vindt eerdere jaar-
gangen van de eerste ronde op www.wiskundeolym-
piade.nl. Heb je je nog niet opgegeven maar wil je wel 
meedoen, geef dat dan door aan je wiskundedocent. 
Mocht je school niet mee doen, stuur dan een mail-
tje naar Melanie Steentjes (Melanie.Steentjes@cito.nl), 
dan gaat zij regelen dat je mee kan doen bij een andere 
school bij jou in de buurt. 
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Doe mee met de Pythagoras Olympiade! 
Elke aflevering bevat vier opgaven. De eer-
ste twee zijn wat eenvoudiger; onder de 
goede inzendingen van leerlingen uit de klas-
sen 1, 2 en 3 wordt een Irisbon van 20 euro 
verloot. De laatste twee zijn echte breinbre-
kers; onder de goede inzendingen van leer-
lingen (tot en met klas 6) wordt een Irisbon 
van 20 euro verloot. Bovendien kun je je via 
deze breinbrekers plaatsen voor de finale 
van de Nederlandse Wiskunde Olympiade, 
mocht het via de voor-
ronden niet lukken. 
Niet-leerlingen kunnen 
met de Pythagoras 
Olympiade meedoen 
voor de eer. 

PYTHAGORAS 
OLYMPIADE
Q door Matthijs Coster,  Alexander van Hoorn en Eddie Nijholt
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HOE IN TE ZENDEN? Inzendingen ontvan-
gen we bij voorkeur per e-mail (getypt of een 
scan van een handgeschreven oplossing): 
pytholym@pythagoras.nu. 

Eventueel kun je je oplossing sturen naar 
Pythagoras Olympiade, Korteweg-de Vries 
Instituut, Universiteit van Amsterdam, 
Postbus 94248, 1090 GE Amsterdam. 

Voorzie het antwoord van een duidelijke toe-
lichting (dat wil zeggen: een berekening of 
een bewijs). Vermeld je naam en adres; leer-
lingen moeten ook hun klas en de naam van 
hun school vermelden. 
Je inzending moet bij ons binnen zijn vóór 
28 februari 2011.

194: Hazin Çolak (klas 3), Cosmicus Montessori Lyceum, 
Amsterdam; Anthon van Dijk, Hoofddorp; Birgit Gysbrechts 
(klas 3), KSO Glorieux, Ronse; Jan-Willem van Ittersum (klas 
5), Keizer Karel College, Amstelveen; Marcel Roggeband, 
Hoofddorp; Michelle Sweering (klas 3), Erasmiaans Gymna-
sium, Rotterdam; Djurre Tijsma.
195: Kees Boersma, Vlissingen; Stijn Cambie (klas 5), VTI 
Poperinge; Jan-Willem van Ittersum (klas 5), Keizer Ka-
rel College, Amstelveen; Arie van der Kraan, Nuth; Marcel 
Roggeband, Hoofddorp; H. Ruizenaar, Oldenzaal; Michelle 
Sweering (klas 3), Erasmiaans Gymnasium, Rotterdam; Djur-
re Tijsma; Robert van der Waall, Huizen.
196: Kees Boersma, Vlissingen; Stijn Cambie (klas 5), VTI 

DE GOEDE INZENDERS VAN SEPTEMBER 2010
Poperinge; Jan-Willem van Ittersum (klas 5), Keizer Ka-
rel College, Amstelveen; Stefan Klootwijk (klas 6), Bon-
hoeffer College, Enschede; Marcel Roggeband, Hoofd-
dorp; H. Ruizenaar, Oldenzaal; Michelle Sweering (klas 
3), Erasmiaans Gymnasium, Rotterdam; Djurre Tijsma; 
Robert van der Waall, Huizen.
197: Kees Boersma, Vlissingen; Stijn Cambie (klas 5), 
VTI Poperinge; Jan-Willem van Ittersum (klas 5), Kei-
zer Karel College, Amstelveen; Stefan Klootwijk (klas 
6), Bonhoeffer College, Enschede; Arie van der Kraan, 
Nuth; Marcel Roggeband, Hoofddorp; Robert van der 
Waall, Huizen.
De Irisbonnen gaan naar Hazin Çolak  en Stefan Klootwijk.
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Op hoeveel manieren kun je in een assenstelsel 
in 14 stappen van het punt (–5, 0) naar het punt 
(5, 0) lopen? Onder een stap wordt verstaan: van 
een roosterpunt naar één van de vier naastgelegen 
roosterpunten (links, rechts, boven of onder). Elk 
roosterpunt mag je meer dan één keer passeren. 
Ook is het niet erg als je tijdens de wandeling al een 
keer langs het eindpunt komt. Een voorbeeld van 
een route zie je hieronder.

OPGAVE 

204
Een vaas heeft de vorm van een afgeknotte kegel 
(neem aan dat het ondervlak en het bovenvlak 
evenwijdige schijven zijn met de middelpunten 
boven elkaar). De hoogte van de vaas is 18 cm en 
de diameter van de bovenste en van de onderste 
schijf zijn respectievelijk 9,5 cm en 5,7 cm. Als de 
vaas dwars wordt gelegd en er wordt een tikje tegen 
gegeven, zal hij gaan rollen en zal de bovenste rand 
daarbij een cirkelbaan over de vloer beschrijven. 
Geef de straal van deze cirkel.

OPGAVE 

203

OPGAVE 

205
We bekijken cirkels in een assenstelsel die door pre-
cies n punten heen gaan waarvan zowel de x– als y–
coöordinaat een rationaal getal (breuk) is.
a.  Geef een voorbeeld van zo’n cirkel  

voor n = 0, 1 en 2.
b. Bewijs dat er geen voorbeelden bestaan als n ≥ 3.

OPGAVE 

202
Op een feestje is nog één glas limonade en één glas 
prikwater over. Hans en Johan willen allebei de li-
monade en besluiten de drankjes te mengen. Beide 
glazen zitten voor 2

3  vol en ze hebben geen extra 
glas. Gaat het ze lukken om door middel van over-
gieten een eerlijk mengsel te maken?
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Een wijnhandelaar heeft drie vaten van respectieve-
lijk 7 liter, 9 liter en 20 liter. Dit laatste vat is geheel
gevuld, de andere twee vaten zijn leeg. Hoe kan hij 
zonder wijn te morsen precies één liter wijn afme-
ten, waarbij hij wijn mag overgieten tot het vat 
waaruit hij giet leeg is, of het vat waarnaar hij giet 
vol is? 

Oplossing. De wijnhandelaar kan als volgt de wijn 
overgieten: 

(0, 0, 20) →  (7, 0, 13) →  (0, 7, 13) →  (7, 7, 6) →  (5, 
9, 6) →  (5, 0, 15) →  (0, 5, 15) →  (7, 5, 8) →  (3, 9, 8) 
→  (3, 0, 17) →  (0, 3, 17) →  (7, 3, 10) →  (1, 9, 10). 

Nu bevat het zeven-litervat precies één liter wijn.

De punten A, B, C 
en D liggen op een 
cirkel, zodanig dat 
de driehoeken ABC 
en BCD scherphoe-
kig zijn. Als G en H 
hun respectievelijke 
hoogtepunten 
(snijpunten van de 
hoogtelijnen) zijn, 
bewijs dan dat 
|GH| = |AD|.

Oplossing. Zij M het midden van BC en W en Z 
de respectievelijke zwaartepunten van ∆ABC en 
∆BCD. Dan is |MW|/|MA| = 1

3 = |MZ|/|MD| 
(volgens de bekende stelling dat het zwaartepunt 
van een driehoek de zwaartelijnen verdeelt in stuk-
ken die zich verhouden als 1 : 2), dus is 
∆WMZ ! ∆AMD (zhz), waaruit volgt dat 
|WZ| = 1

3 |AD|. Als O het middelpunt van de cirkel 
is, dan zijn OG en OH de Eulerlijnen (zie Pythago-
ras april 2010) van respectievelijk ∆ABC en ∆BCD 
en is bovendien |OW|/|OG| = 1

3  = |OZ|/|OH|. 
Nu volgt weer dat ∆WOZ !∆GOH (zhz) en dus is 
|GH| = 3|WZ| = 3 · 1

3 |AD| = |AD|.

OPLOSSING 196
De rij u0, u1, u2, ... voldoet aan de volgende recur-
sieve formule: 

  
un = (10un−1 −3(un−2 )2 )2
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,

met u0 = 4 en u1 = 8. Bewijs dat un een macht van 
2 is voor elke n.

Oplossing. We gaan bewijzen dat un = 22n+1 voor 
alle n ≥ 0. We doen dit met volledige inductie naar 
n. Omdat u0 = 4 = 22 = 220+1 en u1 = 8 = 23 = 
221+1 is de bewering in ieder geval waar voor n = 0 
en n = 1. Stel eens dat de bewering waar is voor alle 
n ≤ k. We bekijken het geval n = k + 1. Er geldt: 

un =uk+1 =
10·22k +1 − 3(22k −1 +1 )2£
¤
²

¥
¦
´

2

32
=

5·22k +2 −3·22k +2£
¤
²

¥
¦
´

2

32
=

22k +3£
¤
²

¥
¦
´

2

32
= 22·2k +2·3

25 = 22k+1 +1 = 22n +1.

=

=

Dan is de bewering dus ook waar voor n = k + 1. 
Op basis van het principe van volledige inductie 
kunnen we nu concluderen dat un = 22n+1 voor 
alle n ≥ 0. In het bijzonder is un een macht van 2 
voor elke n.

Toon aan dat n4 – 14n3 + 35n2 + 50n + 24 voor elk 
positief geheel getal n deelbaar is door 24.

Oplossing. Stel p(n) = n4 – 14n3 + 35n2 + 50n. 
Met wat rekenwerk vinden we p(–1) = p(5) = p(10) 
= p(0) = 0, dus kunnen we schrijven: p(n) = 
n(n + 1)(n – 5)(n – 10). We onderscheiden eerst 
drie gevallen. Als n = 3k dan 3 | n. Als n = 3k + 1 
dan 3 | n – 10 = 3k – 9. Als n = 3k + 2 dan 3 | n + 1 
= 3k + 3. Omdat p(n) deelbaar is door 
n(n – 10)(n + 1), is p(n) altijd deelbaar door 3. 
Vervolgens onderscheiden we vier gevallen. Als 
n = 4l dan 4 | n en 2 | n – 10 = 4l – 10, dus geldt 
8 | n(n – 10). Als n = 4l + 2 dan 4 | n – 10 = 4l – 8 
en 2 | n, dus ook dan geldt 8 | n(n – 10). Als 
n = 4l + 1 dan 4 | n – 5 = 4l – 4 en 2 | n + 1 = 4l + 2, 
dus geldt 8 | (n + 1)(n – 5). Als n = 4l + 3 dan 
4 | n + 1 = 4l + 4 en 2 | n – 5 = 4l – 2, dus ook dan 
geldt 8 | (n + 1)(n – 5). We zien dat p(n) steeds 
deelbaar is door 8. Omdat ggd(3, 8) = 1, is p(n) ook 
altijd deelbaar door 3 · 8 = 24, en p(n) + 24 dus ook.

OPLOSSING 195
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VERKEERDE DATUM
De datum van de klok loopt 2 dagen achter. De 
klok telt elke maand door tot en met 31. Septem-
ber heeft 30 dagen, dus in die maand liep de da-
tum 1 dag achter. Augustus en juli hebben 31 da-
gen, dus in die maand liep de datum ook 1 dag 
achter. Juni heeft 30 dagen, dus in die maand liep 
de klok nog goed. De laatste dag waarop de klok 
nog gelijk liep, was dus woensdag 30 juni 2010.

EEN MAND VOL EIEREN
Het aantal eieren is 301. Het kleinste gemene veel-
voud van 2, 3, 4, 5 en 6 is 60. Een veelvoud van 60, 
en daar 1 bij opgeteld, moet deelbaar zijn door 7; 
het kleinste getal dat daaraan voldoet, is 301. An-
dere oplossingen zijn 721 en 1141, maar die aantal-
len eieren passen niet in de mand van de melkboer.

TEKENS WISSEN
In Romeinse cijfers: IV + I = V.

VIERKANTEN KNIPPEN
Natuurlijk kan dat: een van de vier stukken kun 
je nog een keer in tweeën knippen. Een minder 
flauwe oplossing 
zie je hiernaast.

TREIN IN TUNNEL
Je bevindt je (500 – 495) = 20 = 100 meter verder 
naar voren in de trein als je de tweede keer meet. 
De restauratiewagen zit dus ‘voor’ in de wagonrij 
en de trein is meer dan honderd meter lang.

VLAGREKENEN
In het vorige nummer werd van de ‘vlagreken-
puzzel’ ROOD + WIT = BLAUW uit het septem-
bernummer 9886 + 357 = 10243 als oplossing 
gegeven. Er zijn nog drie andere oplossingen:  
9776 + 458 = 10234, 9778 + 456 = 10234 en 
9887 + 356 = 10243. Hierop maakte Jaap van de 
Griend ons attent.



32 JAAR GELEDEN
Op de achterkanten van deze vijftigste jaargang van Pythagoras laten 
we je zien hoe het tijdschrift in de loop der jaren is veranderd. In maart 
1979 (jaargang 18 nummer 5) sierde een tegelpatroon uit het Alhambra 
het omslag van Pythagoras. Dat komt goed van pas bij het artikel op 
pagina 16 van dit nummer!

jaargang 18 / maart 1979 

wiskundetijdschrift 
voor jongeren 
wolters-noordhoff 

Pytha � [ ��
verschijnt 5 x per schooljaar 

ras 
De vorm van de bijecel 

Martin Kindt 

Dit is een klassiek probleem.

 '

 
Het gaat over de vorm van de bijecel, waar Euclides al studie van gemaakt schijnt te hebben en 

die Pappus geïnspireerd heeft tot de uitspraak dat de bij over een 'meetkundig instinct' moet 

beschikken. 

Sg £5 

Fig. 1. Bijecel. 
Iedereen weet dat een honingraat een fraaie 

meetkundige structuur vertoont: een vlak-

vulling van regelmatige zeshoeken. Maar wat 

misschien minder bekend is, is dat elke bijecel 

met zo'n zeshoek als (open) bodem uitloopt 

in een 'drievlakspunt', waarbij de drie boven-

vlakken de vorm hebben van een ruit. 

Meetkundig kunnen we zo'n cel eenvoudig 

uit een zeszijdig prisma laten ontstaan. Van 

het prisma zagen we drie puntjes af (langs de 

diagonalen B, B3, B3B5 en B5B1) en die 

plaatsen we er bovenop. 
Meer wiskundig gezegd: het viervlakje 

B] B2B3 X draaien we om de lijn Bj B3 over 

180°, enz. Natuurlijk moeten we dan wel weten hoe 

schuin we moeten zagen, met andere woor-

den: welke hoek de drie bovenvlakken met 

het grondvlak moeten maken. 
Op de inhoud van de cel heeft die hoek geen 

invloed, die inhoud zal immers steeds gelijk 

zijn aan de inhoud van het prisma! 

Spannender is wat er met de buitenopper-

vlakte van de cel gebeurt als de hoek (in de 

figuur aangeduid met a) verandert. 

^ 

^ 5 

"^4 42 
A3 Fig. 2. 

Ook voor de bij is die kwestie interessant, 

want zij moet tenslotte de was leveren waar-

mee de wanden worden gemaakt. 

Fig. 3 


