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Uitdaging:
of vijf?

Kom naar de Open Dag

Wiskunde kun je doen om de schoonheid en abstractie van de wiskunde zelf. Maar ook de
praktische problemen en toepassingen vormen vaak een grote uitdaging. Een combinatie
van beide leidt vaak tot spectaculaire resultaten. Wil je meer weten over wiskunde studeren
aan de universiteit Leiden? Kom dan op vrijdag 30 november naar de Open Dag van de
faculteit Wiskunde en Natuurwetenschappen.

Kijk voor meer informatie op wnileidenbachelors.nl/wiskunde

Bij ons leer je de wereld kennen.

Universiteit Leiden




PRIJSVRAAG: EXPEDITIE ZUIDPOOL
Honderd jaar geleden werd de Zuidpool voor het
eerst bereikt. Een tocht die Robert Scott en zijn
teamleden met de dood hebben moeten bekopen.
Op dit verhaal is de nieuwe prijsvraag van
Pythagoras gebaseerd. Doe mee! BEREKENBAARHEID VOLGENS TURING
Aan het eind van het Turingjaar 2012 gaan we in
op een van de meest bijzondere problemen van de
twintigste eeuw: wanneer is iets ‘berekenbaar’?

De Brit Alan Turing (1912-1954) gaf een antwoord
door middel van Turingmachines.

EN VERDER
2 Kleine nootjes
11 Kerstballenchaos
13 Doordenkers voor junioren

TEKENEN 16 Florence Nightingale en het pooldiagram
MET EEN 18 Journaal

DRIELUIK 24 Poten

In de eerste aflevering in een serie over perspectief- 26 Koorddansen in een regelmatige

tekenen denken we na over kenmerken van even- veelhoek

wijdige lijnen in perspectief en gaan we aan de slag 29 Zeven keer $ 1.000.000
met een drieluik, waarin perspectieftekeningenvan 30 Pythagoras Olympiade
platte figuren geconstrueerd kunnen worden. 33 Oplossingen Factorisatiepuzzels

El NIVEAUBALKJES Pagina’s met één of meer zwarte balkjes (onder de paginanummering) geven de
Ml moeilijkheidsgraad aan. Eén balkje: lastig. Twee balkjes: vereist wiskundekennis uit de vijfde of zesde
El klas. Drie balkjes: net iets moeilijker.
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KLEINE NOOTJES

m door Jan Guichelaar
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TORENS BOUWEN

Je hebt 20 kubusvormige blokken, allemaal even
groot. Daarmee wil je een toren stapelen met
vierkante lagen. De breedte van de toren moet
Kkleiner zijn dan de hoogte. Een nieuwe laag
moet midden op de laag eronder geplaatst
worden. Hoeveel torens kun je maken?

N
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Kleine nootjes zijn eenvoudige opgaven die weinig of geen
wiskundige voorkennis vereisen om opgelost te kunnen worden.
De antwoorden vind je in het volgende nummer van Pythagoras.

ROMEINSE LUCIFERS
Leg met tien lucifers een gelijkheid
in Romeinse cijfers.

De auto
staat niet
achter

DRIE DEUREN

Teun doet mee aan een spelshow, waarbij ach-
ter één van de drie deuren A, B en C een mooie
auto staat. Elke klink heeft een deurhanger met
daarop een bewering, zie de figuur.

Teun mag één deur openen, en wint de auto als
hij daarna kan vertellen hoeveel beweringen
juist zijn.

Stel dat de auto achter deur A staat. Als Teun
deur A opent, kan hij dan met zekerheid de
auto winnen? En hoe zit het, als Teun een an-
dere deur opent?

OPLOSSINGEN KLEINE NOOTJES NR. 1

Gekleurde ballen. In het ergste geval heb je in de
eerste 15 trekkingen: de witte bal, de twee rode
ballen, en drie ballen van elk van de kleuren blauw,
geel, zwart en groen. De 16de trekking levert dan
zeker een vierde bal op van een van de kleuren geel,
zwart, groen. Met 16 trekkingen ben je dus
verzekerd van vier ballen van dezelfde kleur.

Negen zalen. Piet en Kees kunnen elkaar alleen na
twee zetten ontmoeten. Voor de eerste twee zetten
heeft Piet in totaal 4 mogelijkheden: RR, RO, OR,
OO. En voor Kees zijn er natuurlijk ook 4 mogelijk-
heden voor de eerste twee zetten: LL, LB, BL, BB.
Hierbij staan R, O, L, B voor rechts, onder, links,
boven. Van de in totaal 4 x 4 = 16 even waarschijn-
lijke mogelijkheden zijn er 6 waarbij Piet en Kees
elkaar ontmoeten: RRBB, OOLL, ROLB, ROBL,
ORLB, ORBL (de eerste twee letters staan voor
Piets eerste twee zetten, de laatste twee letters voor
Kees’ eerste twee zetten). De kans op een ontmoe-
ting is dus % = %.

Som en verschil. De som kan alleen maar 5 zijn
(=1+4 =2+ 3), anders keek Simon niet sip, want
dan wist hij het meteen. Het verschil kan niet 3 zijn,
want dan keek Vera niet sip (alleen 3 =4 - 1).

Dus de getallen zijn 2 en 3.

Hardlopen. De snelheid van Anique is 100/20 =

5 m/s. De snelheid van Jip is 90/20 = 4,5 m/s. Jip is
na 100/4,5 s bij de eindstreep. Dan heeft Eise 80 m
afgelegd. Dus de snelheid van Eise is 80/(100/4,5)
= 3,6 m/s.

Fiches. n = 11. De 11 mogelijkheden zijn:

10+1,9+2,8+3,8+2+1,7+4,7+3+1,
6+56+4+1,6+3+2,5+4+2,5+3+2+1.
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PRIJSVRAAG

EXPEDITIE
ZUIDPOOL

- -
]
— -
. Het is inmiddels honderd jaar geleden dat de Zuidpool voor het eerst werd bereikt.
| In de zomer van 1911-1912 gingen zelfs twee expedities tegelijkertijd op weg. Op
- 14 december 1911 bereikte Roald Amundsen met vier teamleden de Zuidpool. Een
= maand later bereikte Robert Scott het zuidelijkste punt van de aarde, eveneens

‘ _* met vier teamleden. Voor Scott en de zijnen liep de terugreis echter slecht af: alle
vijf mannen overleden voordat zij hun basiskamp bereikten. Een van de vele mis-

. sers was de slechte coérdinatie wat betreft het aanleggen van voedseldepots op

‘ de heenreis die voor de terugreis gebruikt konden worden. Bovendien rekende

Scott erop dat een deel van de hondensleden hem op de terugreis tegemoet zou

komen. Dat gebeurde niet.

Op dit verhaal is de prijsvraag van de 52ste jaargang van Pythagoras gebaseerd.

In het januarinummer zullen we een paar hints geven, en aandacht schenken aan

vragen van lezers. Schroom daarom niet om via prijsvraag@pythagoras.nu je vragen

aan ons te stellen voordat je inzendt!
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Stel je voor dat je in de schoenen van Robert Scott
staat. Je staat in het basiskamp Ross Island op het
punt om met je expeditie te beginnen. Je hebt de
beschikking over een onbeperkt aantal maaltijden
maar over een beperkt aantal dragers. Je wilt de
Zuidpool (1350 km verwijderd van Ross Island)
bereiken. Daarvoor heb je in totaal 90 dagen. Na
deze periode is het te donker en te koud om nog
over de poolkap te reizen. In die periode van 90
dagen moet je heen en terug, dus iedereen moet
aan het einde veilig en gezond teruggekeerd zijn in
het basiskamp.

Er gelden de volgende regels.

« Het team bestaat uit 1 leider (L) en n dragers
(Dy5 ..., Dyy). Zij kunnen per dag hoogstens één
dagreis (30 km) afleggen.

« De leider en de dragers eten allen aan het eind
van elke dag één maaltijd.

« Een drager vervoert minimaal 0 en maximaal 3
maaltijden over de afstand van precies 1 dagreis.
Aan het einde van de dagreis legt hij zijn maaltij-
den neer.

« De leider vervoert geen maaltijden: hij vervoert
alleen de vlag.

o De leider moet op het verste punt van de hele ex-
peditie de vlag planten. De dragers hoeven dit
verste punt niet per se te bereiken.

« Het gehele team moet aan het einde van de tocht
levend teruggekeerd zijn in het basiskamp.

VOORBEELD Onm te laten zien hoe de regels wer-
ken, geven we een eenvoudig voorbeeld. We gaan
met 1 leider (L) en 1 drager (D) op stap.

Dag 1. D draagt drie maaltijden. D en L leggen één
dagreis af. D en L eten elk een maaltijd. Er is nog
één maaltijd over, die wordt achtergelaten in dit
(eerste) voedseldepot.

Dag 2. D gaat terug naar het basiskamp. L maakt
een halve dagreis, plant de vlag op anderhalve dag-
reis van het basiskamp en keert terug naar het
voedseldepot. L eet de laatste maaltijd.

Dag 3. Ook L keert terug naar het basiskamp.

Er is drie dagen gereisd en de vlag staat op an-
derhalve dagreis afstand van het basiskamp. Met
meer dragers kun je in negentig dagen natuurlijk
veel verder komen!

DE OPGAVEN De prijsvraag valt uiteen in drie
delen:

Vraag 1. Geef voor 1, 2 en 3 dragers een strategie
waarmee de leider het verste het poolgebied kan
binnendringen in 90 dagen.

Vraag 2. Er zijn n dragers. (In de vorige vraag was
n =1, 2 of 3.) Hoe ver kan de leider komen in 90
dagen? In je antwoord komt nu een # voor. Je mag
ook een ondergrens en een bovengrens geven voor
elke n.

Vraag 3. De leider mag nu zoveel dragers meene-
men als hij wil. Zelf kan hij dan steeds een dagreis
doorlopen. In 90 dagen kan hij dus 45 dagreizen
(45 x 30 km = 1350 km, precies de afstand tussen
het basiskamp en de Zuidpool) heen en weer terug
lopen. Hoeveel dragers moet hij minimaal meene-
men, opdat dit lukt?

INZENDEN EN PRIJZEN Je mag oplossingen
insturen voor een van de opgaven, maar natuurlijk
ook voor twee of voor alle drie. We zijn vooral ge-
interesseerd in de totstandkoming van je oplossing.
Ook illustraties of programmas zijn welkom! Aar-
zel niet om een deeloplossing in te sturen, bijvoor-
beeld hoe ver de leider kan komen in 30 dagen.

Er zijn drie prijzen. De eerste prijs is een ca-
deaubon van 100 euro en een ‘Grashuisdriehoek’,
een door Jan Grashuis ontworpen variatie op de
beroemde Penrosedriehoek (die in het logo van
de Nederlandse Wiskunde Olympiade wordt ge-
bruikt). De tweede prijs is een cadeaubon van 75
euro en een Ludea Aero (‘intelligent en ecologisch
speelgoed’). De derde prijs tot slot is een bon van
50 euro. De jury behoudt zich het recht voor om
niet alle prijzen toe te kennen.

Vermeld bij het insturen naar het e-mailadres
prijsvraag@pythagoras.nu je naam, adres en leef-
tijd en, indien van toepassing, je klas en je school.
Je kunt ook met je hele klas meedoen; vermeld in
dat geval ook de naam van de wiskundedocent. Van
programmeurs verwachten we uiteraard dat zij hun
programma opsturen.

Je inzending moet bij ons binnen zijn voo6r
15 april 2013. Veel succes! m
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PERSPECTIEFTEKENEN » AFLEVERING 1

Evenwijdige lijnen worden op een foto zelden evenwijdig afgebeeld. Wat zit hier achter?
Kunnen we begrijpen wat er op een foto met evenwijdige lijnen gebeurt? Het blijkt een
hele kunst te zijn om evenwijdige lijnen uit een driedimensionale voorstelling weer te geven
in het platte vlak. Pythagoras besteedt deze jaargang een serie artikelen aan deze techniek,

het perspectieftekenen.
m door Jeanine Daems

TEKENEN MET
DRIELUIK

EEN

Als je op een lange, rechte weg staat en een foto
maakt, dan lijkt het alsof de zijkanten van de weg
naar elkaar toe lopen en uiteindelijk in één punt

op de horizon bij elkaar uitkomen. En dingen die
ver weg staan, zie je kleiner dan dingen die dichtbij
zijn. Kortom: om een tekening te maken die lijkt op
wat je ziet, moet je rekening houden met dit soort
perspectivische vervormingen.

Een bekende manier die je ongetwijfeld zelf wel
eens gebruikt om een ruimtelijk object (een kubus
bijvoorbeeld, zie figuur 1) in een tweedimensionaal
plaatje weer te geven, is de zogenaamde parallelpro-
jectie. Hierbij blijven lijnen die in het echt evenwij-
dig (parallel) aan elkaar lopen ook in de tekening
evenwijdig aan elkaar. Parallelprojectie kan handig
zijn voor bepaalde doeleinden (als je goed wil blij-
ven zien welke lijnen evenwijdig lopen, bijvoor-
beeld), maar als je een schilder bent en je wil een
kloppend schilderij maken, dan heb je hier niet zo-
veel aan.

Een kubus in parallelprojectie.

Een toestel ontworpen door Simon Stevin
om perspectieftekeningen mee te maken. De
bedoeling is dat je met een oog vanuit punt D
door de glasplaat (A) kijkt.

(Afbeelding: adcs.home.xs4all.nl/stevin)

De makkelijkste manier om een kloppende te-
kening te maken in perspectief is een glasplaat voor
je neer te zetten, en daarop gewoon precies over te
trekken wat je door de glasplaat heen ziet. Simon
Stevin (1548-1620) ontwierp een apparaat om zo
perspectieftekeningen te maken (zie figuur 2).

Een nadeel van deze methode is natuurlijk dat
je alleen kunt tekenen wat je in het echt ziet. Het
is echter ook leuk om voorstellingen te tekenen
die je hebt verzonnen. En dan is het nodig om re-
gels te kennen voor hoe je het perspectief kloppend
krijgt. Er zijn verschillende vormen van perspectief,
die meer of minder kloppen met de beelden die je
daadwerkelijk ziet. In dit artikel behandelen we het
zogenaamde tweepuntsperspectief.

PYTHAGORAS|NOVEMBER 2012



Figuur 3

Figuur 4

In opdracht 1 heb je gezien dat lijnen die in het echt
evenwijdig zijn, op een foto vaak niet evenwijdig
zijn. Voor het tweepuntsperspectief dat we in dit
artikel onderzoeken gelden de volgende regels:

« Lijnen die in het echt evenwijdig lopen aan el-
kaar en ook evenwijdig zijn aan de grond, snijden
elkaar in een perspectieftekening op de horizon.
Het snijpunt heet het verdwijnpunt van die twee
lijnen.

« Lijnen die wel evenwijdig lopen aan elkaar, maar
niet aan de grond, snijden elkaar ook in een ver-
dwijnpunt, maar dat punt ligt niet op de horizon.

Misschien heb je in de foto’s ook lijnen gevonden
die evenwijdig zijn in het echt en ook op de foto,
bijvoorbeeld de lijnen recht omhoog in het raam op
de eerste foto.

« Lijnen die vanaf de grond loodrecht omhoog
gaan, gaan in een tekening in tweepuntsperspec-
tief ook loodrecht omhoog (als de horizon hori-
zontaal loopt).

Wat algemener:

« Lijnen die in het echt evenwijdig zijn aan elkaar
en ook evenwijdig lopen aan de glasplaat, lopen in
de perspectieftekening nog steeds evenwijdig aan
elkaar. (Bijvoorbeeld: de lijnen die in de tweede
foto horizontaal lopen, en de lijnen die in diezelf-
de foto verticaal lopen.)

Wat is de ‘grond’ in figuur 4, denk je? Kun je daar
ook een horizon vinden?
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Figuur 5

Om beter te kunnen onderzoeken wat er precies op
het tafereel te zien is, is het handig om ook het vlak
te tekenen dat door het oog loopt en evenwijdig is
aan de grond. Het object dat je nu in figuur 7 ziet,
noemen we een drieluik. (Merk op dat het drieluik
z€If voor het gemak in parallelprojectie is getekend;
dat zorgt ervoor dat we zodadelijk makkelijker
kunnen zien welke lijnen in het echt evenwijdig lo-
pen.)

In de rest van dit artikel kijken we naar platte fi-
guren die op de grond liggen. In de figuren 8 en 9

zie je hoe twee evenwijdige lijnstukken op de grond
(groen) terechtkomen op het tafereel (rood).

Hoe kun je zo'n tekening op het tafereel nou
zelf maken? De twee groene lijnen op de grond lo-
pen evenwijdig aan elkaar. Als je in diezelfde rich-
ting kijkt vanuit het oog, krijg je een evenwijdig
lijntje van het oog naar het tafereel (grijs; vanwege
het parallelperspectief is dat lijntje ook echt even-
wijdig getekend). Het punt waar dat lijntje bij het
tafereel komt, is het verdwijnpunt V van de lijnen
op de grond. Oftewel: dat is het punt op het tafe-
reel waar de twee evenwijdige lijnen bij elkaar lij-
ken te komen wanneer je ze doortekent op een foto.
De vouwlijn waar het punt V op ligt, is dus de hori-
zon (want daar lijken de evenwijdige lijnen uit het
grondvlak elkaar te snijden). De horizon ligt dus al-
tijd op ooghoogte! De rode stukjes lijn geven aan
hoe je de twee groene lijnen op de grond op het ta-
fereel ziet.

oog
tafereel
grond
Figuur 7
\4
oog
tferqel \\
1
grond \
Figuur 8
4
oog
tafereel
Figuur 9 —
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Figuur 10

Figuur 11

Om beter te kunnen zien hoe de perspectiefteke-
ning er in zo'n geval echt uitziet, klappen we het
drieluik uit, zodat we recht tegen het tafereel aan
kunnen kijken. De tekenregels blijven hetzelfde
als in het gevouwen drieluik. In het kader op de
volgende pagina zie je hoe je een driehoek in per-
spectief tekent. m
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We beginnen met een driehoek
op de grond (wit), en van die drie-
hoek gaan we een perspectiefteke-
ning maken op het tafereel.

Op dezelfde manier als in het
gevouwen drieluik, tekenen we
vanuit het oog lijnen die dezelfde
richting hebben als de lijnen in het
grondvlak. Zo bepalen we de ver-
dwijnpunten van die drie lijnen
(V1, V en V3). We tekenen ook
de zijden van de driehoek door tot
aan de onderkant van het tafereel.

Die drie punten op de onder-
kant van het tafereel verbinden we
vervolgens met de bijbehorende
verdwijnpunten. Door de snijpun-
ten van die drie verbindingslijnen
te bepalen, vind je de driehoek op
het tafereel (rood).
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Volgende maand kun je voor de derde keer meedoen met de Mathekalender, een wed-
strijd die via het internet wordt gespeeld in de vorm van een digitale adventskalender.
Van 1 tot en met 24 december wordt dagelijks een vakje ‘geopend’ waarachter een wis-
kundeopgave verschijnt. In dit artikel laten we zo’'n opgave zien uit de Mathekalender van

2010.
m door Alex van den Brandhof

KERSTBALLENCHAOS

De feestmaand december staat weer voor de deur.
Tijd om de rommel van vorig jaar op te ruimen,
zodat we netjes met de feestelijkheden kunnen be-
ginnen. De kerstman heeft een bont assortiment
kerstballen, verzameld in met fluweel beklede ster-
vormige opbergkisten. In totaal heeft hij zes van
zulke koffers; in elke koffer passen 36 kerstballen
volgens het patroon zoals je in onderstaande figuur
ziet.

De kerstman heeft

(a) een koffer met 36 gouden ballen,

(b) een koffer met 30 gouden en 6 zilveren ballen,

(c) een koffer met 24 gouden, 6 zilveren en 6 rode
ballen,

(d) een kofter met 18 gouden, 6 zilveren, 6 rode en
6 witte ballen,

(e) een koffer met 12 gouden, 6 zilveren, 6 rode, 6
witte en 6 blauwe ballen, en

(f) een koffer met van elk van de kleuren goud, zil-
ver, rood, wit, blauw en groen 6 ballen.
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Hoewel er over de ordening van de ballen in de eer-
ste koffer natuurlijk niets te klagen valt, is er vorig
jaar bij het opbergen van de ballen in de overige
koffers van alles door elkaar geraakt. De aangege-
ven aantallen kloppen weliswaar voor elke koffer,
maar de ballen liggen nogal rommelig gesorteerd.

Zoals je ziet, liggen in de stervormige opberg-
kisten sommige ballen naast één of meer ballen van
een andere kleur. Behalve voor koffer (a) is dat on-
vermijdelijk, maar zoals de ballen er nu bij liggen...
Kan dat niet netter?

We voeren een maat voor de wanorde van een
koffer in. We definiéren het wirwargetal van een
kerstbal als het aantal anders gekleurde ‘buurballen;,
en de wanorde van een koffer als de som van alle
wirwargetallen in die koffer. De wirwargetallen van
de ballen in koffer (b) zijn in de figuur aangegeven.
De wanorde van deze koffer is 60.

Hoe moeten de koffers ingepakt worden, op-
dat de wanorde van elke koffer minimaal is? Sla de
bladzijde nog niet direct om, want op de volgende
pagina staat de oplossing.
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OPLOSSING Om de wanorde van een koffer zo klein mogelijk te houden, moeten kerstballen van gelijke
kleur ‘samenhangend’ ingepakt worden, elk zestal gegroepeerd als een parallellogram. Zie onderstaande fi-

guur. De koffers (a) tot en met (f) hebben achtereenvolgens wanorde 0, 16, 24, 32,40 en 48.m
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MATHEKALENDER 2012

De drie Nederlandse technische universiteiten (Delft, Eindhoven en Twente, verenigd in 3TU.AMI)
organiseren samen met het Duitse wiskunde-instituut Matheon al enige jaren een wiskundewedstrijd
voor scholieren in de vorm van een digitale adventskalender: de Mathekalender. De kerstballenopgave
uit dit artikel komt uit de Mathekalender 2010 en is bedacht door Jens Griepentrog van Matheon.

Ook dit jaar, van 1 tot 24 december, zal er weer een Mathekalender zijn, met dagelijks een wiskun-
deprobleem met tien mogelijke antwoorden. De raadsels zijn niet makkelijk (soms van het niveau van
de finale van de Nederlandse Wiskunde Olympiade), maar wel uitdagend en de oplossing ervan vergt
in principe geen geavanceerde wiskunde.

Elke scholier kan meedoen via www.mathekalender.de. Voor de beste Nederlandse scholier stelt
3TU.AMI een laptop beschikbaar als prijs. Daarnaast stelt het Matheon elke dag prijzen beschikbaar.

De Mathekalender is een individuele wedstrijd, maar het kan leuk zijn om met een groep of
schoolklas te proberen om samen het goede antwoord van een opgave te vinden. Raadpleeg de website
http://ami.3tu.nl/Mathekalender voor verdere informatie en de wijze waarop je je kan aanmelden.
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De Nederlandse Wiskunde Olympiade heeft sinds een paar jaren een kleiner broertje: de

Junior Wiskunde Olympiade (JWO), speciaal voor de onderbouwfinalisten van de welbeken-

de Kangoeroewedstrijd. Dat de wedstrijd bedoeld is voor jongere leerlingen, wil nog niet
zeggen dat de opgaven makkelijk zijn. Er is heel wat creativiteit en inzicht vereist om de
opgaven te kraken. In dit artikel bekijken we enkele opgaven van de vijfde editie van de
JWO, gehouden op 12 oktober aan de Vrije Universiteit in Amsterdam.

m door Birgit van Dalen en Quintijn Puite

DOOR

DENKERS

VOOR JUNIOREN

De eerste opgave die de negentig deelnemers aan de
JWO voor hun kiezen kregen, was deze:

Je eerste gevoel bij deze opgave is misschien: er
ontbreekt een gegeven. Want als je niet weet hoe-
veel knikkers er in het zakje zitten, hoe moet je
dan weten hoeveel % daarvan is? Maar na even
nadenken en misschien even uitproberen met wat
getalletjes, zie je dat het niet uitmaakt hoeveel
knikkers er in het begin zijn. We kunnen hoe dan
ook alle knikkers opdelen in groepjes van vijf, met
steeds drie blauwe en twee rode. Hoeveel groep-
jes er zijn, weet je niet, maar we kunnen gewoon
per groepije kijken wat er gebeurt. De rode knik-
kers worden verdubbeld, dus in elk groepje voe-
gen we nog twee rode knikkers toe. Nu zijn er in
elk groepje drie blauwe en vier rode knikkers, to-
taal dus zeven knikkers. Omdat elk groepje er het-
zelfde uit ziet, kunnen we direct concluderen dat
3 deel van de knikkers nu blauw is. Dat is dus het
goede antwoord.

NEDERLANDSE
WISKUNDE

OLYMPIADE

ACHT KAARTJES Een paar opgaven verderop
stond deze:

Ook hier lijk je weer veel te weinig gegevens te heb-
ben; als je niet weet welke getallen Ans, Ben en
Carla hebben genomen, maar alleen wat die getal-
len bij elkaar opgeteld zijn, dan kun je toch niet we-
ten welke getallen Dirk heeft...? Maar dat is natuur-
lijk juist de uitdaging.

Van Ans weten we alleen dat de twee getallen
op haar kaarten bij elkaar 10 zijn, maar daarmee
schieten we nog niet zoveel op: je kunt 10 immers
maken als 4 + 6, als 3 + 7 en als 2 + 8. Bij Ben gaat
het beter: hij heeft opgeteld 14 en dat kan alleen ge-
maakt worden als 6 + 8. Blijkbaar heeft Ben dus
6 en 8 gepakt. Dus dan vallen voor Ans de opties
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Giechel

Niezel

Bloosje

Dommel

Stoetel

Figuur 1

4+ 6 en 2 + 8 af; zij heeft dus 3 en 7 gepakt. Dan nu
Carla: die heeft 5, wat je kan krijgen als 2 + 3 of

1 + 4. Maar omdat Ans de 3 al had, heeft Carla dus
1 en 4 gepakt. Al met al blijven voor Dirk alleen de
getallen 2 en 5 over.

SNEEUWWITJE EN DE ZEVEN DWERGEN
Bij de volgende opgave ligt het antwoord nog die-
per verscholen in alle gegevens.

Hier is het handig om een schemaatje te maken van
de gespeelde wedstrijden. Het lijkt wel alsof je van
geen enkele dwerg weet tegen wie hij speelt, maar
dat is niet helemaal waar: Doc speelt tegen ieder-
een, dus van alle anderen weten we dan ook al dat
die tegen Doc spelen. In het bijzonder is de enige
wedstrijd van Dommel blijkbaar die tegen Doc. In
figuur 1 is dit schematisch weergegeven, waarbij we
vijf minnetjes zetten in in alle vakjes die verder bij
Dommel horen.

In het schema zie je nu direct dat Giechel nog
maar tegen vier anderen dan Doc kan spelen, want
Dommel is afgevallen. Hij speelt ook precies vijf
wedstrijden volgens de opgave, dus het moet wel zo
zijn dat hij ook tegen Grumpie, Niezel, Bloosje en
Stoetel speelt. En nu is Bloosje alweer vol: die speelt
blijkbaar alleen tegen Doc en Giechel. We vullen
zijn vakjes aan met minnetjes, zie figuur 2.

Giechel

Niezel

Bloosje

Dommel

Stoetel

Figuur 2

Vervolgens kunnen we de twee wedstrijden van
Grumpie ook maar precies op één manier aanvul-
len tot vier wedstrijden. En dan zien we dat Nie-
zel al op drie wedstrijden zit, waardoor we nog een
derde minnetje bij zijn vakjes kunnen zetten. Al
met al vinden we dan het schema in figuur 3.

We lezen nu direct af dat Stoetel drie wedstrij-
den speelt, namelijk tegen Doc, Giechel en Grum-

pie.

PETERS GETALLEN De JWO bestaat uit twee
delen; voor elk deel is een uur de tijd. Eén van de
laatste (en moeilijkste) opgaven uit het eerste deel
was deze:

Bij deze opgave is het handig om een naam in te
voeren voor een paar dingen die je nog niet weet.
Bijvoorbeeld k voor het kleinste getal, g voor het
grootste getal en n voor het aantal getallen. Als Pe-
ter het kleinste getal weglaat, zijn er nog n - 1 ge-
tallen over. Het gemiddelde van deze getallen is 22,
dus al deze n — 1 getallen bij elkaar opgeteld zijn
22 x (n - 1). Als Peter daarnaast ook nog het groot-
ste getal weglaat, wordt het gemiddelde van de

n - 2 overgebleven getallen 14. Dus deze n - 2
getallen bij elkaar zijn 14 x (n - 2). Het grootste
getal is dus het verschil tussen 22 x (n - 1) en
14x(n-2),dusg=22x(n-1)-14x(n-2) =
22xn-22-14xn+28=8xn+6.
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Giechel

Niezel

Bloosje

Dommel

Figuur 3

Maar we weten ook dat het gemiddelde van alle
n getallen waar Peter mee begint, gelijk is aan 20.
Dus die getallen opgeteld zijn samen 20 x n. En als
we het grootste weglaten, komen we op 13 x (n - 1).
We kunnen het grootste getal dus ook berekenen
als20xn-13x(n-1),dusg=20xn-13xn+
13=7Xxn+13.

Blijkbaar is het grootste getal tegelijkertijd gelijk
aan 8 x n + 6 en aan 7 x n + 13. Gelijkstellen levert
8xn+6=7xn+13,dusn+6=13,dusn="7.
Peter heeft dus 7 getallen.

Zoals je ziet, kunnen we in deze mysterieuze op-
gave het aantal getallen bepalen zonder de getallen
zelf te weten! Overigens kun je met wat we nu we-
ten, wel ook het grootste en kleinste getal uitreke-
nen. Maar de vijf getallen daartussen blijven voor
altijd een raadsel.

DRIECIJFERIG GETAL We sluiten af met een op-
gave uit deel 2 van de JWO:

Hier heb je een heel concreet recept om getallen
mee te maken. In principe kunnen we dit toepas-
sen op alle getallen van drie cijfers en dan zien we
vanzelf welke getallen we niet kunnen maken. Maar
dat zou nogal veel werk zijn, want er zijn 900 getal-
len van drie cijfers (van 100 tot en met 999). Toch is
het, om een idee te krijgen, wel handig om dit recept
eens toe te passen op een paar willekeurige getallen:

324 - 324+3+2+4=331,
511 ->511+5+1+1=518,

899 - 899 + 8 +9 +9 =925,
950 > 950 + 9 + 5 + 0 =964.

Zo zien we dat de uitkomsten van het recept meest-
al een klein beetje groter zijn dan het oorspronke-
lijke getal, maar niet zo heel veel groter. Willen we
dus proberen om 999 (het grootste getal van drie
cijfers) te maken, dan moeten we behoorlijk grote
getallen proberen. Bijvoorbeeld zo:

990 - 990 +9 + 9+ 0=1008
985 —>985+9+8+5=1007
980 > 980 +9+8+0=997
981 > 981 +9+8+1=999

is te groot,

ook nog te groot,
iets te klein,
precies goed!

Nu hebben we 999 in elk geval gevonden. En verder
hebben we nog meer dingen ontdekt: dat getallen
die met 99 beginnen, altijd een te grote uitkomst
geven (namelijk vier cijfers in plaats van drie). En
dat van de getallen die met 98 beginnen, alleen 980
en 981 een uitkomst van drie cijfers geven. Welke
getallen die met 97 beginnen, geven een uitkomst
van drie cijfers? Even proberen laat zien dat het re-
cept met begingetal 977 precies op 1000 uitkomt en
dat 970 tot en met 976 de uitkomsten 986, 988, 990,
992, 994, 996 en 998 geven.

We hebben nu 999, 998, 997 en 996 al gevon-
den en verder nog wat even getallen kleiner dan
dat. Dus 995 is misschien wel dat gezochte groot-
ste getal van drie cijfers dat niet gemaakt kan wor-
den. We kunnen dit niet maken door 980 (wat 997
oplevert) 1 kleiner te maken, want dan komen we
in een reeks van even getallen, zoals we hebben ge-
zien. Het volgende grootste oneven getal dat we
kunnen maken, komt daarom van 969 en dat is 969
+9+4 6+ 9=993. Dus 995 wordt inderdaad overge-
slagen en is daarmee het goede antwoord van deze
opgave.

EERSTE RONDE NWO Vind je dit leuke opga-
ven? En zit je in de onderbouw, klas 4 of klas 5? Dan
kun je in januari meedoen aan de eerste ronde van
de Nederlandse Wiskunde Olympiade. Die zit vol
met dit soort uitdagende, puzzelachtige opgaven:
acht meerkeuzevragen en vier vragen waar je een
getal als antwoord moet geven. Vraag aan je wis-
kundedocent of je op jouw school mee mag doen. m
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m door Alex van den Brandhof, Matthijs Coster en Klaas Pieter Hart

Feit-Thompsonstelling ‘formeel bewezen’

De bewijzen die je in wiskunde-
boeken en artikelen vindt, zien
er uit als verhaaltjes die (over-
tuigend) uitleggen waarom een
stelling waar is. Die verhaaltjes
voldoen wel aan bepaalde voor-
waarden: elke bewering moet ve-
rifieerbaar zijn, door een rede-
nering of door verwijzing naar
eerder werk. Sommige bewijzen
zijn wel erg lang; een voorbeeld
is het bewijs uit 1963 van de Feit-
Thompsonstelling uit de groepen-
theorie: dat is 255 bladzijden
lang en dat is veel om helemaal
te overzien en te controleren
(het bewijs staat op internet:
http://goo.gl/Co2kj).

Er zijn ook formele bewijzen;
dat zijn niet meer dan rijen for-
mules waarin elke formule vol-
gens strikte regels athangt van
eerdere formules in de rij en wel
op zon manier dat zon formeel
bewijs ook als een ‘gewoon’ be-
wijs kan dienen. Het voordeel
is dat je de correctheid van zon
bewijs door de computer kunt
laten nagaan.

De laatste zes jaar is een
groep onderzoekers bij Micro-
soft Research bezig geweest het
bewijs van de eerder genoemde
stelling van Feit en Thompson
om te zetten in een formeel be-
wijs en eind september was de

klus geklaard. Hierbij is gebruik
gemaakt van de ‘bewijsassistent’
Cog, een programma van Fran-
se origine dat de juistheid van
wiskundige bewijzen verifieert.
Met Coq werd al eerder een for-
meel bewijs van de vierkleuren-
stelling geconstrueerd. Nu is dus
formeel vastgesteld dat de Feit-
Thompsonstelling waar is maar
dat niet alleen: het bewijs is nu
geheel in kaart gebracht met alle
verbanden tussen deelresulta-
ten. Hierdoor kan men met be-
hulp van computers wellicht een
bewijs vinden dat beter door
mensen te overzien en begrijpen
is. (KPH)

Sudoku’s oplossen met logische variabelen

4| 18] [5]2
2 4 5
5 4
9 3]1(2
11 (6] |78 3
3171 191 4] |8
617
81359} |1
119 716
12
3
213 4
118 5
6 7] |8
9
815
9 4| |5
417 6

Als je bezig bent een sudoku op
te lossen, maak je altijd gebruik
van een oplosstrategie. Bijvoor-
beeld: als er in een rij, kolom of
blok al acht cijfers zijn ingevuld,
dan volgt het laatste vakje di-
rect. Het is echter mogelijk om
zénder oplosstrategie een sudo-
ku op te lossen. Mdria Ercsey-
Ravasz en Zoltan Toroczkai van
de University of Notre Dame
(VS) publiceerden vorige maand
een artikel op internet waarin
zij laten zien hoe dit in zn werk
gaat.

Eerst wordt de sudoku ver-
taald in een stelsel vergelijkin-

Figuur 1 Boven: een makkelij-
ke sudoku. Onder: een van de
moeilijkste sudoku’s ooit.

PYTHAGORAS

gen met onbekenden. In tegen-
stelling tot wat je verwacht, zijn
niet de vakjes die je nog moet
invullen de onbekenden, maar
er wordt gebruik gemaakt van
variabelen die slechts de waar-
den ‘waar’ of ‘onwaar’ kunnen
hebben, zogeheten Boole’se vari-
abelen. Een dergelijke variabele
is bijvoorbeeld de uitspraak ‘het
cijfer in de derde kolom en vijf-
de rij is 7 In totaal zijn er 729
van zulke variabelen mogelijk,
maar doordat in een sudoku al
enkele cijfers zijn ingevuld, is
dit aantal kleiner.

De vergelijkingen die je kunt
bekijken, zijn bijvoorbeeld ‘in
de eerste kolom komt een 1
voor. Een dergelijk stelsel van
vergelijkingen met onbekenden
heet een constraint satisfaction

NOVEMBER 2012



Is het abc-vermoeden bewezen?

De Japanse wiskundige Shinichi Mochizuki claimt
een van de grootste open problemen uit de wis-
kunde te hebben bewezen: het zogeheten abc-ver-
moeden. Hierbij gaat het om de vraag: als we van
twee gehele getallen a en b (zonder gemeenschap-
pelijke delers) de delers kennen, weten we dan
ook maar iets over de delers van hun som ¢? De
verificatie van Mochizuki’s bewijs kan maanden
of misschien wel jaren duren, vooral omdat zijn
hele wiskundige bouwwerk eerst begrepen moet
worden: Mochizuki’s aanpak is compleet nieuw en
door hem zelf verzonnen, en zit vol met abstracte
begrippen en concepten.

Het abc-vermoeden werd opgesteld in de ja-
ren tachtig van de vorige eeuw door David Mas-
ser en Joseph Oesterlé. Zij stelden vast dat als de
priemfactorontbinding van twee getallen a en b
uit kleine priemgetallen met hoge exponenten be-
staat (bijvoorbeeld a = 1024 = 210en p = 81 = 3%),
de priemfactoronbinding van hun som ¢ dan vaak
bestaat uit relatief grote priemgetallen met lage ex-
ponenten (in het voorbeeld met a = 1024 en b =
81is¢c=1105=5x 13 x 17). Het abc-vermoeden
beschrijft deze observatie in wiskundig exacte ter-
men. Aan een drietal (g, b, c) wordt een ‘kwaliteit’
toegekend die als volgt wordt berekend. Neem de

verschillende priemfactoren van a, b en c (elk een-
maal) en vermenigvuldig die met elkaar; noteer
het resultaat met r (in het voorbeeld: r =2 x 3 x
5% 13 x 17 = 6630). De kwaliteit is nu gelijk aan
"log ¢ (in het voorbeeld °63%og 1105 ~ 0,80).
Meestal is de kwaliteit kleiner dan 1, maar
soms niet, namelijk als de priemfactorontbinding
van ¢ wél uit kleine priemgetallen met hoge expo-
nenten bestaat, zoals in het geval waarbij a = 5,
b =27 =33 en ¢ = 32 = 2: de kwaliteit van dit
drietal is ongeveer gelijk aan 1,02 (reken maar na).
Het abc-vermoeden zegt nu het volgende: voor
elke willekeurige grens g groter dan 1 bestaan er
slechts eindig veel drietallen met een kwaliteit gro-
ter dan g. Het is vrij eenvoudig om te bewijzen dat
er oneindig veel drietallen bestaan met een kwa-
liteit groter dan 1. Maar kennelijk zijn de meeste
van die kwaliteiten maar een heel klein beetje gro-
ter dan 1: op een eindig aantal na hebben ze alle-
maal een kwaliteit tussen 1 en g, hoe dicht je g ook
bij 1 kiest. (AvdB)
In Pythagoras 45-4 (februari 2006) verscheen een ar-
tikel over het abc-vermoeden; een pdf is te vinden
in het archief op www.pythagoras.nu. Op www.ken-
nislink.nl staat een uitgebreid artikel over Mochizuki's
claim, zie http://goo.gl/1VGoh.

problem (CSP). Ercsey-Ravasz
en Toroczkai hebben voor su-
doku’s de bijbehorende CSP’s
opgelost en deden daarbij een
opmerkelijke ontdekking: het
aantal vergelijkingen gedeeld
door het aantal variabelen is een
uitstekende maat voor de moei-
lijkheid van de puzzel. Voor de
bovenste sudoku in figuur 1 is
dit quotiént 5,69. Voor de su-
doku onder is deze waarde 8,11;
dit is tevens het hoogste quo-
tiént dat de auteurs aantroffen,
Een zeer moeilijke sudoku, dus.
(MC)

L= R I U T

Figuur 2 Het oplossen van de vergelijkingen gebeurt in een iteratief pro-
ces, waarbij de oplossing steeds beter wordt benaderd. Dit plaatje laat
zien hoe de verschillende cijfers in een bepaald vakje kunnen worden in-

gevuld in de loop van het proces. In de bovenste rij zie je drie stappen van

Bron: The Chaos Within Sudoku
op www.nature.com
(http://goo.gl/Ez52T).

Hier zijn ook de oplossingen van
de sudoku’s in figuur 1 te vinden.

het proces voor het vakje helemaal linksboven van de makkelijke sudoku
in figuur 1: eerst lijkt 6 zeer waarschijnlijk, maar in de loop van het proces
blijkt dat het toch 9 moet zijn. In de onderste rij gaat het om het vakje in rij
6, kolom 8 van de moeilijke sudoku in figuur 1. Je ziet dat het programma
er na 20 stappen nog niet uit is welk cijfer moet worden ingevuld.
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Aan het eind van het Turingjaar 2012 gaan we in op een van de meest bijzondere
problemen van de twintigste eeuw: wanneer is iets ‘berekenbaar’? De Brit Alan
Turing (1912-1954) gaf een antwoord door middel van Turingmachines.

m door Klaas Pieter Hart

BEREKENBAAR
VOLGENS TURI

In 1936 publiceerde de Engelse wiskundige Alan
Turing een artikel met de titel On Computable
Numbers, with an Application to the Entscheidungs-
problem. Hierin stelde hij het probleem aan de orde
wat nou eigenlijk het begrip ‘berekenbaar’ inhoudt.
Die vraag is moeilijker dan je misschien zou den-
ken. Als je om je heen kijkt, zijn alle getallen die je
ziet het resultaat van berekeningen, en dus kenne-
lijk berekenbaar - in die zin lijkt alles berekenbaar
en lijkt een definitie niet eens echt nodig.

Maar, denk eens aan het volgende: neem een
rechthoekige driehoek met rechthoekszijden van
lengte 1 en bepaal de lengte van de hypotenusa.

De stelling van Pythagoras geeft het antwoord:

12 +1? =/2. Klaar, zou je zeggen, we hebben de
lengte berekend. Maar daar waren Turing en zijn
tijdgenoten niet tevreden mee, want /2 is alleen
maar een afkoring voor ‘het positieve getal waarvan
het kwadraat gelijk is aan 2} en dat vertelt ons ei-
genlijk niets over de grootte van dat getal.

Je zou kunnen proberen /2 als een quotiént van
twee natuurlijke getallen te schrijven; dan weet je
exact hoe groot dat getal eigenlijk is. Maar, zoals al
vaak ook in dit blad gememoreerd, \E kan niet als
zon quotiént worden geschreven. We zullen daar-
om met benaderingen genoegen moeten nemen.

Om die benaderingen te maken, zijn al heel wat
manieren bedacht. Een van de simpelste is de vol-
gende: Bereken 12, 1,12, 1,22, 1,32, 1,42, ... Het blijkt
dat 1,42 <2< 1,52. Begin opnieuw, maar nu met
1,412, 1,422, ..; je vindt 1,412 < 2 < 1,422, Vervol-
gens vind je 1,4142 <2< 1,4152 enzovoort. Met
voldoende geduld kun je zo net zoveel decimalen
van 2 bepalen als je maar wilt. Je zou V2, 00k al
is het niet als breuk te schrijven, toch wel bereken-
baar willen noemen.

Maar... als je als wiskundige zinnige dingen over
berekenbare getallen wilt zeggen en bewijzen - en
dat wilde men in de tijd van Turing - dan zul je
toch eerst een precieze definitie van berekenbaar-
heid moeten geven.

Turing bedacht zon definitie en hij goot die in
termen van machines. Zijn idee was dat een getal
pas berekenbaar mocht heten als je de decimalen
automatisch door een machine zou kunnen laten
berekenen.

Opgave 1. Beschrijf de bovenstaande bereke-
ning van de decimalen van +/2 in een computer-
programmaatje.
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Turing stelde zich een reke-
naar voor die niet veel kon en oneindig veel schrijf-
ruimte tot zijn beschikking had. Die schrijfruimte
bevond zich op een oneindig lange strook papier,
verdeeld in vierkantjes. Een rekenaar ziet op elk
moment precies één vierkantje en kan het volgen-
de doen

« het gelezen symbool uitgummen;

« een symbool schrijven;

« één vakje naar links gaan;

« één vakje naar rechts gaan.

Wat de rekenaar doet, hangt helemaal af van hoe de
machine in elkaar is gezet.

Nu bouwde Turing deze machines niet echt; hij
schreef telkens een tabel op die precies specificeer-
de wat de machine zou moeten doen. Hier is zon
tabel, uit het artikel van Turing:

toestand ~ symbool operaties toestand
b geen PO, R c
c geen R 4
[4 geen P1,R 4
4 geen R b

Hoe moeten we dit lezen? Onze machine kan in
vier toestanden verkeren; Turing gaf deze aan met
de gotische letters b, ¢, ¢ en €. Dankzij die toestan-
den kunnen we de rekenaar verschillende dingen
laten doen met hetzelfde gelezen symbool. Deze
machine doet echter niets met het gelezen symbool;
daarom staat in de kolom ‘symbool’ telkens het
woord ‘geen’. In de kolom ‘operaties’ staat P voor
print, R voor rechts en L voor links.

De machine begint met een lege tape en in toe-
stand b. De eerste regel van de tabel zegt: als je in
toestand b bent, schrijf dan een 0 op de tape, ga een
vakje naar rechts en ga over naar toestand ¢. De
tweede regel van de tabel zegt: als je in toestand ¢
bent, ga dan een vakje naar rechts en ga over naar
toestand e. De derde regel van de tabel zegt: als je
in toestand e bent, schrijf dan een 1 op de tape, ga
een vakje naar rechts en ga over naar toestand €.
De vierde regel van de tabel zegt: als je in toestand
€ bent, ga dan een vakje naar rechts en ga over naar
toestand b.

Het resultaat van de werking van de machine is
dat de tape gevuld wordt met om en om nullen en

enen, gescheiden door lege vakjes:
(o [1] [o] [1[ |o [1[ {o] [1] ...

De machine wordt nooit gevraagd iets van de tape
te lezen. Dat hoeft ook niet, want de tape was leeg
verondersteld. Het geeft echter ook aan dat de be-
rekening nogal simpel is: er hoeft niets onthouden
te worden. Bij ingewikkelder berekeningen moet er
wél iets onthouden worden en daar zijn de andere
vakjes voor: het resultaat van de berekening staat in
de vakjes met een oneven nummer en de even vak-
jes dienen als kladpapier. In het kader op pagina 23
staat een wat ingewikkelder machine beschreven
die inderdaad de even vakjes als klad gebruikt.

Wat is nu eigenlijk het resultaat van bovenstaan-
de berekening? Dat is het reéle getal waarvan de bi-
naire ontwikkeling in de oneven vakjes staat en dat
is, in ons geval, de som van alle machten van i, het
getal % dus.

Opgave 2. Bouw een Turingmachine die de
binaire ontwikkeling van % genereert.

Het aantal tabellen dat we kun-
nen opschrijven is natuurlijk oneindig. Hier is een
flauwe machine:

toestand  symbool operaties toestand
a iets PO,R,R b
b iets P1,L,L a

Deze machine doet, ongeacht wat hij leest, niets
anders dan een 0 printen, twee vakjes naar rechts,
een 1 printen, twee vakjes naar links, een 0 printen,
twee vakjes naar rechts, een 1 printen, twee vakjes
naar links, ... Deze machine komt in een oneindig
voortlopende lus terecht: dezelfde rijen toestanden
en acties worden oneindig vaak herhaald terwijl er
maar eindig veel symbolen op de tape komen.
Turing noemde een reéel getal berekenbaar als
er een machine is die de binaire ontwikkeling van
dat getal kan produceren en die niet in een onein-
dige lus terecht komt. De machine in de linkerko-
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lom van pagina 21 laat zien dat het getal % bere-
kenbaar is.

Turing bedacht
vervolgens een Universele Machine. Dit is een ma-
chine die het werk van élke Turingmachine kan uit-
voeren. Om te zien wat dat betekent, gaan we eerst
alle machines coderen en op tapes zetten.

Om te beginnen bekijken we alleen tabellen met
maar één operatie per regel. Dat is geen beperking.
We hoeven bijvoorbeeld maar weinig aan onze eer-
ste machine te veranderen:

toestand ~ symbool operaties toestand
a geen PO b
b geen R ¢
¢ geen R 0
0 geen P1 4
e geen R f
f geen R a

De toestandletters zijn natuurlijk niet belangrijk; in
plaats van a, b, ¢, 0, ¢ en f gebruiken we rijtjes enen.
De te lezen en printen symbolen geven we met nul-
len en enen weer: 0 voor ‘leeg, 1 voor 0 en 11 voor
1. De instructies kunnen we ook door getallen ver-
vangen, of beter: door rijtjes nullen en enen. Bij-
voorbeeld: 1,11, 111 en 1110 voor L, R, E, en P (de
E staat voor ‘erase, uitgummen dus).

Verder schrijven we elk getal door middel van
een rij enen op en gebruiken we : als scheider in
een regel en ; als ‘einde regel’ De eerste regels van
onze machine worden dan

1:0:11101:11;
11:0:11:111;
111:0:11:1111;
1111:0:111011:11111;
11111:0:11:111111;
111111:0:11:1;

Deze rijen zetten we achter elkaar op een tape als
invoer voor de universele machine.

In het artikel van Turing vind je een beschrij-
ving van een machine, noem hem U, die, gegeven
zon tape, precies doet wat de bijbehorende machi-
ne gedaan zou hebben. Dit is op zich al een mooi

idee: een machine die je, door hem een programma
(de tape) te geven, elke berekening kunt laten uit-
voeren.

Turing deed
met dit idee echter iets anders: hij liet zien dat be-
paalde problemen onoplosbaar waren. De wiskun-
dige David Hilbert (1862-1943) had het probleem
opgeworpen een algoritme te maken dat van elke
bewering zou kunnen laten zien of die bewijsbaar
was of niet; dat is het Entscheidungsproblem uit de
titel van Turings artikel.

Wat Turing deed, was eerst laten zien dat er geen
machine is die, gegeven een tape van de bijbeho-
rende machine, kan laten zien of deze tijdens zijn
werk in een oneindige lus raakt of niet. Het idee is
om, uitgaande van zon machine, noem hem W, een
andere te bouwen, genaamd L, die een tape leest,
beslist of de machine in een oneindige lus komt en
als dat zo is dan onze eerste machine laat draaien;
als de machine niet in een oneindige lus komt laat
hij onze flauwe machine draaien.

Dat is wel wat flauw, maar als je nu de tape van
de machine L zélf als invoer gebruikt, dan krijg je
de rare situatie dat de machine in een oneindige lus
komt precies dan als hij dat niet doet. Die tegen-
spraak laat zien dat zo'n wondermachine W niet be-
staat.

In 1931 had Kurt Godel (1906-1978) zijn be-
roemde onvolledigheidsstelling bewezen. Deze zegt
dat er in de rekenkunde altijd uitspraken zullen zijn
die niet bewijsbaar zijn, maar waarvan de ontken-
ning 66k niet bewijsbaar is. Dat doorkruiste een
ander streven van Hilbert, namelijk laten zien dat
het tegendeel van de stelling van Godel waar was.
Turing liet zien dat zelfs beslissen of iets bewijsbaar
is in het algemeen ook niet lukt.

Het bewijs van die laatste bewering gaat door
elke rekenkundige uitspraak aan een machine te
koppelen en omgekeerd, en wel z6, dat een machine
die detecteert of een uitspraak bewijsbaar is meteen
ziet of de bijbehorende machine in een oneindige
lus komt. Maar voor dat laatste is geen machine te
maken en dus voor het eerste ook niet.

In zijn bewijs gebruikte Turing het
idee dat zijn machines in feite ook functies van de
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natuurlijke getallen naar zichzelf berekenen. Als je
de afgedrukte nullen als scheiders beschouwd en de
blokjes enen als natuurlijke getallen, dan kun je de
werking van onze eerste machine ook opvatten als
een berekening van de constante functie c: n - 1.

De ingewikkelde machine uit het kader hier-
naast laat zien dat de functie f: n > n berekenbaar
is en de machine van opgave 3 berekent de functie
k: n—> n2. Het is misschien wat moeilijk te bevat-
ten, maar de functies die we als berekenbaar willen
beschouwen zijn inderdaad berekenbaar volgens
Turings definitie, zoals n - 2", n - n!, en de func-
tie die de priemgetallen nummert. Zelfs dingen als
priemfactorontbindingen kun je door Turingma-
chines laten doen.

EEN ECHTE MACHINE In het Centrum Wis-
kunde & Informatica in Amsterdam staat een wer-
kende Turingmachine, gemaakt van LEGO; deze
telt twee getallen bij elkaar op. De machine werkt
iets anders dan de machines van Turing zelf; als je
op de website van het CWI kijkt, zul je zien dat de
machine een rij instructies uitvoert (zie www.lego-
turingmachine.org). Deze zijn net zo eenvoudig als
hierboven beschreven, alleen zijn de overgangen
naar andere toestanden vervangen door zogeheten
GOTO-statements. m

In Pythagoras 49-4 (februari 2010) verscheen een
uitgebreid artikel van Arnout Jaspers over Turing:
‘Alan Turing (1912-1954): vader van de computer’.
Dit artikel is te vinden in het archief op
www.pythagoras.nu.

Pythagoras-redacteur Paul Levrie schreef met zijn
collega Rudi Penne over Turing op hun blog weet-
logs.scilogs.be, zie http://goo.gl/Df imp.

In het Centrum Wiskunde & Informatica in
Amsterdam is dit jaar een werkende Turingmachine
van LEGO gemaakt.

Afbeelding: www.legoturingmachine.org

Is er een Turingmachine die de bovenstaande
binaire ontwikkeling (de bedoeling is dat elke
groep één 1 meer heeft dan de vorige) gene-
reert? Ja, namelijk:

toestand symbool operaties toestand
b Pe, R, Pe, R, 0
PO, R, R,
PO,L,L
R,Px,L,L,L

R,R
R,R
P1,L
X E,R
e R
geen L, L
iets R,R
geen PO,L,L

o T +—0 T o aa o

0
0
q
q
q
p
p
p
f
f

De eerste regel initialiseert de tape met |e|e|0| |0
en plaatst de leeskop bij de eerste 0; de letters e
zijn er om het begin van het getal af te bakenen.
De overige regels printen de nullen en enen en
af en toe een x om aan te geven hoe groot de ko-
mende groep enen moet zijn; als zon groep af is
wordt de x uitgegumd (de E staat voor ‘Erase’)
en wordt verderop een nieuwe x opgeschreven.
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Een aangenaam tijdverdrijf: voetballen op een veldje achter in de wijk. De twee beste spe-
lers mogen om de beurt een speler kiezen uit het aanbod. Eerst moet er echter worden
‘gepoot’ om het recht op eerste keus. Is dat wel een eerlijke methode?

m door Jaap Klouwen

POTEN

Bij ‘poten’ gaan de aanvoerders op een meter of vijf
van elkaar af staan en zetten om de beurt een voet op
een denkbeeldige rechte lijn tussen hen in, in de leng-
te of dwars. Er zijn twee klassieke varianten: ‘brugge-
tje dek en ‘laatste hele’ Bij bruggetje dek wint degene
die de overblijvende tussenruimte kan overdekken
met zijn schoen. Hier bekijken we alleen het geval dat
er wordt gepoot om Taatste hele’: degene wiens hele
schoen als laatste in de tussenruimte past (in de lengte
of dwars), wint.

WINSTAFSTANDEN Toen Alex klein was, had hij
schoenmaat 30, met lengte 20 cm en breedte 8 cm.
Bert had maat 27, lengte 18 cm en breedte 6 cm. Bei-
de jongens waren uitgekiend in het poten, maar toch
won Alex veel minder vaak dan Bert. Pas later, toen
Alex groot was, kon hij ook uitrekenen waarom.

‘We nemen ter vereenvoudiging aan dat de voetbal-
schoenen rechthoekig zijn. De beginafstand is wille-
keurig gekozen, beide voetballers spelen optimaal en
beginnen ook even vaak met poten.

Hoe groot wordt de winstverhouding voor Bert?
Op het eerste gezicht is dit geen eenvoudige vraag.
Hier helpt echter een bekende truc: begin aan het eind
en redeneer terug. Deel voor het rekengemak de af-
metingen (lengte, breedte) van de schoenen door 2,
zodat die voor Alex (10, 4) worden, en voor Bert
(9, 3). Beschouw vervolgens twee gevallen:

1. Alex is aan zet

We bekijken wie er wint bij kleine restafstanden. Fi-

guur 1 illustreert de winstposities voor Alex en Bert.

Met wat proberen vinden we het volgende.

« Als de restafstand tussen 0 en 4 ligt, kan Alex niet
winnen: zijn schoen is te groot. Bert wint dan dus.
Met een afstand a tussen twee waarden bedoelen we
dat de linkergrens erbij hoort en de rechter niet. Hier
dus0<a<4.

« Als de restafstand tussen 4 en 7 ligt, wint Alex wel,

Alex Alex

Bert Bert

want dan plaatst hij zijn schoen dwars. De over-
gebleven restafstand is te klein voor Berts schoen.
Winstposities voor Alex liggen dus onder andere
tussen de 4 en de 7.

« Bij een restafstand tussen 7 en 10 gaat Alex niet win-
nen als hij aan zet is. Hij kan zijn schoen (4 eenhe-
den breed) alleen dwars zetten, maar dan blijft er
een stuk van 3 tot 6 over, genoeg voor Bert om zijn
schoen (3 breed) dwars te zetten, met als gevolg dat
er geen ruimte meer is voor Alex.

« Tussen 10 en 13 liggen wel weer winstposities voor
Alex: hij plaatst zijn schoen dan in de lengte. De
overgebleven afstand is te klein voor Bert.

2. Bertis aan zet

Figuur 2 toont de winstposities voor beide jongens.

o Als de restafstand tussen 0 en 3 is, wint Alex, want
Bert kan dan zijn schoen niet zetten.

« Als de restafstand tussen 3 en 7 is, plaats Bert zijn
schoen dwars en belet daarmee Alex om te zetten.
Bert wint dus.

« Tussen de afstanden 7 en 9 wint Alex weer, want
Bert kan alleen dwars zetten; er resteert dan een af-
stand van tussen 4 en 6, precies die afstand die Alex
tot winnaar maakt als ook hij zijn voet dwars plaatst.

« Tussen 9 en 13 wint Bert, want hij plaatst zijn schoen
in de lengte, met als gevolg een restafstand tussen 0
en 4, te klein voor Alex’ schoen.

RECURRENTE PERIODE VAN 13 De figuren 1
en 2 kunnen we ook gebruiken als de restafstanden
groter zijn.

« Posities van 13 tot 17, als Alex aan zet is. Alex kan
zijn voet in de lengte of dwars plaatsen. In het eer-
ste geval betekent dit een restafstand tussen 3 en 7,
maar nu met Bert aan zet. Uit figuur 2 blijkt dat Bert
dan wint. In het tweede geval (voet dwars) is er een
restafstand tussen 9 en 13. Ook dat zijn winstposities
voor Bert als hij aan zet is, zie weer figuur 2.

« Posities van 13 tot 16, als Bert aan zet is. Als Bert zijn
voet in de lengte plaatst, is er een restafstand tussen
4 en 7, met Alex aan zet. Dan wint Alex, zie figuur
1. Met de voet dwars volgt er een restafstand tussen

Alex Alex

Bert Bert

0 1

2 3 45 67 8 91011121314 151617 18 19 20 21 22 23 24 25 26

Figuur 1 Winstposities voor Alex (10, 4) en Bert (9, 3) als Alex aan zet is.
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10 en 13: allemaal winstposities voor Alex, want hij
is aan zet.

« Voor restafstanden 17 tot 20 met Alex aan zet, wint
zijn dwarsgeplaatste voet. Met Bert aan zet in posi-
ties 13 tot 16 is dat winnend voor Alex, zie figuur 1.

Als we zo doorgaan, ontstaan er recurrente (terug-
kerende) betrekkingen tussen de winstposities, ook
voor grotere restafstanden. Het blijkt dat voor beide
gevallen (Alex aan zet en Bert aan zet) de winstposi-
ties een periode van 13 vertonen.

Het aardige van de tweetallen (10, 4) en (9, 3) is dat
Alex een zet van Bert (9 of 3) altijd kan aanvullen tot
13 (4 of 10). Hetzelfde geldt natuurlijk omgekeerd.

Neem nu eens een grote startafstand met Alex aan
zet. Trek van de afstand een veelvoud van 13 af; tot je
in het laatste stuk van 13 komt. Dan kom je 6f op een
winstpunt voor Alex, 6f op een winstpunt voor Bert.

« Als dit op een winstpunt Wy voor Bert is (met Alex
aan zet), is de strategie voor Bert de volgende: vul
elke zet van Alex aan tot 13. Dan komt Bert op zijn
winstpunt.

« Als dit op een winstpunt Wy voor Alex is (met
Alex aan zet), is de strategie voor Alex de volgen-
de: hij doet eerst de zet die hij zou doen in het laat-
ste punt en vervolgens vult hij elke zet van Bert aan
tot 13. Dan komt hij op het punt, één winstzet links
van Wy.

Voor grote startafstanden met Bert aan zet geldt
een gelijke redenering. Dit kun je voor jezelf eens na-
gaan.

WINSTVERHOUDING We kunnen nu per peri-

ode tellen:

« Alex aan zet: 7 ‘delen’ winst voor Bert (tussen 0 en 4,
en tussen 7 en 10) en 6 delen verlies voor Bert (tus-
sen 4 en 7, en tussen 10 en 13).

« Bert aan zet: 8 delen winst voor hem (3 tot 7, en 9 tot
13) en 5 delen verlies (0 tot 3, en 7 tot 9).

Als beiden even vaak beginnen met poten, volgt
een winstverhouding voor Bert van 15: 11 = 1,36, of-
wel ruim 36% vaker winst voor hém dan voor Alex.
Deze conclusie is intuitief logisch: kleine schoenen
passen in kleine gaten.

Dit geldt natuurlijk als het startgebied precies een
lengte van 13 of een veelvoud daarvan heeft. Bij een
willekeurig startpunt zul je gemiddeld mogen uitgaan
van een gebied met lengte 13.

Er zijn ook andere gevallen. Als het startgebied bij-
voorbeeld altijd tussen 23 en 29 ligt, met Alex en Bert
Alex Bert

Alex Bert

even vaak als beginner, winnen ze ieder in de helft van
de gevallen. En in het bijzondere geval dat het startge-
bied altijd tussen 42 en 43 ligt, wint Bert altijd, of hij
nu begint of Alex.

UITDOVING Voor de maatverhoudingen Alex (3, 1)
en Bert (2, 1) gebeurt er nog iets anders: de winst voor
Alex dooft uit! Vanaf 4 eenheden is er voor Alex als hij
aan zet is geen winstpositie meer. Als Bert aan zet is,

is dat zelfs nog eerder: vanaf een onderlinge afstand 1
eenheid verliest Alex altijd. Dit alles bij optimaal spel
van beiden, uiteraard.

Onderzoek zelf eens dit wel zeer bijzondere geval,
waarbij Bert zeer korte of zeer brede voeten heeft en
een eenheid hier wel meer is dan 2 cm. Laten we eens
kijken of degene met de kleinste schoenen weer va-
ker wint.

Als Bert moet starten, weet je dat met startafstand
tussen 0 en 1 Alex wint. Kort genoteerd: [0, 1) > A.
Maar voor alle grotere afstanden geldt dat Bert kan
winnen. Van 1 tot 5 moet je dit per eenheid nagaan.
Bert start dan wisselend met 1 of 2. Dan is er dus
een gebied van lengte 4 waarin Bert (indien aan zet)
kan winnen. Voor elke volgende eenheid verder als
startpunt begint Bert gewoon met 1 en Alex kan dan
maximaal 3 erbij zetten. Samen 4 dus, maar dan ben je
nog steeds in het winstgebied van Bert. Op die manier
geeft elke volgende eenheid ook louter winstpunten
voor Bert. Kort genoteerd: [1, o) - B. De winst voor
Alex is geheel uitgedoofd.

Als Alex moet starten, krijg je door slim te probe-
ren: [0,1) > B, [1,2) > A, [2,3) > B, [3,4) > A,
[4,5)—> B, [5,6) > B, [6,7) > B, [7,8) > B.Daniser
dus weer een gebied van lengte 4 met alleen winstpun-
ten voor Bert. Na een zet van Alex kan Bert daar dan
altijd in eindigen (1 + 1 of 3 + 1). Zo breid je dit ge-
bied weer uit tot oneindig. Dus na de wisselingen:

[4, o) - B. Bij elke redelijke startafstand zal Bert dus
altijd kunnen winnen.

TEN SLOTTE Dit nodigt natuurlijk uit tot verder
onderzoek... Bij welke combinaties krijg je recurren-
ties en bij welke wint bij grotere afstanden altijd de-
gene met de kleinere voeten?

En dan dit nog: als beiden bionische ogen hebben
en perfect kunnen rekenen, zal na de keuze van de
beginafstand en het aanwijzen van de beginner door
het lot aan beiden duidelijk zijn wie gaat winnen.
Dus waarom dan nog poten? m

Alex Alex

Bert Bert

0 1

2 3 45 67 8 91011121314 151617 18 19 20 21 22 23 24 25 26

Figuur 2 Winstposities voor Alex (10, 4) en Bert (9, 3) als Bert aan zet is.
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Charles-Ange Laisant was een Franse wiskundige, die leefde van 1841 tot 1920. De stelling
van Laisant is een bijzondere eigenschap van een regelmatige n-hoek. In dit artikel bekij-
ken we een paar voorbeelden en geven we een bewijs van de stelling voor alle regelmati-
ge 2k_hoeken (dus vierhoeken, achthoeken, zestienhoeken enzovoort). Daarvoor heb je be-
halve elementaire meetkunde enkele goniometrische formules nodig.

m door Jan Guichelaar

—KOORDDA

-

De stelling van Laisant zegt het volgende. Neem
een regelmatige n-hoek met zijn hoekpunten op
een cirkel met straal 1. Teken vanuit hoekpunt P;
alle koorden naar de andere n — 1 hoekpunten (P,,
Ps, ..., P,). Dan geldt dat het product van de n - 1
lengtes van deze koorden gelijk is aan n.

EENVOUDIGE GEVALLEN In figuur 1 zie je de
omgeschreven cirkel met straal 1 van een gelijkzij-
dige driehoek P;P,P3. De zijden hebben allemaal
lengte 2,/1-(1)* = V3. Als je nu vanuit hoekpunt
Py de twee mogelijke koorden tekent naar de ove-
rige hoekpunten (P, en P3), dan is het product van
de lengtes PP, x PyP3 =3 x V3 = 3.

In figuur 2 zie je een regelmatige vierhoek, een
vierkant dus. De drie koorden hebben de lengtes
V2, 2 en V2. Dan geldt voor het product van alle
koorden vanuit Py het volgende: P;P, x PP5 x
PP =\2x2xV2=4.

Het uitgerekende product is steeds gelijk
aan het aantal hoekpunten. De stelling van
Laisant zegt dus dat dit algemeen geldt, hoe
groot de veelhoek ook is. De enige eis is
dat de veelhoek regelmatig is.

Neem eens een ‘regelmatige tweehoek,
dat is dus niets anders dan het lijnstuk
P, P,, een middellijn van de cirkel. Van
het product blijft slechts een enkele factor
over: P1P, = 2. Ook dit geval klopt.

Dan maar eens een regelmatige zeshoek
(zie figuur 3). De koorden zijn:

P1P2 = P1P6 = 1, P1P3 = P1P5 = 2,'1—(%)2 =
V3 en PP, = 2. Het product is dan, zoals
verwacht: P;P, x P{P3 x P1P x P{P5 x P{P¢ =
1xV3x2xV3x1=6.

Probeer zelf eens het geval van een regelmatige
vijthoek en achthoek te berekenen.

26
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BEWIJS VOOR EEN 2K-HOEK Het algeme-

ne bewijs van Laisants stelling maakt gebruik van
complexe getallen. We zullen dat hier niet doen.
Maar we kunnen wel het bewijs geven voor een re-
gelmatige 2-, 4-, 8-, 16-, ..., 2K-hoek. Voor de twee-
hoek en de vierhoek hadden we al gezien dat de
stelling klopt. Dus als we, uitgaande van de waar-
heid van de stelling voor een 2k—hoek, kunnen be-
wijzen dat de stelling 66k geldt voor een 2k+1-hoek,
dan stappen we van de waarheid voor een 4-hoek
over op die voor een 8-hoek, vervolgens op een 16-
hoek, enzovoort. Dat principe heet ‘volledige in-
ductie’

P3

Figuur 1 Een gelijkzijdige driehoek
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We zullen het algemene geval beschouwen
aan de hand van de overstap van een 16-
hoek naar een 32-hoek. Daarin zit alle
informatie om ook de overstap van een
2k-hoek naar een 2K*1-hoek te maken.

In figuur 4 zie je een regelmatige
32-hoek met hoekpunten Py, P,, P, ...,
P31, P32. De punten Pl’ P3, P5, eees P29,
P31 vormen een regelmatige 16-hoek
(de zijden van deze 16-hoek zijn niet ge-
tekend). We nemen aan dat Laisants stel-
ling geldt voor deze 16-hoek, dus:

P1P3 X P1P5 X P1P7 Xoeee
X P1P29 X P1P31 =16.

Als we nu overgaan op de 32-hoek, krijgen we het
volgende product van koorden erbij:

P1P2 X P1P4 X P1P6 X oo X P1P30 XP1P32 =
(P1P18 XP1P20 X P1P22 X X P1P30 XP1P32)2.

Vanwege de symmetrie in de figuur hoeven we al-
leen te kijken naar de koorden aan de linkerkant.
Dit zijn er acht. Verdeel ze in vier tweetallen:
PyP1g X Py P3j, PPy X P1P3g, PPy X P1Pyg en
P1Py4 x P1P,¢. Of vanwege de symmetrie:
PyPyg x P17P1g, P1Py X P17P0, P1Py3 X P17P2)
en P1P24 X P17p24.

Neem nu eerst P1P;g x Py7P;g. Er geldt dat
£ P17MP;g = /16 (radialen). En omdat driehoek
Py Py;Pyg rechthoekig is met de rechte hoek bij Pg
(stelling van Thales), is ZP7PP;g = n/32.

Dan geldt:

P1P18 X P17P18 = 2COS(T[/32) . 2811’1(7'[/32) =
2sin(m/16).

Figuur 2 Een vierkant

Hier hebben we gebruikgemaakt van de formule
voor de sinus van een dubbele hoek: sin2a =

2sina cosa. Hetzelfde kunnen we doen voor de
drie andere producten. De hoeken bij punt M zijn
achtereenvolgens 3n1/16, 511/16 en 7n/16. Op dezelf-
de manier als hiervoor vinden we:

(PIPIS X P1P20 X P1P22 X e X P1P30 X P1P32)2 =
(2sin(1/16) - 2sin(37/16) - 2sin(57/16) -
2sin(71/16))2.

Er geldt:
2sin(1t/16) - 2sin(77/16) =
4sin(1/16) - cos(m/2 - 71/16) =
4sin(1/16) - cos(n/16) = 2sin(m/8)

PYTHAGORAS|NOVEMBER 2012
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Ps
P1P2 ><P1P3 XP1P4 X oo
><P1P31 X P1P32 =16 x2=32.

Hierna kun je gaan voor een 64-hoek,
128-hoek enzovoort. In het algemeen
kun je de laatste truc dus steeds weer toe-
passen om ten slotte op sin(n/4) = %\/2 te-
recht te komen. m

Figuur 3 Een regelmatige zeshoek

en ook:

2sin(371/16) - 2sin(57/16) = P
4sin(31/16) - cos(311/16) = 2sin(37/8). 22

Hierbij hebben we gebruikgemaakt van
de formule sin a = cos(1/2 - a).

Deze truc kunnen we nog een keer P 24
doen:

2sin(m/8) - 2sin(371/8) =
4sin(1/8) - cos(1/8) = P26
2sin(m/4) =2 - %Vz =12.

We krijgen dan voor het gezochte product:
Pag
P1P2 X P1P4 X P1P6 X oo

X P1P30 X P1P32 = (\/2)2 =2.

Het product van alle ‘tussenkoorden’ is dus 2. Ten
slotte hebben we dan voor de regelmatige 32-hoek
voor het totale product: Figuur 4 Een regelmatige 32-hoek
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Voor lezers van Pythagoras is Alex van den Brandhof geen onbekende. Samen met Roland
van der Veen, Jan van de Craats en Barry Koren heeft hij een moedige daad gesteld: de
zeven millenniumproblemen trachten duidelijk te maken aan de geinteresseerde lezer.

m door Jan Guichelaar

/EVEN KEER
$ 1.000.000

In 1900 legde de Duitse wiskundige David Hilbert
voor de komende eeuw zijn vakgenoten drieéntwin-
tig nog onopgeloste vragen voor. In 2000 deed het
Clay Mathematical Institute iets soortgelijks: zeven
nog onopgeloste wiskundige vragen aan de wiskun-
dige wereld voorleggen. Voor de oplossingen reser-
veerde het instituut een bedrag van zeven miljoen
dollar: een miljoen voor eenieder die als eerste een
millenniumprobleem weet op te lossen.

Alex van den Brandhof, Jan van de Craats en Ro-
land van der Veen schreven eerder voor Pythagoras
artikelen over respectievelijk het P-versus-NP-pro-
bleem, de Riemann-hypothese en het Poincaré-ver-
moeden. Dit laatste vermoeden, uit 1904, is tot nog
toe het enige raadsel dat is opgelost, door de we-
reldvreemde Rus Grigori Perelman, die na publica-
tie van zijn stukken op internet de geldprijs en een
hoge wiskundige onderscheiding weigerde. Poin-
caré stelde vast dat de schil van een (driedimensio-
nale) bol het enige tweedimensionale oppervlak is
waarvoor geldt dat een elastiekje dat op dit opper-
vlak wordt gelegd en daarmee contact blijft houden,
altijd ineenschrompelt tot een punt als dat elastiekje
krimpt. Voor het oppervlak van, bijvoorbeeld, een
donut geldt dat niet altijd. Poincaré vermoedde dat
ook in hogere dimensies alleen de bol deze eigen-
schap heeft. Perelman bewees dit voor het laatste nog
openstaande geval van driedimensionale oppervlak-
ken (in de vierdimensionale ruimte).

De schrijvers van De zeven grootste raadsels van
de wiskunde zijn erin geslaagd voor alle zeven pro-
blemen, startend met eenvoudige wiskundige stap-
pen, via steeds complexere, uiteindelijk elk vermoe-
den duidelijk te maken of op zijn minst te schetsen.
Een ander ‘vermoeden;, van de Engelse theoretisch
fysicus Stephen Hawking, dat zegt dat elke formu-
le in een boek de verkoop halveert, hebben zij in de
wind geslagen: zonder formules is inzicht in de mil-
lenniumproblemen niet mogelijk. Zonder gramma-
tica geen literatuur, zonder instrumenten en com-

DE ZEVEN
GROOTSTE
RAADSELS
VANSRE"

WISKUNDE

Los ze op en word miljonair!

posities geen muziek. Dus de lezer zij voorbereid op
zware kost.

Maar met de wiskunde van de hoogste klassen
van het vwo zijn de eerste schreden op de weg naar
de vermoedens te volgen. In de ‘eenvoudige’ wis-
kunde is het zelfs mogelijk om - ieder op zijn eigen
niveau — pen en papier te pakken en een aantal za-
ken na te rekenen. De meesten zullen ergens in elk
hoofdstuk wel moeten toegeven ‘nu lees ik verder,
maar mis de echte wiskunde, maar ook dan is het
uitlezen van elk hoofdstuk de moeite waard, want je
voelt aan het einde de schoonheid van de vermoe-
dens. Het zijn overigens niet alleen zuiver wiskundi-
ge problemen; twee gaan over de wiskunde die nodig
is om de natuur te begrijpen: het zoeken naar exacte
oplossingen van de Navier-Stokesvergelijkingen
(1822 en 1845), die stromen van vloeistoffen en gas-
sen beschrijven, en het vinden van de exacte wiskun-
dige onderbouwing van de Yang-Millstheorie (1954),
die de elementaire deeltjes en hun wisselwerkingen
beschrijft.

Elk hoofdstuk behandelt ook korte biografieén en
anekdotes van de hoofdrolspelers. Een aanrader dus
voor iedereen, en altijd goed om in de kantine of bjj
een feestje even de blitz te maken met een metafoor
over een elliptische kromme of een padintegraal.

Het mooie omslagontwerp van Ceddo laat naast
enkele formules ook een prachtig melkwegstelsel
zien. Zonder het oplossen van een aantal fundamen-
tele wiskundige problemen zullen we ook de grootste
raadsels van het heelal niet kunnen oplossen. m

Alex van den Brandhof, Roland van der Veen, Jan
van de Craats, Barry Koren: De zeven grootste raad-
sels van de wiskunde. 186 pagina’s, Uitgeverij Bert
Bakker (augustus 2012), € 19,95.



m door Matthijs Coster en Eddie Nijholt

Doe mee met de Pythagoras Olympiade! Elke af-
levering bevat vier opgaven. De eerste twee zijn
wat eenvoudiger; onder de goede inzendingen
van leerlingen uit de klassen 1, 2 en 3 wordt een
cadeaubon van Bol.com ter waarde van 20 euro
verloot. De laatste twee zijn echte breinbrekers;
onder de goede inzendingen van leerlingen (tot
en met klas 6) wordt een bon van 20 euro ver-
loot. Per aflevering wordt maximaal één bon per
persoon vergeven.
Daarnaast krijgen leerlingen (tot en met klas
6) punten voor een laddercompetitie, waar-
mee eveneens een cadeaubon van Bol.com van
20 euro te verdienen valt. De opgaven van de
onderbouw zijn 1 punt waard, de opgaven van
de bovenbouw 2 punten. Met ingang van het

30 aprilnummer 2013 krijgt de leerling met de
hoogste score in de laddercompetitie een bon.
Zijn puntentotaal wordt weer op 0 gezet.
Bovendien kun je je via de bovenbouwopgaven
plaatsen voor de fina-
le van de Nederland-
se Wiskunde Olympi-
ade, mocht het via de
voorronden niet luk-
ken: aan het eind van

DE GOEDE INZENDERS VAN JUNI 2012

238: Ben De Bondt (klas 6), Koninklijk Atheneum,
Grimbergen; P. Dekker, Krimpen aan de Lek; Arie
van der Kraan, Nuth; Michelle Sweering (klas 5),
Erasmiaans Gymnasium, Rotterdam; Paul van de
Veen, Enschede.

239: Ben De Bondt (klas 6), Koninklijk Atheneum,
Grimbergen; Michelle Sweering (klas 5), Erasmi-
aans Gymnasium, Rotterdam; Paul van de Veen,
Enschede.

PYTHAGORAS

elke jaargang worden enkele goed scorende
leerlingen uitgenodigd voor de NWO-finale.
Niet-leerlingen kunnen met de Pythagoras
Olympiade meedoen voor de eer.

HOE IN TE ZENDEN? Inzendingen ontvan-
gen we bij voorkeur per e-mail (getypt of een
scan van een handgeschreven oplossing):

Je ontvangt een automatisch antwoord zodra
we je bericht hebben ontvangen.

Eventueel kun je je oplossing sturen naar

Voorzie het antwoord van een duidelijke toe-
lichting (dat wil zeggen: een berekening of
een bewijs). Vermeld je naam en adres; leer-
lingen moeten ook hun klas en de naam van
hun school vermelden.

Je inzending moet bij ons binnen zijn véér
31 december 2012.

240: Ben De Bondt (klas 6), Koninklijk Atheneum,
Grimbergen; Paul van de Veen, Enschede.

241: Ben De Bondt (klas 6), Koninklijk Atheneum,
Grimbergen; Arie van der Kraan, Nuth; Michelle
Sweering (klas 5), Erasmiaans Gymnasium, Rotter-
dam; Paul van de Veen, Enschede.

De cadeaubon gaat naar Michelle Sweering.
Stand laddercompetitie: Ben De Bondt (6 p), Mi-
chelle Sweering (4 p).

PYTHAGORAS|NOVEMBER 2012
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PG AV R

In een rechthoek is een gelijkzijdige driehoek ge-
tekend, zoals in de figuur. Als je een schuine zijde
verlengt met 1, kom je op de rand van de recht-
hoek, op afstand 1 van een hoekpunt. Wat is de op-
pervlakte van de rechthoek?

1

1

O P AV PV

B
Andrew zoekt een getal waarvoor het volgende
geldt: als je er 2012 bij optelt, dan krijg je een ge-
tal met dezelfde cijfers als het oorspronkelijke getal.
Kan Andrew een dergelijk getal vinden?
(.
(.

QP AV T
AS AR
functioneert niet helemaal correct. Per vier doosjes

Een apparaatje plakt stickers op doosjes, maar
worden stickers geplakt. Op het eerste doosje plakt
het apparaat keurig netjes een sticker. Het tweede
doosje krijgt een sticker met kans % . Voor het der-
de en het vierde doosje is deze kans respectievelijk
% en %. De al dan niet beplakte doosjes komen te-
recht in een grote container.

Als je uit deze container willekeurig één doosje
pakt, wat is dan de kans dat dit doosje is beplakt

met een sticker?

OPGAV R -

Gegeven is een vierhoek ABCD. De punten M en
N zijn de middens van respectievelijk AB en CD.
Toon aan: als MN door het snijpunt van AC en BD
gaat, dan zijn AB en CD evenwijdig, en omgekeerd:
als AB // CD, dan gaat MN door het snijpunt van
AC en BD. (Zie illustratie op pagina 32.)

UPLOSSING

238§
Laat zien dat y14 - 6/5 ++/5 een geheel getal is.

Oplossing. Door het getal bijvoorbeeld op je reken-
machine in te typen, krijg je het vermoeden dat het
getal gelijk is aan 3. Maar we willen dit natuurlijk
onomstotelijk vaststellen.

Omdat 9 > 5, is 3 > /5, ofwel 3 - /5 > 0.

Daarom geldt:

3-5=y(3-5)? =14 -645.

Brengen we de term +/5 vervolgens naar de andere
kant, dan houden we inderdaad over

=J14-6+5 +5.

Dus het gegeven getal is geheel.

DPLOSSIN(GPER

Je begint met een wit vel papier. Daarop plak je een
blauwe driehoek; de vorm van die driehoek mag

je zelf kiezen. Vervolgens plak je een witte drie-
hoek naar keuze op het geheel en ten slotte plak je
er weer een blauwe driehoek naar keuze bovenop.
Het blauwe gebied dat dan nog zichtbaar is, bestaat
uit één of meer veelhoeken. In de getekende situatie
bestaat het blauwe gebied uit een achttienhoek. Laat
zien dat door op een slimme manier de driehoeken
te kiezen en te plaatsen, een blauwe twintighoek te
verkrijgen is.

L

Oplossing.

> %
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OPLOSSINGPEN -

Gegeven is een positief geheel getal n. Bewijs dat
het aantal gehele oplossingen (x, y) van de verge-
lijking x2 + xy + y* = n eindig is en een veelvoud
van 6.

Oplossing. We tonen eerst aan dat het aantal oplos-
singen eindig is. Gegeven een geheel getal x, kun-
nen we ons afvragen of er een geheel getal y is zoda-
nig dat het paar (x, y) een oplossing is. In dat geval
is y een oplossing voor de tweedegraadsvergelijking
¥* + xy + x% — n = 0. De discriminant hiervan is

x2 - 4(x? - n) = 4n - 3x2 en we zien dat als x te
groot of te klein is, de discriminant negatief is en er
dus geen oplossingen bestaan. Verder zijn er voor
elke waarde van x maximaal twee oplossingen voor
y. Hieruit volgt dat het totaal aantal oplossingen

(x, y) inderdaad eindig is.

Stel nu dat (x, y) een oplossing is. Dan is (x + y, —x)
66k een oplossing, want (x + y) 2 _x(x+ )+ (-x)2
=x2 + y% + xy = n. We kunnen nu oplossingen gaan
groeperen door ze als equivalent te zien als ze uit el-
kaar te verkrijgen zijn door één of meer keer boven-
staande transformatie uit te voeren. Bij de oplossing
(%, y) horen dan ook nog de vijf oplossingen

(x+y -x), 1, —x-y), (=%, -y), (~x -y, x) en

(-y, x + y) (hierna krijgen we weer (x, y) terug).

Het is bovendien gemakkelijk aan te tonen dat deze
zes oplossingen allemaal verschillend zijn. Omdat
we de oplossingen kunnen verdelen in afzonder-
lijke groepjes van zes en het totaal aantal oplossin-
gen bovendien eindig is, moet dit aantal deelbaar
zijn door 6.

lllustratie bij opgave 249 (pagina 31):

DPLOSSINGPZE -

Vierhoek ABCD is een koordenvierhoek (een vier-
hoek waarvan de vier hoekpunten op een cirkel
liggen) zodanig dat BD een middellijn van de om-
geschreven cirkel is. Punt P is een punt op het ver-
lengde van BC (aan de kant van C) en R een punt
op het inwendige van AB. Verder is Q het snijpunt
van PR en CA. Als ZCQP + £LBAC = LADQ, be-
wijs dan dat RBPD opnieuw een koordenvierhoek
is.

Oplossing. We bewijzen eerst dat vierhoek ARQD
een koordenvierhoek is; hiervoor moeten we aan-
tonen dat ZADQ + £ARQ = 180°. Ten eerste geldt
£LAQR = £CQP, vanwege gelijke overstaande hoe-
ken. Omdat verder gegeven is dat ZCQP + ZBAC
= /ADQ, geldt ZADQ + LARQ= £CQP + /BAC
+ ZARQ= LAQR + LBAC + LARQ = 180°, aange-
zien dit de hoeken in driehoek AQR zijn.

Als we nu kunnen aantonen dat ZDRP = ZDBP
en dus dat R en B op dezelfde boog DP liggen, dan
volgt dat ook RBPD een koordenvierhoek is. Om-
dat ARQD een koordenvierhoek is, geldt vanwege
gelijke omtrekshoeken dat ZDRQ = ZDAQ. Om-
dat ABCD een koordenvierhoek is, geldt ZCBD

= LCAD. Verder hebben we natuurlijk ZDRP =
£DRQ, LDBP = £CBD en LCAD = £DAQ. Dus
inderdaad is ZDRP = /. DBP, ofwel: RBPD is een
koordenvierhoek.
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In het vorige nummer stonden twee factorisatie-

puzzels. Hier zie je de oplossingen.
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TRANSSEXUEEL

Toen ik in moeders armen lag

— ze voelde zich bijzonder rijk -
riep zij vol trots naar wie mij zag:
‘Het is een echte kubus, kijk!”

Ik was een kubus, naar men zei,
met zijden, hoeken, waterpas,
maar ach, mijn ziel vertelde mij,
dat ik een piramide was.

Ik trok vanuit een diepe drang
steeds piramidekleren aan.

Ik vocht ertegen, jarenlang,

maar ging steeds piramider staan.

Mijn psychiater gaf het op.

Geen praatgroep wist een therapie.
Ik vond na jarenlang getob

mijn redding in de chirurgie.

In een luguber soort kliniek,

waar men van hoge prijzen houdt,
werd ik — de ingreep was uniek —
tot piramide omgebouwd.

Nu zit ik lekker in mijn vel

en mijn probleem is opgelost,
al heeft die hele grap me wel
vier ribben uit mijn lijf gekost.

Marjolein Kool

Uit: Drs. P & Marjolein Kool, Wis- en natuurlyriek, p. 28
(Nijgh & Van Ditmar, 2000)




