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nieUwsgierig?
Afgelopen jaar is de oprichter van Pythagoras, Hans de Rijk (alias Bruno Ernst), 
op de voet gevolgd door regisseurs Sopa Bouman en Emily de Klerk voor hun 
documentaire Een leven lang nieuwsgierig. De film vormt een intiem portret van 
deze eigenzinnige, humoristische duizendpoot. Gedurende de laatste draaidagen 
zijn er diverse interviews bij Hans thuis opgenomen en brachten Sopa en Emily 
samen met hem en zijn vrouw Lenie een bezoek aan de grote Eschertentoonstel-
ling in Paleis Soestdijk. Hier hing de prent waar Hans tijdens zijn kloostertijd 
uren naar zat te staren en die hem uiteindelijk naar Escher zelf heeft geleid. 

Op 12 maart vond in Leiden de allerlaatste draaidag plaats. Op Hans de Rijks 
initiatief is een eerste replica van de buisloze Huygenstelescoop gebouwd. Sopa 
en Emily filmden hem toen hij de telescoop dan eindelijk voor het eerst in het 
écht zag. Op het moment dat hij – in het bijzijn van onder meer astrofysicus 
Vincent Icke, enkele sponsors en familie – op het zonovergoten terrein van de 
Oude Sterrenwacht voorzichtig door de kijker tuurde, leek hij weer heel eventjes 
op het nieuwsgierige jongetje van tien die met behulp van een tube tandpasta en 
een brillenlens zijn eerste sterrenkijkertje in elkaar knutselde! 

De datum van de première van Een leven lang nieuwsgierig staat bij het ter 
perse gaan van dit nummer nog niet vast, maar zal naar alle waarschijnlijkheid 
in juni plaatsvinden. Volg daarom de laatste ontwikkelingen via  
facebook.com/eenlevenlangnieuwsgierig.

Links: een fragment 
uit de documentaire 
waarin Hans de Rijk in 
een oude Pythagoras 
(jaargang 1, nr. 2) 
bladert.

Lees op pagina 13 het 
artikel ‘Het raadsel van 
de mercatorprojectie’ 
van Hans de Rijk.
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Opdracht 4. De breuk 4
17  is ook te schrijven als 

som van drie verschillende stambreuken. Hoe? Er 
zijn vier manieren.

Opdracht 5. Elke stambreuk is te schrijven als som 
van twee verschillende stambreuken. Kun je dit la-
ten zien? 

VERmoEDEN VAN ERDöS-StRAUS Paul 
Erdős reisde de hele wereld rond. Overal had hij 
contacten, bij wie hij – dikwijls ongevraagd – voor 
de deur stond en zichzelf uitnodigde om een paar 
dagen te blijven, om samen aan een wiskundig pro-
bleem te werken. In 1948 verbleef hij in Princeton 
bij Ernst Straus. Straus werkte op dat ogenblik als 
assistent bij Albert Einstein. Erdős en Straus werk-
ten aan diverse problemen, waaronder het pro-
bleem van het schrijven van breuken als som van zo 
weinig mogelijk stambreuken. Zij formuleerden het 
volgende vermoeden: 

Voor elk geheel getal n ≥ 4 geldt dat 4
n  te schrijven 

is als som van drie stambreuken. In formulevorm: 
voor elk geheel getal n ≥ 4 bestaan er positieve ge-
hele getallen a, b, c zodanig dat 4

n = 1
a + 1

b + 1
c . 

 
Het Vermoeden van Erdős-Straus zullen we kort-
weg noteren als ES. 

In opdracht 4 heb je gezien dat ES juist is voor 
n = 17. Nog een paar voorbeelden zijn: 4

4 = 1
2 + 1

3 + 1
6 ,

4
5 = 1

2 + 1
5 + 1

10 , 4
6 = 1

2 + 1
8 + 1

24 = 1
3 + 1

4 + 1
12  en 

4
7 = 1

2 + 1
21 + 1

42 = 1
3 + 1

6 + 1
14 .

Opdracht 6. Lees het kader hieronder. Op het om-
slag van deze Pythagoras zie je tien keer drie stam-
breuken, in het hiëroglyfenschrift van de oude 
Egyptenaren, die opgeteld steeds een getal van de 
vorm 4

n  opleveren. Om welke sommen van stam-
breuken gaat het?

REDUctIE We kunnen ES voor heel wat waarden 
van n bewijzen. Merk eerst op dat ES waar is voor 
elke waarde van n waarvoor 4

n  te schrijven is als 
som van twee stambreuken. Door toepassing van 
opdracht 5 kun je een van de stambreuken immers 
schrijven als som van twee stambreuken. ES is waar 
als n even is, want dan reduceert de breuk tot 2

k  (in-
dien n = 2k) of zelfs 1

k  (indien n = 4k). We gaan er 
dus van uit dat n oneven is. 

We kunnen nog verder reduceren: voor n = 3k 

De Egyptenaren uit het tweede millennium voor 
Christus baseerden hun systeem van breuken 
op hiëroglyfen die stambreuken weergaven. Dit 
weten we dankzij de Rhind-papyrus, een van de 
zeldzame bronnen van onze kennis over de vroe-
ge Egyptische wiskunde en het oudst bekende 
document over wiskunde. De Rhind-papyrus 
laat zien hoe de Egyptenaren rekenden: ze ge-
bruikten een tientallig getallenstelsel waarin de 
eenheden, de tientallen, de honderdtallen enzo-
voort door een apart symbool werden aangeduid. 
Enkele symbolen zie je hiernaast. Het getal 23 
werd genoteerd met twee tekentjes die de tiental-
len voorstellen en drie tekentjes die de eenheden 
voorstellen. Breuken met teller 1, zogenaamde 

HIëRogLyfEN IN HEt oUDE EgyptE

stambreuken, werden aangegeven door het ge-
tal van de noemer, met daarboven een tekentje 
dat iets weg heeft van een ‘open mond’. Alle breu-
ken werden teruggebracht tot sommen van stam-
breuken. Op het omslag van deze Pythagoras zie 
je tien sommen van stambreuken in het hiërogly-
fenschrift van de Egyptenaren.

Hiëroglyfen die achtereenvolgens voorstellen: 
1, 10, 100, 1000, 10.000.
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geldt 4
n = 4

3k = 1
k + 1

3k . Dus ook voor drievouden 
geldt ES. 

Stel dat ES geldt voor een zekere waarde van n, 
ofwel 4

n = 1
a + 1

b + 1
c , dan geldt ES tevens voor elk k-

voud van n, immers 4
kn = 1

ka + 1
kb + 1

kc . We hoeven ES 
dus alleen maar aan te tonen voor de priemgetallen. 
Helaas wordt hiermee het aantal gevallen dat moet 
worden gecontroleerd niet eindig.

Als p een priemgetal is dat te schrijven is als een 
viervoud minus 1, dan geldt ES ook voor p. Om dat 
in te zien, schrijven we p = 4k – 1. Nu geldt 

 4
p

= 4
4k −1

= 1
k

+ 1
k(4k −1)

.
 

Als p een oneven priemgetal is van de vorm een 
drievoud minus 1, dan geldt ES ook voor p. We 
schrijven p = 3m + 2. Nu geldt 

 4
p

= 4
3m + 2

= 1
3m + 2

+ 1
m +1

+ 1
(m +1)(3m + 2)

.
 

ES is dus waar voor heel wat waarden van n. Maar 
een bewijs dat het vermoeden geldt voor élke n ≥ 4 
ontbreekt. In de loop van de jaren hebben heel wat 
wiskundigen pogingen ondernomen om ES te be-
wijzen of te weerleggen. Het vermoeden heb je al 
weerlegd als je ook maar één priemgetal p vindt 
waarvoor ES niet opgaat. Het meeste werk ging 
daarom zitten in het zoeken naar zo’n voorbeeld. 
We zagen zojuist dat p dan in elk geval een vier-
voud plus 1 en een drievoud plus 1 moet zijn. Door 
dit te combineren, kom je uit op een twaalfvoud 
plus 1, dus dien je de priemen 13, 37, 61, 73, 97, ... 
te controleren. Dat is nog heel wat werk. Maar je 
kunt nog verdere reductie van de werkzaamheden 

realiseren. Op vergelijkbare wijze voldoet p aan ES 
als p een vijfvoud is plus 2 of plus 3, of als p een ze-
venvoud is plus 3, plus 5 of plus 6, of als p een acht-
voud is plus 5. De bewijzen van deze beweringen 
zijn lastiger. Als we deze resultaten combineren, 
dan kom je uit op priemgetallen die een 840-voud 
plus 1, plus 121, plus 169, plus 289, plus 361 of plus 
529 moeten zijn. Het kleinste priemgetal dat hier-
aan voldoet is 1009; dit getal is 840 + 169. 

ES tot 1014 Het wegredeneren van mogelijkhe-
den is een voorbeeld van wat een ‘zeef ’ wordt ge-
noemd: je zeeft als het ware een groot aantal priem-
getallen uit de te controleren voorraad weg. In de 
loop der jaren zijn meer van dit soort zeven ont-
wikkeld, om verdere reductie mogelijk te maken. 

De zeef die we hieronder beschrijven, is afkom-
stig van Allan Swett. Hij gebruikte het om vervol-
gens voor de resterende priemen te controleren dat 
er voor elke priem tot 1014 een oplossing bestaat 
voor ES.

Swetts zeef gaat als volgt. Veronderstel dat er po-
sitieve gehele getallen K, P, R, S, U, V, W bestaan 
zodanig dat 

(1) n = Rm + S 
(2) R = 4K – 1 
(3) K = UVW 
(4) SU + V = PR 
(5) a = UVWn 
(6) b = VW(Um + P) 
(7) c = UWn(Um + P) 
 

In dat geval voldoet die specifieke n aan ES. Laten 
we als voorbeeld R = 3 kiezen. Dan volgt met ver-

opLoSSINgEN
1. 2

15=1
9+1

45=1
10+1

30=1
12+1

20

2. 1
6=1

7+1
42=1

8+1
24=1

9+1
18=1

10+1
15

3.3
7=1

3+1
11+1

231=1
3+1

12+1
84=1

3+1
14+1

42=1
3+1

15+1
35=1

4+1
6+1

84=1
4+1

7+1
28

4. 4
17=1

5+1
30+1

510=1
5+1

34+1
170=1

6+1
15+1

510=1
6+1

17+1
102

5. 1
n=1

n+1+1
n(n+1)

6. Met de klok mee, beginnend meest links: 
1
2+1

4+1
20,1

8+1
78+1

9048,1
4+1

18+1
468,1

1+1
4+1

12,1
3+1

34+1
1122,1

5+1
30+1

510,1
6+1

139+1
19182,1

2+1
3+1

6,1
5+1

96+1
9120,1

2+1
15+1

210

7.1
a+1

b+1
c=1

UVWn+1
VW(Um+P)+1

UWn(Um+P)=Um+P+Un+V
UVWn(Um+P)=Um+P+U((4K−1)m+S)+V

UVWn(Um+P)=P+U(4Km)+PR
UVWn(Um+P)=U(4Km)+4KP

UVWn(Um+P)=4
n

8. S ∈ {7, 10, 11, 15, 17, 19, 20, 21, 22} 
9. 8

19=1
3+1

12+1
228
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Figuur 1 Het aantal oplossingen van ES uitgezet 
tegen n (voor n ≤ 1000).

Figuur 2 Het aantal oplossingen van ES uitgezet 
tegen p, met p priem. Let op: de schaalverdeling 
van de verticale as is anders dan bij figuur 1!

Bron: Christian Elsholtz en Terence Tao, ‘Counting the number of solutions to the Erdös-Straus equation on unit fractions’.
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gelijking (2) dat K = 1. Uit vergelijking (3) volgt nu 
dat U = V = W = 1. Kies vervolgens S = 2 en P = 1. 
Dan krijgen we het volgende: voor n = 3m + 2 geldt 

      4
3m + 2

= 1
3m + 2

+ 1
m +1

+ 1
(m +1)(3m + 2)

.

Dit resultaat hadden we al eerder gezien. Een nieuw 
resultaat vinden we als we R = 7 kiezen. Dan volgt 
namelijk dat de getallen die voldoen aan n = 7m + S, 
met S gelijk aan 3, 5 of 6, voldoen aan ES. 

Swett liet K oplopen tot 1000 om deze zeef 
goed te kunnen toepassen. Daardoor was het 
eerste priemgetal dat hij hoefde te testen pas 
99.824.355.999.481. 

Opdracht 7. Controleer dat de vergelijkingen (1) 
t/m (7) voldoen aan 4

n = 1
a + 1

b + 1
c .

Opdracht 8. Voor R = 23 kun je voor S zelfs ne-
gen verschillende waarden vinden. Welke waarden 
zijn dat? 

HEt tELLEN VAN HEt AANtAL opLoSSIN-
gEN Recent is Terence Tao, een van de meest geta-
lenteerde wiskundigen van de jonge generatie, be-
zig geweest om het aantal oplossingen te tellen van 
de vergelijking 4

n = 1
a + 1

b + 1
c  voor n ≤ N, waarbij N 

een vast gekozen getal is. Hij vond dat het aantal 

oplossingen bij benadering N(ln N)3 is. Dit resul-
taat zegt natuurlijk niets over het aantal oplossin-
gen bij een individuele n. Maar het geeft wel aan dat 
het gemiddelde aantal oplossingen voor n toeneemt 
naarmate n groter wordt. 

In figuur 1 is het aantal oplossingen van ES uit-
gezet tegen n. In figuur 2 staat dezelfde grafiek nog-
maals, maar daar zijn alle waarden van n die niet 
priem zijn, weggelaten. In deze grafiek zie je duide-
lijk dat het kleinste aantal oplossingen ook groter 
wordt als p groeit.

compUtERExpERImENtEN Het Vermoe-
den van Erdős-Straus kunnen we generaliseren: 
hoe zit het als 4

n = 1
a + 1

b + 1
c  wordt vervangen door 

t
n = 1

a + 1
b + 1

c ?
Voor waarden van t ≤ 7 en n ≤ 200.000 hebben 

we de computer laten rekenen en er was altijd een 
oplossing. Pas bij t = 8 ging het mis: de breuken 8

11 
en 8

17 zijn niet te schrijven als som van drie stam-
breuken. 

Opdracht 9. Schrijf 8
19  als som van drie stambreu-

ken. 

Opdracht 10. Voer zelf het volgende computer-
experiment uit. Neem een vast getal t, bijvoorbeeld 
t = 9. Maak een tabel van sommen van drie stam-
breuken van t

n , waarbij n loopt van 1 tot 100. ■
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In maart vond de tweede ronde van de Nederlandse wiskunde olympiade plaats. De win-
naars uit elke categorie, zo’n 130 in totaal, krijgen een uitnodiging voor de finale in sep-
tember. De komende twee maanden trainen zij op verschillende universiteiten in het land 
om zich op deze finale voor te bereiden. In vier bijeenkomsten wordt een aantal nuttige 
bewijstechnieken behandeld. Een daarvan is het extremenprincipe. 
■ door Julian Lyczak

Probleem 1. Bij een toernooi spelen alle deelne-
mers precies één keer tegen elkaar, zodat er bij 
iedere wedstrijd altijd een winnaar is. Aan het 
eind maakt elke deelnemer een lijst met de na-
men van alle deelnemers die hij heeft verslagen 
en alle deelnemers die zijn verslagen door ie-
mand die hij verslagen heeft. Bewijs dat er een 
deelnemer is op wiens lijst alle andere namen 
voorkomen.

Dit probleem oogt erg lastig: we weten niet eens om 
wélke speler het gaat. Als we dat wel wisten, dan 
konden we daarna misschien wel bewijzen dat hij 
ook daadwerkelijk een volledige lijst heeft. Maar in 
de vraagstelling heeft iedere speler precies dezelfde 
rol. Dit geeft dus nog geen idee om welke speler het 
gaat. We moeten die speler dus op een andere ma-
nier vinden. 

Bedenk dat de deelnemer met een complete lijst 
de langste lijst van alle spelers heeft. Ook al weten 
we nog niet zeker of er wel een speler met een com-
plete lijst is (dit is immers wat we moeten bewij-

EEN ExTREEm 
HANDIg PRINcIPE

zen), er is natuurlijk zeker een speler met een zo 
lang mogelijke lijst. Kies daarom zo’n speler; laten 
we hem Arnold noemen. (Als er meerdere spelers 
zijn met de langste lijst, kiezen we er gewoon wil-
lekeurig eentje uit.) Nu willen we laten zien dat er 
ook echt geen namen ontbreken op Arnolds lijst. 

Als Arnolds lijst volledig is, dan zijn we natuur-
lijk klaar. Als dat niet zo is, dan ontbreekt er dus in 
ieder geval één naam, laten we zeggen: Bianca. Dat 
Bianca niet op de lijst van Arnold staat, betekent 
twee dingen: Arnold heeft niet van Bianca gewon-
nen, en de spelers van wie Arnold heeft gewonnen, 
hebben óók niet van haar gewonnen. 

Dus Bianca heeft van Arnold gewonnen en bo-
vendien ook van alle spelers van wie Arnold heeft 
gewonnen (zie figuur 1). De deelnemers van wie 
Arnold gewonnen heeft, staan dus in ieder geval 
ook op haar lijst. Verder staan op Arnolds lijst 
mensen als, zeg, Dafne, die verloren hebben van ie-
mand van wie Arnold gewonnen heeft, zeg Carel. 
Maar Bianca heeft ook van Carel gewonnen. Dus 
is Carel eveneens de verbindende schakel die zorgt 
dat Dafne op de lijst van Bianca staat, want Bianca 

AB

C

DFiguur 1
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heeft gewonnen van Carel en Carel weer van Daf-
ne. Hiermee concluderen we dat alle namen die op 
de lijst van Arnold staan, ook op de lijst van Bian-
ca staan. Maar op de lijst van Bianca staat ook de 
naam van Arnold. Dus Bianca’s lijst is langer dan 
die van Arnold. En dat terwijl we Arnold hadden 
gekozen als een speler met de langste lijst. De aan-
name dat Arnolds lijst niet volledig was, leidt dus 
tot een tegenspraak. We concluderen dat Arnolds 
lijst blijkbaar volledig is!

 
ExtREmENpRINcIpE Het bewijs van probleem 1 
berust op die stap in het begin, waar we gingen kij-
ken naar een persoon met een zo lang mogelijke 
lijst. Dit idee kunnen we vaker gebruiken en heeft 
daarom een naam: extremenprincipe. Dit principe 
zegt dat het nuttig kan zijn om uit een verzameling 
objecten het object met de meest extreme eigen-
schap te gebruiken.

Hierboven kozen we een speler met een zo lang 
mogelijke lijst: geen gekke keuze, gezien de opgave. 
Maar het is lang niet altijd duidelijk op welke eigen-
schap je de objecten wil sorteren. Je had bijvoor-
beeld ook best kunnen kijken naar de speler die de 
meeste wedstrijden heeft gewonnen. Het is van te-
voren zeker niet duidelijk dat deze speler een com-
plete lijst zou moeten hebben, maar dat blijkt wel 
het geval. Uitdaging: probeer dat zelf te laten zien! 

We zullen nu kijken naar andere problemen, 
waarbij het ook niet direct duidelijk is welke eigen-
schap we zo klein of zo groot mogelijk willen heb-
ben. Bij het volgende probleem is het in eerste in-
stantie niet eens duidelijk dat het extremenprincipe 
ons überhaupt zou kunnen helpen!

Probleem 2. Gegeven zijn 2n punten in het vlak, 
geen drie hiervan op één lijn. De helft van deze 
punten zijn boerderijen, de andere helft water-
putten. Bewijs dat je iedere boerderij precies aan 
één waterput kan koppelen, zo dat er geen twee 
boerderijen aan dezelfde waterput zijn gekop-
peld en zodanig dat elke boerderij met de cor-
responderende put verbonden kan worden door 
middel van een kaarsrechte weg zonder dat deze 
wegen elkaar snijden.

Ook al zie je in eerste instantie misschien niet de 
overeenkomsten met probleem 1, zó anders is dit 
probleem niet. In probleem 1 zochten we uit een 
verzameling personen er eentje met de juiste eigen-
schap. In probleem 2 zoeken we uit alle mogelijke 
koppelingen de juiste. Nu moeten we alleen nog 
een eigenschap vinden waarop we willen en kun-
nen selecteren. Zo’n eigenschap is bijvoorbeeld de 
totale lengte van alle wegen. We willen boerderijen 
waarschijnlijk liever niet aan waterputten koppe-
len die ver weg zijn, want dan zullen er vast wegen 
gaan kruisen. Dus we bekijken de koppeling met de 
kleinste totale weglengte. 

Stel dat deze koppeling toch niet voldoet. Dat 
betekent dus dat er boerderijen B1 en B2 zijn en wa-
terputten W1 en W2, waarbij B1 aan W1 is gekop-
peld en B2 aan W2 zo dat de lijnstukken B1W1 en 
B2W2 elkaar snijden in een punt S (zie figuur 2). 
We gaan nu bewijzen dat de totale weglengte korter 
wordt als we de koppeling van deze twee boerderij-
en en waterputten omdraaien, dus dat 

 |B1W1| + |B2W2| > |B1W2| + |B2W1|. 

De linkerkant kunnen we schrijven als 

 (|B1S| + |SW1|) + (|B2S| + |SW2|). 

Na wat geschuif met de termen, krijgen we 

 (|B1S| + |SW2|) + (|B2S| + |SW1|). 

W1
W2

B1

B2

S

Figuur 2
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De som van de eerste twee lengtes is de lengte van 
een niet rechtstreeks pad van B1 naar W2 en dat zal 
dus langer zijn dan |B1W2|. Zo geldt ook dat 

 |B2S| + |SW1| > |B2W1|. 

Dus blijkbaar wordt de totale weg korter als we 
deze koppeling omdraaien. Maar dat is in tegen-
spraak met onze aanname dat deze koppeling de 
kleinste totale weglengte had. Blijkbaar voldoet de 
koppeling toch. Er bestaat dus inderdaad zo’n kop-
peling.

 
cIRKELVoRmIg pARcoURS Een ander pro-
bleem met een verrassende toepassing van het 
extremenprincipe is het volgende:

Probleem 3. Er staan n identieke auto’s op een 
cirkelvormig parcours. Samen hebben ze precies 
genoeg benzine om één auto een ronde te laten 
rijden. Bewijs dat er een auto is die een volledige 
ronde kan rijden, als deze onderweg mag bijtan-
ken van de andere auto’s.

Laten we eerst eens gaan kijken wat er precies ge-
beurt als we een van de auto’s zouden laten gaan rij-
den. Uiteraard kan het zijn dat op een gegeven mo-
ment de tank leeg is en dat de auto stilvalt. Om dit 
te voorkomen, doen we gewoon even alsof de auto 
ook een negatieve hoeveelheid brandstof kan heb-
ben en eigenlijk altijd kan doorrijden (daar doen 
wij wiskundigen niet moeilijk over). Het brand-
stofniveau in de tank ziet er dan als volgt uit (zie fi-
guur 3): het zal dalen totdat de auto een volgende 
auto tegenkomt en dan zal het omhoogschieten. 
En als de auto weer bij zijn beginpositie is, zal hij 
nog precies ‘0 benzine’ hebben, want er was in to-
taal precies genoeg benzine voor één ronde. Als de 
hoeveelheid nergens negatief wordt, dan hadden 
we toevallig de juiste auto gekozen en voldoet deze 
aan de voorwaarde in de opgave. Zo niet, dan zal 
er een punt zijn waarop deze auto een minimum 
aan brandstof heeft. Dit gebeurt dus vlak voordat 
er weer benzine bijkomt en dus op het moment dat 
de auto langs een andere auto kwam. Het is nu niet 
meer moeilijk om na te gaan dat deze andere auto 
de hele ronde kan rijden zonder stil te komen staan.

Meer onderwerpen die aan bod komen bij de 
finaletraining kun je vinden op de website van de 
Nederlandse Wiskunde Olympiade:  
www.wiskundeolympiade.nl/ft. ■

Figuur 3
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PRIEmPROPPER
■ door Matthijs Coster

Zoals je weet, zijn priemgetallen alleen deelbaar 
door zichzelf en door 1. Hieronder zie je een lijst 
van 24 viercijferige priemgetallen. De cijfers van 
deze priemgetallen vormen weer kleinere priem-
getallen. Zo kunnen we van 8923 de priemgetallen 
89 en 23 maken, maar ook 89, 2 en 3. Deze kleinere 
priemgetallen moet je in het 6 × 6-rooster plaatsen. 
Elke rij (van links naar rechts) en elke kolom (van 
boven naar beneden) bevat twee van de priemgetal-
len uit de lijst. Bovendien mag in elk vakje slechts 
één priemgetal komen te staan van één of twee cij-

fers. Het getal 2273 kan dus over vier aansluitende 
vakjes verdeeld worden, want 2, 2, 7 en 3 zijn alle-
maal priem, maar ook in drie vakjes: 2, 2, 73, want 
2 en 73 zijn beide priem. Het getal 9743 kan maar 
op één manier gesplitst worden: in 97 en 43. Dit ge-
tal zal dus in twee horizontaal of verticaal aanslui-
tende vakjes terechtkomen.

Eén priemgetal hebben we er al ingezet. De op-
lossing verschijnt in het volgende nummer van Py-
thagoras. ■

1327
1933
1973
2137
2273
2753
2953 ✔
3373
3547
3733
4337
4723
5297
6737
7193
7219
7417
7541
7573
7589
7753
8923
9743
9767
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Doe mee met de pythagoras olympiade! Elke af-
levering bevat vier opgaven. De eerste twee zijn 
wat eenvoudiger; onder de goede inzendingen 
van leerlingen uit de klassen 1, 2 en 3 wordt een 
cadeaubon van Bol.com ter waarde van 20 euro 
verloot. De laatste twee zijn echte breinbrekers; 
onder de goede inzendingen van leerlingen (tot 
en met klas 6) wordt een bon van 20 euro ver-
loot. per aflevering wordt maximaal één bon per 
persoon vergeven.
Daarnaast krijgen leerlingen (tot en met klas 
6) punten voor een laddercompetitie, waar-
mee eveneens een cadeaubon van Bol.com van 
20 euro te verdienen valt. De opgaven van de 
onderbouw zijn 1 punt waard, de opgaven van 
de bovenbouw 2 punten. De leerling met de 
hoogste score in de laddercompetitie krijgt een 
bon. zijn puntentotaal wordt weer op 0 gezet.
Bovendien kun je je via de bovenbouwopgaven 
plaatsen voor de finale van de Nederlandse 
wiskunde olympiade, 
mocht het via de voor-
ronden niet lukken: 
aan het eind van elke 
jaargang worden en-
kele goed scorende 

PyTHAgORAs Olympiade
■ door Matthijs Coster, Eddie Nijholt en Harry Smit

leerlingen uitgenodigd voor de Nwo-finale. 
Niet-leerlingen kunnen met de pythagoras 
olympiade meedoen voor de eer.

HoE IN tE zENDEN? Inzendingen ontvangen 
we bij voorkeur per e-mail (getypt of een scan 
van een handgeschreven oplossing): 
pytholym@gmail.com
Je ontvangt een automatisch antwoord zodra 
we je bericht hebben ontvangen. 

Eventueel kun je je oplossing sturen naar 
pythagoras olympiade, pwN
p.a. centrum wiskunde & Informatica 
postbus 94079
1090 gB  Amsterdam 

Voorzie het antwoord van een duidelijke toe-
lichting (dat wil zeggen: een berekening of 
een bewijs). Vermeld je naam en adres; leer-
lingen moeten ook hun klas en de naam van 
hun school vermelden. 
Je inzending moet bij ons binnen zijn vóór 
30 juni 2013. 

DE goEDE INzENDERS VAN JANUARI 2013
250: Tara van Belkom (klas 3), Gymnasium Felisenum, Velsen-
Zuid; Ben De Bondt (klas 6), Koninklijk Atheneum, Grimbergen; 
Marijke Bot (klas 4), Murmellius Gymnasium, Alkmaar; Thijs van 
Etten (klas 4), Murmellius Gymnasium, Alkmaar; Jelmer Hinssen 
(klas 2), Stedelijk Gymnasium, Nijmegen; Bram Jonkheer (klas 
4), Emelwerda College, Emmeloord; Ritchie Keijsper (klas 4), 
Murmellius Gymnasium, Alkmaar; Jori Koolstra (klas 5), Willem 
Lodewijk Gymnasium, Groningen; Arie van der Kraan, Nuth; 
Jan Otto Kranenborg, Zwolle; Michelle Sweering (klas 5), Eras-
miaans Gymnasium Rotterdam; Jelle den Uil (klas 4), Murmellius 
Gymnasium, Alkmaar; Paul van de Veen, Enschede; Rob van 
der Waall, Huizen; Bob Zwetsloot (klas 4), Teylingen College, 
locatie Leeuwenhorst, Noordwijkerhout.
251: Tara van Belkom (klas 3), Gymnasium Felisenum, Velsen-
Zuid; Ben De Bondt (klas 6), Koninklijk Atheneum, Grimbergen; 
Matthijs Buringa (klas 4), Murmellius Gymnasium, Alkmaar; 
Jelmer Hinssen (klas 2), Stedelijk Gymnasium, Nijmegen; 
Bram Jonkheer (klas 4), Emelwerda College, Emmeloord; Alex 
Keizer (klas 2), Murmellius Gymnasium, Alkmaar; Bastiaan 
van der Kooij (klas 4), Murmellius Gymnasium, Alkmaar; Jori 
Koolstra (klas 5), Willem Lodewijk Gymnasium, Groningen; Jan 
Otto Kranenborg, Zwolle; Lennart Muijres (klas 2), Stedelijk 
Gymnasium, Nijmegen; Michelle Sweering (klas 5), Erasmiaans 
Gymnasium Rotterdam; Jelle den Uil (klas 4), Murmellius Gym-
nasium, Alkmaar; Paul van de Veen, Enschede; Eline Vounckx 
(klas 5), Sint-Pieterscollege, Leuven; Rob van der Waall, Huizen; 
Art Waeterschoot (klas 4), H. Pius X-instituut, Antwerpen; Bob 
Zwetsloot (klas 4), Teylingen College, locatie Leeuwenhorst, 
Noordwijkerhout.
252: Kees Boersma, Vlissingen; Ben De Bondt (klas 6), 
Koninklijk Atheneum, Grimbergen; Ronen Brilleslijper (klas 5), 
JSG Maimonides, Amsterdam; Bram Jonkheer (klas 4), Emel-
werda College, Emmeloord; Arie van der Kraan, Nuth; Jan Otto 

Kranenborg, Zwolle; Michelle Sweering (klas 5), Erasmiaans 
Gymnasium Rotterdam; Paul van de Veen, Enschede; Eline 
Vounckx (klas 5), Sint-Pieterscollege, Leuven; Rob van der 
Waall, Huizen; Bob Zwetsloot (klas 4), Teylingen College, 
locatie Leeuwenhorst, Noordwijkerhout.
253: Kees Boersma, Vlissingen; Ben De Bondt (klas 6), 
Koninklijk Atheneum, Grimbergen; Ronen Brilleslijper (klas 
5), JSG Maimonides, Amsterdam; Jori Koolstra (klas 5), Wil-
lem Lodewijk Gymnasium, Groningen; Arie van der Kraan, 
Nuth; Jan Otto Kranenborg, Zwolle; Michelle Sweering 
(klas 5), Erasmiaans Gymnasium Rotterdam; Paul van de 
Veen, Enschede; Eline Vounckx (klas 5), Sint-Pieterscollege, 
Leuven; Rob van der Waall, Huizen; Art Waeterschoot (klas 
4), H. Pius X-instituut, Antwerpen; Bob Zwetsloot (klas 4), 
Teylingen College, locatie Leeuwenhorst, Noordwijkerhout.
Cadeaubonnen: Jelmer Hinssen en Ronen Brilleslijper.
Stand laddercompetitie: Ben De Bondt (24 p; cadeau-
bon), Michelle Sweering (22 p), Bob Zwetsloot (8 p), Bram 
Jonkheer (7 p), Tara van Belkom (5 p), Eline Vounckx (5 p), 
Ronen Brille-slijper (4 p), Jori Koolstra (4 p), Elien Cambie 
(3 p), Jonas Cambie (3 p), Jia-Jia ter Kuile (3p), Marleen 
Meliefste (3 p), Frenk Out (3 p), Art Waeterschoot (6 p), 
Matthijs Buringa (2 p), Jelmer Hinssen (2 p), Lennart Muijres 
(2 p), Jelle den Uil (2 p), Luka Zwaan (2 p), Marijke Bot (1 p), 
Thijs van Etten (1 p), Ritchie Keijsper (1 p), Alex Keizer (1 p), 
Bastiaan van der Kooij (1 p), Rein Lukkes (1 p), Alexander 
Vermeersch (1 p).
Noot van de redactie: in het vorige nummer zijn Arie van 
der Kraan (opgave 246 en 249), Jia-Jia ter Kuile (klas 4 
Barlaeusgymnasium Amsterdam; 246 en 248), Rein Lukkes 
(klas 5 Sint-Maartenscollege Voorburg; 246) en Rob van der 
Waall (246, 247, 249) per abuis niet vermeld. Onze excuses. 
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14 cm

Hieronder zie je het logo van een frisdrankfabri-
kant, dat geheel is opgebouwd uit cirkelbogen. De 
drie zwarte punten en de drie hoekpunten van de 
elk rood vlak vormen gelijkzijdige driehoeken. 
Bepaal de verhouding tussen het blauwe en het 
rode deel van het oppervlak..

Erik doet er 2 uur over om alle uitnodigingen te 
schrijven voor het klassenfeest. Karin doet dat in 1 
uur. Ze besluiten uiteindelijk dit karwei gezamen-
lijk op te pakken. Hoe lang zijn ze nu bezig?

Het getal 420 heeft 24 delers, namelijk 1, 2, 3, 4, 5, 
6, 7, 10, 12, 14, 15, 20, 21, 28, 30, 35, 42, 60, 70, 84, 
105, 140, 210 en 420. Onder deze delers bevinden 
zich 7 opeenvolgende getallen (1, 2, 3, 4, 5, 6 en 7).
Bepaal alle positieve, gehele getallen x waarvoor 
geldt:
•  x heeft precies 100 delers;
•  onder die delers bevinden zich minimaal 10 op-

eenvolgende getallen.

Achter het Wiskundemuseum bevindt zich een 
vierkant plein van 40 bij 40 meter. Het plein heeft 
rode tegels, met een pad in gele tegels. Zie onder-
staande figuur. Hoeveel vierkante meter gele tegels 
heeft het plein?

Oplossing. De oppervlakken van de vier rode drie-
hoeken zijn gelijk. We berekenen de oppervlak-
te van △DES. Merk op dat △DES gelijkvormig is 
met △CED. Voor △CED geldt CD = 40, DE = 30 
en met de stelling van Pythagoras vinden we CE = 
50. Voor △DES geldt DE : DS : ES = CE : CD : DE, 
ofwel 50 : 40 : 30 = 30 : 24 : 18. Voor de oppervlak-
te van △DES vinden we 1

2 
. 18 . 24 = 216. De vier 

rode driehoeken hebben samen dus oppervlakte 
4 . 216 = 864. De totale oppervlakte van de gele pa-
den is dus 1600 – 864 = 736 m2.

30

10

30

30

10

3010

10A B

CD

E

S

Peter heeft zestien lucifers van 3,6 cm lang. Vijftien 
daarvan heeft hij parallel naast elkaar gelegd, op 
zo’n manier dat de afstand tussen de twee buitenste 
lucifers 14 cm bedraagt. Laat zien dat hij de zestien-
de lucifer overdwars op minstens vier van de paral-
lelle tegelijk kan leggen, ongeacht de verdeling van 
de dertien binnenste lucifers. Je mag aannemen dat 
de lucifers dikte 0 hebben.
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Gegeven is een gelijkzijdige driehoek ABC. De 
lengte van de zijden is 1. Van een punt S op zijde 
AB wordt een laserstraal naar binnen geschoten on-
der een hoek van 45°, zie onderstaande figuur. Na 
één keer tegen de beide andere zijden te kaatsen, 
komt de straal weer precies terug in het punt S. Wat 
is de afstand AS?

Oplossing. We breiden de figuur uit door de drie-
hoek eerst in zijde BC en vervolgens in zijde A'C 
te spiegelen, zie onderstaande figuur. Door te spie-
gelen in BC gaat de laserstraal in het spiegelbeeld 
rechtdoor vanuit T naar U'. Dit geldt ook voor de 
spiegeling in A'C: de laserstraal gaat rechtdoor van-
uit U' naar S'. We hebben nu een lijnstuk SS' gete-
kend en er geldt: AS = A'S', S'SP = 45° en △SS'P 
is een rechthoekige, gelijkbenige driehoek. De leng-
te van AS noemen we x. Dan geldt dat de lengte van 
S'P gelijk is aan 1

2 3x + 1
2 3  en de lengte van SP is 

3
2 − 3

2 x . Stellen we dit aan elkaar gelijk, dan vinden 
we x = 2 – 3 .
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253

251
Je beschikt over een grote zak met dukaten. In een 
lange gang staat een rij kisten opgesteld, genum-
merd 1, 2, 3, ... De dukaten ga je verdelen over de 
kisten volgens de volgende regels. In de eerste ron-
de gooi je een dukaat in kist 1. In de tweede ronde 
gooi je een dukaat in de kisten 2, 3, 4, 5. In de derde 
ronde gooi je een dukaat in de kisten 3, 4, 5, ..., 11. 
In het algemeen: in de n-de ronde gooi je een du-
kaat in de kisten n tot en met n2 + n – 1.
Na verloop van tijd zal kist 2013 niet verder wor-
den gevuld. Hoeveel dukaten bevinden zich dan in 
kist 2013?

Oplossing. In zet n wordt er een dukaat in de 
kisten n tot en met n2 + n – 1 gegooid. Wat we 
dus moeten vinden, is het aantal gehele getallen n 
waarvoor geldt n ≤ 2013 ≤ n2 + n – 1. De eis 
2013 ≤ n2 + n – 1 komt neer op 

 n ≥ −1+ 8057
2

≈ 44,4,

waarbij we ook gebruikmaken van het feit dat n 
positief moet zijn. We zoeken dus het aantal gehele 
getallen n waarvoor geldt 44,4 ≤ n ≤ 2013 en dus 
45 ≤ n ≤ 2013. Dit zijn 2013 – 45 + 1 = 1969 getal-
len, en dit is dus het aantal dukaten in kist 2013. 

Toon aan dat voor elk positief geheel getal n geldt: 

 n!≤ n +1
2

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
n

.

Oplossing. Het rekenkundig gemiddelde van de ge-
tallen 1, 2, 3, ..., n is gelijk aan

 1+ +n
n = n(n +1)

2n = n +1
2 .

…

Het meetkundig gemiddelde is gelijk aan 

 1·2·…·nn =(n!)
1
n .

Uit de ongelijkheid van het rekenkundig-meetkundig 
gemiddelde (zie het artikel ‘Je ongelijk bewijzen’ in 
het januarinummer, het nummer waarin ook deze 
Pythagoras-Olympiade-opgave stond) volgt nu dat

 (n!)
1
n ≤ n +1

2
,

waaruit het gestelde volgt.

C

S
45

A B

C

A B PS

T

U’ A’

B’

S’

U

x

x
45
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OPLOSSiNGEN REGELMATiGE ZEVENHOEKEN
Opdracht 1. Bedenk dat de hoeken met een 2 en 
een 5 bij elkaar 180° zijn. Hetzelfde geldt voor de 
hoeken met een 3 en een 4. De niet ingevulde hoe-
ken zijn door rotatie- en spiegelsymmetrie te vin-
den.

Opdracht 2. Er is nog één regelmatige zevenhoek te 
vinden waarvan de zijden van de zevenhoek delen 
van diagonalen zijn (rood). Als je toestaat dat de zij-

Opdracht 4. Bekijk de figuur hierboven bij op-
dracht 2. Op de buitenste rode zevenhoek binnen 
de oorspronkelijke zevenhoek liggen 3 × 7 snijpun-
ten. Op de twee binnenste zevenhoeken liggen er 
2 × 1 × 7. In totaal vinden we dus 5 × 7 = 35 snij-
punten. 

1 1 11
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1
1

111

1
1
1 1 1

5
5 5

52
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3

3
3 3

3
4 4

44

4
4

4
4

4 4
3 3

52 25

4 4

33
4 4 4 4

22
5555 5 5

den van de zevenhoek geen delen van diagonalen 
zijn, dan zijn er nog drie zevenhoeken te vinden 
(blauw en groen).



Delen
Wat hem nog van vroeger heugde
was een handbeschilderd bord
met de wijze tekst dat vreugde
die men deelt verdubbeld wordt.

Dus hij deelde koek en snoepjes
braaf met Jan en alleman,
eerlijk, evenveel, in groepjes…
’t werd er altijd minder van.

Speelgoed deelde hij een poosje
met zijn zusje. Tot zijn spijt
nam ze zelfs zijn nieuwste doosje
met tien pijpjes wascokrijt.

En zijn bloed begon te koken
toen ze dat terugbracht want
ieder krijtje was gebroken,
twintig brokken in zijn hand.

Na zijn angstaanjagend zwijgen
wees zijn zus hem op de spreuk.
Als je delend meer wilt krijgen,
moet je delen door een breuk.

Marjolein Kool

Uit: Drs. P & Marjolein Kool, Wis- en natuurlyriek, p. 119  
(nijgh & Van Ditmar, 2000)


