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Nick heeft vijf verschillende cijfers a, b, ¢, d en e,
met a # 0. Hij gooit ze een beetje door elkaar, en

ziet dat
6abcde = cbade

Welke cijfers heeft Nick gekozen?
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Kun je deze figuur
in één keer tekenen
zonder je pen van

<> het papier te halen?

Los je graag puzzels en wiskundige problemen op?
Dan is wiskundekamp misschien wel iets voor jou.
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DE BESTE NORMERING

DE ONTCIJFERING
VAN HET LINEAIR B

De schijf van Phaistos, gevonden op Kreta en
waarschijnlijk zon 3700 jaar oud, is op beide
kanten bedrukt met een soort hiérogliefen.
(Hoe) kun je deze tekst ontcijferen?
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Je rapportcijfer wordt berekend met behulp van De Hongaar Paul Erdds stond bekend om zijn
een (gewogen) gemiddelde. Is dat wel zo logisch? uitstekende intuitie. Toch had ook hij het soms
Bestaan er ook andere berekeningen die misschien bij het verkeerde eind. Zijn vermoeden over over-
geschikter zijn? dekkingssystemen is onlangs onderuit gehaald.
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33 Oplossing Pellpuzzel Omslagillustratie: tekens van oude kleitabletten.

Hl NIVEAUBALKJES Sommige pagina’s bevatten één of meer zwarte balkjes onder het paginanummer. Voor
Hl artikelen zonder balkje is geen specifieke voorkennis nodig. Artikelen met één balkje bevatten wiskunde uit
El de onderbouw. Artikelen met twee balkjes vereisen kennis uit de bovenbouw. Drie balkjes: net iets moeilijker.
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KLEINE NOOTJES

m door Jan Guichelaar

HOE VER KOMT DE SPRINKHAAN?

Een sprinkhaan springt op elke seconde 10 cm naar rechts
of naar links, met gelijke kans. Hoe groot is de kans dat hij
na vier sprongen op een afstand van 30 cm of meer van het
beginpunt is of is geweest?
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Kleine nootjes zijn eenvoudige opgaven die weinig of geen
wiskundige voorkennis vereisen om opgelost te kunnen worden.
De antwoorden vind je in het volgende nummer van Pythagoras.

VOLLE EMMER WATER
Valerie speelt met een emmer en water op het
strand. De emmer is geheel gevuld met water.
Ze gooit de helft eruit en doet er 1 liter bij.

Nu gooit ze er een derde deel uit en doet er weer
1 liter bij. Dan gooit ze er een kwart van het
water uit en doet er weer 1 liter bij. De emmer is
dan precies vol. Hoe groot is de emmer?

VIERKANT VULLEN

Op het blauwe veld van het 3 x 3-bord ligt een
stapel van negen schijven, genummerd 1 tot en
met 9, in willekeurige volgorde. (In het voor-
beeld ligt de 3 bovenop.) Je neemt er telkens
de bovenste schijf van af en doet daarmee het
aantal zetten dat erop staat. Een zet’ is: sprin-

gen naar een naastgelegen veld (niet schuin).
Je mag meerdere keren op hetzelfde veld ko-
men en onderweg ook op een veld waarop al
een schijf ligt. Dan laat je de schijf daar liggen
en neemt de volgende, tot en met de laatste.
Kun je het altijd voor elkaar krijgen dat aan
het eind op elk veld precies één schijf ligt?

OPLOSSINGEN KLEINE NOOTJES NR. 4

Zes keer delen. Een oplossing is: Hoe oud?

a = 354126 = 6 x 59021, De leeftijden van Daan en zijn vader zijn nu d en v.
b=35412 = 3 x 11804, Dan geldt: v+ 5=3(d + 5) env -5 =7(d - 5). Hier-
c=3542=2x 1771, uit volgt dat v = 40 en d = 10.

d=352=4x88,

e=35=7x5, Heen en weer.

f=5=5x1. Ja,als volgt: 0 6 >1>2>5>3->7-0.

De zeven afstanden zijn dan 6, 5, 1, 3, 2,4, 7.
Punten opsluiten.

Tweepersoonsbanken.
Er zitten 18 leerlingen in de klas: 12 meisjes en 6

L BN

jongens. In 4 banken zitten een meisje en een jon-

o o <§ o e gen, in 8 banken alleen een meisje en in 2 banken
.00

alleen een jongen. In totaal zijn er 14 banken bezet.
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Voor elk vak weet je wel wat je aan het eind van het jaar moet doen om minstens een 8 te
staan. Heb je je wel eens afgevraagd waarom we voor deze berekening altijd het gemid-
delde nemen? Is dat wel zo logisch? Bestaan er ook andere berekeningen die misschien

geschikter zijn?
m door Derk Pik

DE BESTE NORMERING

Stel, je volgt een zeker vak gedurende het hele
schooljaar. Er worden in totaal vijf cijfers gegeven en
als eindcijfer telt het gemiddelde. In het begin gaat
het helemaal niet goed: je haalt een 2 en een 1. In
de kerstvakantie besteed je al je tijd aan dit vak en
prompt haal je een 7. Daarna volgt nog een 6. Om nu
nog op een voldoende (5,5) uit te komen moet je een
5x5,5-(2+1+7+6)= 11,5 halen: onmogelijk.

Het kan natuurlijk best redelijk zijn dat je uit-
eindelijk een onvoldoende krijgt: als de eerste twee
repetities over heel andere dingen gaan dan de rest,
heb je van tweevijfde deel van de stof echt niets be-
grepen. Als echter het hele jaar door hetzelfde on-
derwerp wordt behandeld waarbij er alleen steeds
dieper op de stof wordt ingegaan, is deze norme-
ring niet goed. Aan het eind heb je immers vol-
doende beheersing verworven!

Op veel scholen heeft de laatste toets van het
jaar een groter gewicht. Als de laatste toets drie keer
meetelt, moeten we de vergelijking

7x55-(2+1+7+6)=3x

Figuur 1 In de grafiek zijn de cijfers 2, 1,7, 6, en 9
naast elkaar weergegeven. Het gemiddelde is 5.
De totale afstand tot dit gemiddelde is 14.

oplossen, waarbij x het cijfer voor het laatste proef-
werk is. Nu moet je een 7,5 halen, hetgeen wel zal
lukken gezien je voorgeschiedenis. Het nadeel van
dit gewogen gemiddelde is dat het niet veel zin lijkt
te hebben om meteen hard te gaan werken.

MEDIAAN Wat gebeurt als er een andere norme-
ring geldt? Wat zou je krijgen als je eindcijfer bij-
voorbeeld de mediaan is van al je cijfers? Om de
mediaan te bepalen, zet je alle getallen eerst in een
stijgende rij. Als het aantal getallen oneven is, neem
je de middelste waarde, en anders het gemiddelde
van de middelste twee waarden. De mediaan van 2,
1,7, 8, 4 (vijf getallen) is 4, want het middelste getal
van de stijgende rij 1, 2, 4, 7, 8 is 4. De mediaan van
de rij van vier getallen 3, 2, 5, 6 (vier getallen) is 4,
want de stijgende rij is 2, 3, 5, 6 en het gemiddelde
van 3 en 5 is 4.

Voor jou betekent deze normering dat je voor de
laatste toets nog hard aan de slag moet. Haal je een
5 of minder, dan levert de mediaan een onvoldoen-
de en haal je een 6 of meer, dan is het middelste ge-

Figuur 2 In de grafiek staan weer de getallen 2, 1,
7,6, en 9. De totale afstand tot de waarde 6 is 13!
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tal van de geordende rij een 6, en dus eindig je met
een voldoende.

Ook deze normering heeft nadelen. Stel, je haalt
de eerste helft van het schooljaar drie zessen achter
elkaar, dan kan je niets meer doen om je resultaat
te veranderen. Haal je nog twee onvoldoendes, dan
sta je toch een 6 en haal je nog twee tienen, dan sta
je ook een 6. Dit lijkt erg onbevredigend. Deze nor-
mering lijkt vooral geschikt als van vijf taken er ten
minste drie voldoende moeten worden gemaakt.
Ook is deze normering erg ongevoelig voor uit-
schieters. Als je een keer een 1 haalt, maakt dit niets
uit, net zoals het geen invloed heeft wanneer je één
keer een 10 hebt.

MINIMUM EN MAXIMUM Als het de bedoeling
is dat iemand élle taken op een voldoende manier
beheerst, is de minimumnorm geschikt. Daarbij is
je cijfer het minimum van alle behaalde cijfers. Met
deze normering was het jaar met het behalen van
een 1 als eerste cijfer na de eerste repetitie al afgelo-
pen! (Herkansingen zijn in dit geval geen overbo-
dige luxe.)

Het andere extreem is de maximumnorm: je cij-
fer is het maximum van alle resultaten. Dit is een ge-
schikte norm als de leraar de klas wil opzwepen tot
grote prestaties. Na één voldoende ben je al binnen,
natuurlijk. Deze norm geeft daarom aanleiding tot
heel moeilijke proefwerken. Ook theorie-examens
bij rijles hebben een soort maximumnormering;: je
doet net zo lang examen totdat je het haalt: je maxi-
mum moet boven een zekere voldoende uitkomen.

Een combinatie van de bovenste twee norme-
ringen is het gemiddelde van het maximum en het
minimum van je behaalde cijfers. Als je bij deze
normering al drie vijven hebt gehaald, hoef je toch
maar één 6 halen om weer voldoende (5,5) te staan.
Bij deze normering moet je wel uitkijken voor zwa-
re onvoldoendes. Om een 1 weg te werken, moet je
een 10 halen.

HET BEOORDELEN VAN EEN NORMERING
Al deze normeringen hebben hun voor- en nade-
len. Het is best vreemd dat juist het gemiddelde zo
populair is.

We kunnen een normering beoordelen door te
meten hoe ver deze normering van de resultaten af-
ligt. We doen dit aan de hand van de voorbeeldrij 2,
1,7,6,9.In figuur 1 zie je dat de totale afstand tot
het gemiddelde 14 is.

Stel, we vinden dat bij deze resultaten toch beter
de normering 6 past. We berekenen weer de totale
afstand, maar nu tot de 6. We zien tot onze verba-
zing dat dit 13 is (zie figuur 2). Kunnen we nog een
betere waarde verzinnen?

Figuur 3 A(x) neemt een minimum aan voor x = 6.

KLEINSTE AFSTAND We zoeken nu de waarde
die de kleinste totale afstand heeft tot de getallen
2,1,7,6,en9. De vraag wordt: voor welke x is de
som van alle afwijkingen tot x zo klein mogelijk?
De functie

AX)=|x=2|+|x -1+ |x-7| +|x-6] + |x- 9|

telt alle afstanden tot het cijfer x op. Wat is het mi-
nimum van deze functie?

In figuur 3 zie je de grafiek van A. Op de hori-
zontale as staat x. We zoeken de x waarvoor A(x)
minimaal is. De grafiek van A ziet er uit als een
hoekige parabool bestaande uit rechte stukken.

We zien dat het minimum wordt aangenomen voor
x = 6. Kunnen we dit bewijzen?

ABSOLUTE WAARDE De afstand tussen twee
getallen kun je handig berekenen met de abso-
lute waarde. De absolute waarde van een getal

is gelijk aan het getal zelf als het groter is dan of
gelijk aan 0, en gelijk aan dit getal met een min-
teken als het getal kleiner is dan 0. In formule-
vorm:

_[x (x20),
#= { -x (x<0).
Dus |3| =3 en|-2|=2.

De afstand tussen twee getallen x en y is ge-
lijk aan het grootste min het kleinste. Je kan
deze afstand uitdrukken als |x - y|. Immers, als
x2y,danis |x-y|=x-yenalsx<y,danis
|x = y| = =(x = y) = y - x: in beide gevallen het
grootste min het kleinste.
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We zullen aantonen dat de functie A(x) een mi-
nimum aanneemt voor x = 6. Als x > 9 dan zijn alle
uitdrukkingen tussen de absolute-waardetekens
groter dan of gelijk aan 0, dus

Ax)=x-2)+(x-1)+(x-7)+
(x-6)+ (x-9)=5x-25.

Als 7 <x<9,danis

Ax)=(x-2)+(x-1)+(x-7)+
(x-6)+(9-x)=3x-7.

We komen tot de volgende tabel voor A(x):
-5x+25 (x<1),

-3x+23 (1<x<2),
-x+19 (2<x<6),

Alx) =
) x+7  (6<x<7),
3x-7  (7<£x<9),
5x-25 (9<x).

De functie A(x) is continu, aan de linkerkant van
x = 6 dalend, en stijgend aan de rechterkant van 6.
Zij heeft dus een minimum voor x = 6.

We zien dat het minimum precies wordt aange-
nomen in de middelste waarde van derij 1, 2, 6, 7,
9. Dit is de mediaan van derij 2,1, 7, 6, 9.

Deze redenering kunnen we met niet veel moei-
te generaliseren naar een willekeurig aantal punten.
Als we met een even aantal punten starten, is de
grafiek van de functie A in het midden horizontaal
(zie figuur 4).

HET GEMIDDELDE We hebben gezien dat de
som van de absolute waarden van de afwijking mini-
maliseert voor de mediaan en niet voor het gemid-
delde. Is er ook zon functie voor het gemiddelde?

1 2 3 4 5 3 7 8 9 10

Figuur 4 Bij een even aantal waarden is de grafiek
van de functie A, hier afgebeeld voor de waarden
1,2,3,5,5,5, in het midden horizontaal. De medi-
aan is bij afspraak het gemiddelde van de middel-
ste twee waarden (hier 4).

De functie A(x) uit de vorige paragraaf is hoe-
kig. Een eenvoudige functie die dit niet heeft, is de
som van de kwadratische fouten:

Kx)=(x-2)2+x-1)2+(x-7)2+
(x - 6)2 + (x - 9)2
=5x2-2Q2+1+7+6+9x+
22412472+ 62492,

Deze functie heeft als grafiek een dalparabool met
Xtop = 2+ 1+7+6+9)/5=05 (zie figuur 5). Dit is
het gemiddelde van de getallen 2, 1, 7, 6 en 9! Ook
deze berekening is gemakkelijk aan te passen voor
andere aantallen getallen.

HET GEMIDDELDE VAN HET MAXIMUM
EN MINIMUM De functie

M(x) = max{|x - 1|, |x - 2|, |[x - 6|, |[x = 7|, |x - 9|}

registreert de maximale afwijking van een norme-
ring x. We kunnen deze functie veel eenvoudiger
schrijven. In figuur 6 is de rode lijn de grafiek van
de functie M en de blauwe lijnen zijn de grafieken
vany=x-ltotenmety=x-9envany=—(x-1)
toten met y = —(x - 9).

We berekenen het snijpunt van de twee bovenste
lijnen: we lossen op 9 — x = x — 1. Dit geeft het ge-
middeldevan1en 9: x=(9 + 1)/2=5.

Om de functie M eenvoudiger te schrijven, bere-
kenen we M voor x < 5 en voor x > 5. Neem eerst
x<5.Inditgevalis 2x < 10 en x < 10 — x en dus
x - 1<9 - x. Hieruit volgt dat

9-x2x-12...2x-7.

1604
1404
120
100§
80
604
404

20

T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figuur 5 Het gemiddelde 5 minimaliseert de som
van de kwadratische fouten.
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Figuur 6 Afgebeeld zijn de grafieken van
y=x-1totenmety=x-9vany=—(x-1)tot
en met y = —(x— 9) (blauw gestippeld) en van de
functie M (rood).

Natuurlijk is ook
9-x27-x2..21-x
Uit het bovenstaande volgen de ongelijkheden

9-x2|x-1,9-x2x-2|,
9-x2|x-6[,9-x=|x-7|

Verder is 9 - x = |x - 9]. We concluderen voor
x <5dat

9 - x=max{|x - 1|, |x - 2|, |x - 6], |[x - 7], |x - 9|}
Als x > 5, dan is met een soortgelijke redenering

x-1= max{|x{— 1, |x=2|, |x-6| |x=7|, |x- 9]}
We kunnen de functie M schrijven als

M(x) = 9-x (x<5),
-1 (x>5)

en zien meteen dat de functie M een minimum
heeft bij x = 5.

De redenering die we gevolgd hebben om aller-
lei normeringen te beoordelen, geeft inzicht waar-
om er kwadraten voorkomen in de formule voor de
variantie bij de kansrekening.

KANSREKENING We zullen nu laten zien dat de
formule voor de standaardafwijking en variantie,
waar kwadraten in voorkomen, niet nodeloos inge-
wikkeld is en op een natuurlijke manier hoort bij de

verwachting.

Stel, we hebben een experiment met een ein-
dig aantal uitkomsten x;, x5, ..., x;,. De kans op uit-
komst x; geven we aan met P(X = x;) = p;. De kan-
sen tellen op tot 1, dus

n
Y pi=l
i=1
De verwachting is per definitie gelijk aan

E(X):Z pi'xi.
i=1

De verwachting is eigenlijk een theoretisch gemid-
delde. De meest gebruikte maat voor de afwijking
van het gemiddelde is de standaardafwijking o.
Deze o is, per definitie, gelijk aan de wortel van de
variantie Var X, waarbij

n
Var(X)=Y p;-(x; —E(X)).
i=1
Hierin kan je de som van de kwadratische afwijkin-
gen van het gemiddelde herkennen. De kansen p;
geven aan hoe zwaar je elke kwadratische afwijking
moet meetellen. Wat heeft nu deze standaardafwij-
king te maken met het gemiddelde?
We berekenen de waarde s, waar de functie

n
2
f&)=X pi-(x; =)
i=1
een minimum aanneemt. We herschrijven deze
functie als volgt:

f(s)= Zn: pi(s* =2x;-5+x7)

i=1

= (i Pi)sz —(2§ pixi)wi pixi

i=1 i=1 i=1

=32 —[22 pixi]s+z pi-x?.

i=1 i=1

De functie heeft als grafiek een dalparabool met

n
Stop =2 PiXi-
i=1
Dit is precies de formule voor de verwachting E(X).
De verwachting minimaliseert de formule voor de
variantie. Vanzelfsprekend is de functie Vf(s) dan
ook minimaal voor s = E(X).

Op deze manier kun je begrijpen dat de varian-
tie, en daarmee ook de standaardafwijking, op een
natuurlijke wijze de spreiding ten opzichte van het
gemiddelde weergeeft. m
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Niet alleen bij inlichtingendiensten speuren crypto-analisten naar patronen in onbegrijpe-
lijke tekenrijtjes, in de hoop de sleutel te vinden waarmee ze de vijandelijke code kunnen
breken. Kleitabletten van verdwenen beschavingen stellen soms minstens zo hoge eisen

aan de vindingrijkheid van ontcijferaars.
m door Marco Swaen

DE ONTC

VAN HET L

Opgravingen over de hele wereld hebben duizen-
den langere en kortere tekstfragmenten opgeleverd
in onleesbare schriften. Beroemd is de schijf van
Phaistos, gevonden op Kreta en waarschijnlijk zon
3700 jaar oud (zie figuur 1). De schijf van gebak-
ken klei is op beide kanten voorzien van een soort
hiérogliefen. De totale tekst bestaat slechts uit 241
tekens. Omdat de tekst zo kort is, zijn er ontelba-
re mogelijkheden om hem te interpreteren. De een
ziet er een sterrenkaart in, de ander het verslag van
een veldtocht, een brief van koning Nestor, of - ui-
teraard — een boodschap van buitenaardse wezens.
Serieuze deskundigen zijn het erover eens dat je be-
hoorlijk veel tekst nodig hebt om op deze manier
een onbekend schrift te kunnen ontcijferen, veel
meer dan de 241 tekens op de Phaistosschijf.

JFERING
NEA

Figuur 1
De schijf van Phaistos

LINEAIR B Meer kans op ontcijfering maakte
daarmee het schrift dat de Engelse diplomaat en
avonturier Arthur Evans (1851-1941) in 1900 aan-
trof op honderden kleitabletten, toen hij opgravin-
gen deed naar het paleis van Knossos, nabij Hera-
klion op het eiland Kreta. Het paleis zou hebben
toebehoord aan de mythische koning Minos, van-
daar de term Minoische beschaving. Evans stelde
vast dat het op de kleitabletten van Knossos om
twee verschillende schriften ging: een ouder, dat hij
‘lineair A’ noemde, verdrongen door een jonger: het
‘lineair B. Het woord lineair koos Evans omdat de
tekens opgebouwd zijn uit lijntjes die in de klei ge-
krast werden, in tegenstelling tot de hiérogliefach-
tige tekens die de Minoérs al voor het lineair A en
B gebruikten.
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Figuur 2 Een tablet in lineair B

In figuur 2 is een tablet in lineair B afgebeeld.
Van vondsten op andere plaatsen in dat deel van
de wereld weten we dat zulke tabletten werden ge-
bruikt om bij te houden wat er het paleis in- en uit-
ging. Door goed te kijken naar zulke tabletten is
vast te stellen in welke richting geschreven werd,
wat de woorden zijn en hoe getallen werden geno-
teerd (zie figuur 6 op pagina 11).

LETTERGREPENSCHRIFT De eerste stap naar
ontcijfering is het opstellen van een lijst van de ge-
bruikte tekens. Aan de hand van het totaal aantal
verschillende tekens kan worden bepaald om wat
voor type schrift het gaat. Zijn er veel verschillen-
de tekens (in de duizenden), dan heb je te maken
met een karakterschrift. In zo'n schrift stelt elk te-
ken een begrip voor. Worden er maar heel weinig
verschillende tekens gebruikt (minder dan 40), dan
heb je hoogstwaarschijnlijk te maken met een alfa-
bet; de tekens zijn dan letters.

Ligt het aantal tekens tussen die twee in, dan
moet je denken aan een syllabenschrift: elk teken is
dan een lettergreep. Zulke schriften komen tegen-
woordig niet veel voor, maar waren in de Oudheid
heel gebruikelijk tot de uitvinding van alfabetten.

Evans’ lijst telde zo'n 200 tekens. Daarvan was
meer dan de helft duidelijk karakterschrift: symbo-
len voor de categorieén die op de tabletten geteld
werden, zoals paarden, koeien, harnassen, helmen

en allerlei vaatwerk. Deze tekens staan aan het eind
van een regel bij een aantal en worden vrijwel nooit
direct gecombineerd met de andere tekens. In fi-
guur 2 is dat bijvoorbeeld het teken voor ‘man’ op
de vierde regel van onder.

Er blijven dan nog zon 80 a 90 tekens over,
waarmee woorden geschreven zijn, en die dus
waarschijnlijk klanken weergeven. Voor een alfa-
bet is dit aantal zoals gezegd erg hoog; daarom ging
men ervan uit dat het lineair B een lettergrepen-
schrift was. Een tweede aanwijzing is dat de woor-
den uit 2 tot 5 tekens bestaan; dat komt overeen
met het aantal lettergrepen dat een woord gewoon-
lijk heeft.

CYPRIOTISCH Het lineair B was misschien niet
verdwenen bij de ondergang van de Minoische be-
schaving, want op Cyprus werd later een schrift ge-
bruikt dat er sterk aan doet denken. Dit Cypriotisch
schrift werd een tijd lang naast het Griekse alfabet
gebruikt, met behulp van tweetalige inscripties was
het al in de jaren zeventig van de negentiende eeuw
ontcijferd.

Het Cypriotisch is een lettergrepenschrift dat al-
leen tekens heeft voor open lettergrepen van het
type m-k: medeklinker-klinker. Het heeft dus te-
kens voor lettergrepen zoals ka, sa, ta, ki, si, ti. Om
woorden toch met een klinker te kunnen laten be-
ginnen, zijn er ook tekens voor de losse klinkers: a,
i, 0 enzovoort.

Voor de meeste talen is zon schrift niet geschikt,
omdat in principe de klinkers en medeklinkers om-
en-om moeten staan, en de laatste letter geen me-
deklinker kan zijn. Toch werd met het Cypriotisch
een oud soort Grieks geschreven, waarin meerdere
medeklinkers achter elkaar kunnen staan. Om zul-
ke woorden toch te kunnen schrijven, voegde men
‘dode’ klinkers in. Een woord als ‘ptolis’ schrijf je
dan als ‘po-to-li-se.

ZEKER GEEN GRIEKS Als het Cypriotisch ge-
bruikt werd om Grieks te schrijven, dan misschien
het lineair B ook wel. Van deze mogelijkheid wil-
de Evans echter niets weten. In Knossos had hij de
overblijfselen van een hoge beschaving blootgelegd
die van oorsprong niet-Grieks was.

De vondsten op het Griekse vasteland uit dezelf-
de periode, zoals in Mycene, staken hier schamel bij
af. Hij kon zich niet voorstellen dat de superieure
Minoérs hun boekhouding deden in de taal van het
minder ontwikkelde vasteland.

PATRONEN Als je eenmaal weet welke taal met
een bepaald schrift geschreven wordt, kun je bij-
zonderheden van die taal benutten bij de ontcijfe-
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Figuur 3 Voorbeelden van Kober-tripletten

triplet 2 triplet 3

ring. Je weet bijvoorbeeld wat de korte woordjes
zijn die veel worden gebruikt en kunt die dan gaan
zoeken in de tekst, zodat je de klankwaarde van die
tekens kunt raden. Het probleem met de lineaire
schriften was dat men noch wist welke taal er met
de tekens geschreven werd, noch hoe die tekens uit-
gesproken moesten worden.

Het was een jonge classica uit de Verenigde Sta-
ten die de weg wees hoe je in zon situatie toch tot
ontcijfering kunt komen. Alice Kober (1906-1950)
was vanaf haar studietijd gefascineerd door het li-
neair B. Om dit schrift te ontcijferen verdiepte zij
zich eerst in de oude talen van het Middellandse
Zeegebied, in archeologie, taalkunde en statistiek.
Vervolgens wilde zij via statistische analyse van
de tabletten algemene patronen opsporen die licht
werpen op de gebruikte taal of de inhoud van de
teksten. Op zon 180.000 kaarten archiveerde zij
hoe vaak elk van de tekens in bepaalde posities van
de woorden voorkwam, in combinatie met welke
tekens, in welke context. Via deze analyses kwam
zij al vroeg tot de conclusie dat de taal van het line-
air A niet dezelfde kon zijn als die van het lineair B.

KOBER-TRIPLETTEN Het belangrijkste dat haar
methode opleverde waren de zogenaamde Kober-
tripletten. Dat zijn drietallen woorden die op elkaar
lijken en steeds op dezelfde manier in contexten
staan. Het enige verschil zit in hun laatste en even-
tueel voorlaatste teken. In figuur 3 zie je een paar
voorbeelden.

Volgens Kober ging het hier om verbuigingen
of vervormingen van eenzelfde woord. Zou het om
latijn gaan dan zou zon drietal bijvoorbeeld kun-
nen zijn: domini, domino, domine. Geschreven met
open lettergrepen is dat: do-mi-ni, do-mi-no, do-
mi-ne.

Let op wat er bij zon verbuiging met de laatste
lettergreep gebeurt. De medeklinker n hoort nog bij
de stam van het woord en blijft onveranderd, ter-
wijl de klinker wel verandert. Zonder dat je weet
voor welke lettergrepen de achterste tekens staan,
weet je nu wel dat ze alle drie beginnen met dezelf-
de medeklinker. Ook is waarschijnlijk de klinker
van het een-na-laatste teken in elk van deze triplet-
ten hetzelfde.

Kober werkte dit idee verder uit als een matrix.

Kolommen zijn dan voor tekens die dezelfde klin-
ker hebben, en rijen voor gelijke medeklinkers. De
matrix die Kober in 1948 publiceerde (zie figuur 4)
bevatte maar tien tekens, maar dat bleek genoeg
voor een doorbraak in de verdere ontcijfering.

Zou je van een van de tekens de uitspraak weten,
dan had je direct de klinker van een hele kolom,
en de medeklinker van een rij. Kober maakte zelf
niet mee hoe via dit principe het lineair B ontcijferd
werd: zij werd ernstig ziek en overleed al in 1950.

Degene die de hele matrix uiteindelijk wist in te
vullen was Michael Ventris (1922-1956), een Brit-
se architect die vanaf 1950 ononderbroken aan de
ontcijfering van het lineair B werkte. In 1939 was
een grote partij tabletten gevonden bij Pylos op het
Griekse vasteland, in vrijwel hetzelfde schrift als de
Knossos-tabletten. Ventris had het voordeel dat hij
deze nieuwe tabletten kon betrekken in de statisti-
sche analyses.

klinker 1 klinker 2

medeklinker 1

medeklinker 2

medeklinker 3

medeklinker 4

B XED
D= T —H

medeklinker 5

Figuur 4 De Kober-matrix

BEGINNEN MET PLAATSNAMEN Kober had
met haar tripletten de klankwaarden van de tekens
aan elkaar gekoppeld. Om het mechaniek nu in
werking te zetten was het zaak van buitenaf enkele
beginwaarden te achterhalen. Ventris had diverse
ingangen. Ten eerste bedacht hij dat tekens voor
losse klinkers (dus a, e, 0 enzovoort) vooral aan het
begin van woorden moesten voorkomen, en veel
minder vaak op een tweede of latere positie. In een
m-k-lettergrepenschrift krijgt een woord dat begint
met een klinker automatisch een klinkerteken
voorop. Verderop in het woord worden de klinkers
meestal voorafgegaan door een medeklinker, en
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Figuur 5

vormen daarmee dan een lettergreep. Zo had hij
drie kandidaat-klinker-tekens, waarvan een het te-
ken | was.

Een tweede ingang waren de klankwaarden van
tekens in het Cypriotisch die veel leken op tekens in
het lineair B. Zo dacht Ventris de tekens voor na en
voor ti te kunnen lezen, en dat bracht hem via Ko-
ber-tripletten op het vermoeden dat ' stond voor
ni.

De derde ingang waren plaatsnamen. Plaats-
namen veranderen namelijk in de loop van de tijd
maar langzaam, ook als de ene taal door de ander
wordt verdrongen. Kretenzische plaatsnamen die
misschien nog stamden uit de Minoische tijd waren
onder andere Knossos en Amnisos.

Welke tekenrijtjes op de tabletten zouden ech-
ter staan voor zulke plaatsnamen? Daar had Ven-
tris geluk. Het viel hem op dat net vijf tripletten
die Kober in haar laatste artikel noemde helemaal
niet voorkomen op de tabletten uit Pylos. Dat zou
kunnen komen omdat het plaatsnamen zijn die in
Knossos wel belangrijk waren, maar op het vaste-
land niet.

In mei 1952 besloot hij de vijf potentiéle plaats-
namen nader te onderzoeken. Een van de vijf was
TR, Deze begon met een klinker (de T) en had
als derde lettergreep * = ni. Dat zou dus Amnisos
kunnen zijn, of geschreven in open lettergrepen:
a-mi-ni-so. De consequentie was dat dan%/ mi en
= = so. Vulj je deze in Kobers matrix in, dan volgen
ook: # = si en I} = no. Daarmee waren de laatste
twee tekens van PUL7 dus no-so. En dat bracht
hem op ko-no-so, dus Knossos.

In dat weekend leidde Ventris de klank van zon
15 tekens af en ging daarmee ten slotte ook gewone
woorden lezen. Hij vond onder andere ke-ra-me-u
en i-e-re-u, woorden die hij met zijn beperkte ken-
nis van oud-Grieks toch onmiddellijk herkende als
kerameus (pottenbakker) en hierets (priester). Op
1 juli 1952 maakte Ventris in een speciale uitzen-
ding van de BBC bekend dat de taal van het lineair
B toch Grieks was.

PROEF OP DE SOM De ontcijfering die Ventris
voorstelde werd door lang niet iedereen onmiddel-
lijk omarmd. De meeste woorden moest je wel erg
vervormen om ze Grieks te laten lijken. En waar

ke-re-si-jo

we - ke drievoet 2

waren de lidwoorden die het Grieks zo graag ge-
bruikt?

Alle kritiek verstomde echter bij de transcrip-
tie van een tablet dat recentelijk in Pylos was op-
gegraven. In dat tablet stond onder andere de regel
die in figuur 5 is afgebeeld. In het Grieks is een tri-
pos een drievoetige vaas, en is ‘tripode’ de speciale
meervoudsvorm voor twee van zulke vazen. Aan
het eind van de regel staat de drievoetige vaas afge-
beeld met daarachter het cijfer 2. Op hetzelfde ta-
blet staan ook drinkbekers afgebeeld met daarnaast
het woord di-pa. In Homerus heet een drinkbeker
een ‘depas. Daarmee stond definitief vast dat Ven-
tris het bij het rechte eind had. m
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Figuur 6 Enkele ontcijferingen van het tablet in figuur 2
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In mei vorig jaar vond in Brugge de zesde editie van de Benelux Wiskunde Olympiade plaats.
Van de vier opgaven die de deelnemers voorgeschoteld kregen, werden er twee bedacht
door Merlijn Staps, trainer bij de Nederlandse Wiskunde Olympiade. Samen met Daniél
Kroes, eveneens trainer en een van de begeleiders van het Nederlandse team bij deze wed-
strijd, bespreekt hij in dit artikel een van deze opgaven.

m door Merlijn Staps en Daniél Kroes

§PELEN‘I\/IET FIC%

Opgave 2 (BxMO 2014) I

Zij k 2 1 een geheel getal. We beschouwen 4k fi-
ches, waarvan er 2k rood zijn en 2k blauw. We
kunnen een rijtje van deze 4k fiches veranderen
in een ander rijtje door een zogenaamde zet, die
bestaat uit het omwisselen van een aantal (mo-
gelijk één) opeenvolgende rode fiches met een
gelijk aantal opeenvolgende blauwe fiches.

We kunnen bijvoorbeeld in één zet het rijtje
rbbbrrrb veranderen in rrrbrbbb, waarbij r staat
voor een rood fiche en b voor een blauw fiche.
Bepaal het kleinste getal # (als functie van k)
zodanig dat, ongeacht met welk rijtje van deze
4k fiches we beginnen, we ten hoogste # zetten
nodig hebben om het rijtje te bereiken waarvan
de eerste 2k fiches allemaal rood zijn.

ES
O
O

Zoals wel vaker handig is bij olympiade-opgaven,
beginnen we ook hier maar eens met een aantal
kleine gevallen. Als k = 1 beginnen we met 4 fiches
op een rij, waarvan er twee rood zijn en twee blauw.
De vraag is hoeveel zetten we nodig hebben om dit
rijtje te veranderen in het rijtje waarvan de eerste
twee fiches rood zijn. Dit aantal hangt natuurlijk

af van hoe het rijtje er aanvankelijk uit ziet. Als de
eerste twee fiches aan het begin al rood zijn, hoeven
we helemaal geen zetten te doen. Als de eerste twee
juist blauw zijn, kunnen we deze in één zet verwis-
selen met de twee rode fiches en zijn we ook klaar.
En het laatste geval: als precies één van de eerste
twee fiches blauw is, kunnen we dat fiche omwisse-
len met het juiste rode fiche zijn we ook in één zet
klaar. Dus als k = 1, is het maximale aantal zetten
dat we nodig hebben (n), gelijk aan 1.

beginsituatie . . . . . . . .
- v w2

na‘lzet........

-~

na 2 zetten ........

Figuur 1
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Als k = 2 hebben we in totaal 8 fiches. We kijken
weer hoeveel van de eerste 4 fiches aan het begin al
rood zijn:

« als deze fiches allemaal rood zijn, hebben we 0
zetten nodig;

« als er van deze fiches 3 rood zijn, hebben we 1 zet
nodig;

« als er van deze fiches 2 rood zijn, kunnen we de 2
andere fiches één voor één wisselen en hebben we
aan 2 zetten genoeg (zie figuur 1);

« als er van deze fiches 1 rood is, hebben we ook
aan 2 zetten genoeg (zie figuur 2): we kunnen in
één zet ervoor zorgen dat de eerste 4 fiches blauw
zijn en vervolgens verwisselen we alle blauwe fi-
ches met alle rode fiches;

« als al deze fiches blauw zijn, hebben we aan 1 zet
genoeg.

Het maximaal aantal benodigde zetten is dus 2, met

andere woorden: voor k = 2 geldt dat n = 2.

ALGEMEEN Voor k=1 en k=2 geldt dus: n = k.
Zou het misschien zo zijn dat dit in het algemeen
geldt, dus dat k het maximale aantal zetten is dat
nodig is als we beginnen met 4k fiches? Om dat te
bewijzen moeten we twee dingen laten zien:

« als we beginnen met een willekeurige rij van 4k
fiches, kunnen we altijd in k zetten de gewenste
eindsituatie bereiken;

« er bestaat een beginsituatie met 4k fiches waarin
minder dan k zetten niet volstaan om de eindsitu-
atie te bereiken.

We beginnen met dat eerste; we gaan dus op zoek

naar een strategie waarbij we altijd in k zetten klaar

zijn. Bekijk eerst het geval dat er minstens k rode

NEDERLANDSE
WISKUNDE
OLYMPIADE

fiches in de eerste helft liggen. Dan liggen er dus
hoogstens k blauwe fiches in de eerste helft en er
liggen net zo veel rode fiches in de tweede helft.

Nu kunnen we dus net als voor de gevallen k = 1 en
k = 2 deze rode fiches één voor één omwisselen met
de blauwe fiches uit de eerste helft. Omdat we maar
hooguit k fiches hoeven om te wisselen, kunnen we
in deze situatie dus met hooguit k zetten klaar zijn.

En wat nu als er minder dan k rode fiches in de
eerste helft liggen? Als er geen rode fiches in de eer-
ste helft liggen, zijn we natuurlijk in één zet klaar.
Nu moeten we dus nog een strategie verzinnen
voor als er tussen de 1 en de k - 1 rode fiches in de
eerste helft liggen. Als we vergelijken met wat we
voor k = 2 in dit geval deden, zien we dat we op de-
zelfde manier de rode fiches uit de eerste helft één
voor één kunnen omwisselen met de blauwe fiches
uit de tweede helft. Dit kost ons dus hooguit k - 1
zetten en met 1 extra zet kunnen we nu alle rode fi-
ches omwisselen met alle blauwe, zodat we de ge-
wenste situatie bereiken in hooguitk-1+1=k
zetten. Dit betekent dat we nu een strategie heb-
ben gegeven waarmee we vanuit elke beginsituatie
in hooguit k stappen de gewenste eindsituatie kun-
nen bereiken.

Om te laten zien dat n = k ook de kleinste waar-
de van 7 is zodat we altijd de gewenste eindsitu-
atie kunnen bereiken, moeten we nog een beginsi-
tuatie aangeven waarvoor we minstens k stappen
nodig hebben om de eindsituatie te bereiken. Op
basis van de strategie weten we al dat in zon begin-
situatie in de linkerhelft de helft of één minder dan
de helft van de fiches rood moet zijn; in alle andere
gevallen zijn we met onze strategie namelijk al in

beginsituatie ........
nnlzet @ @ OO0 0O O O
na22etten........

Figuur 2
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Figuur 3

minder dan k zetten klaar. We gaan laten zien dat
als we uitgaan van de beginsituatie waarin de fiches
afwisselend blauw en rood zijn (waarbij het eerste
fiche blauw is), we niet in minder dan k stappen de
eindsituatie kunnen bereiken.

In figuur 3 is een mogelijke manier weergegeven
om voor k = 3 vanuit deze situatie de eindsituatie
te bereiken (de manier die daar gebruikt wordt is
niet de beste, want we weten al dat we de eindsitu-
atie in 3 stappen kunnen bereiken). Verder hebben
we voor elk van de tussensituaties drie grootheden
uitgerekend: het aantal kleurwisselingen W (oftewel
het aantal paren opeenvolgende fiches van verschil-
lende kleur), het aantal keer dat er een rood fiche
direct rechts van een blauw fiche ligt, en het aan-
tal blauwe fiches dat op een oneven positie ligt. Dit
zijn grootheden die in de beginsituatie groter zijn
dan in de eindsituatie en daarmee deze twee situa-
ties van elkaar onderscheiden.

Het blijkt dat met behulp van elk van deze
grootheden bewezen kan worden dat er voor deze
situatie minstens k zetten nodig zijn om de eind-
situatie te bereiken. We zullen aan de hand van de
eerste grootheid (W) voordoen hoe je zoiets kan
bewijzen. In de beginsituatie geldt W =4k - 1. In
de gewenste eindsituatie is W nog maar gelijk aan
1. In ons voorbeeld voor k = 3 zien we dat W ach-
tereenvolgens met 4, 2, 3 en 1 afneemt. Laten we
eens goed kijken wat er met W kan gebeuren als we
een zet doen. Er zijn hooguit vier plekken waar iets
kan veranderen: op de randen van de twee groepen
fiches die we verwisselen. Dit betekent dat W bij
elke zet maar met hooguit 4 kan afnemen (merk op
dat W ook zou kunnen toenemen; dat maakt niet
uit voor ons argument). Maar dan kan hijna k- 1
stappen dus met hooguit 4(k - 1) zijn afgenomen,
wat betekent dat W dan nog minstens gelijk is aan
4k — 1 - 4(k - 1) = 3, dus we kunnen onze eindsi-
tuatie nog niet bereikt hebben. Dit betekent dat we
voor deze beginsituatie inderdaad altijd minstens

k stappen nodig hebben om de eindsituatie te be-
reiken. Hiermee hebben we de opgave nu helemaal
opgelost.

VARIATIES Er zijn een aantal variaties op deze op-
lossing mogelijk: we kunnen ook alleen de wisse-
lingen waarbij een rood fiche direct rechts van een
blauw fiche ligt meetellen. Het aantal van deze wis-
selingen kan per zet maar met maximaal 2 afne-
men, maar is in de begin- en eindsituatie gelijk aan
respectievelijk 2k en 0. Ook dit laat zien dat er min-
stens k stappen nodig zijn. En ook door te kijken
naar het totaal aantal blauwe fiches dat zich op een
oneven positie bevindt, kunnen we laten zien dat
we in k - 1 stappen de eindsituatie nog niet kunnen
hebben bereikt.

Voor het bewijs dat er soms minstens k stap-
pen nodig zijn, hebben we dus een aantal verschil-
lende mogelijkheden. Laten zien dat we altijd in k
stappen de eindsituatie kunnen bereiken (ongeacht
de beginsituatie) kan ook op meer dan één ma-
nier. We schetsen hier een tweede strategie, naast
die aan het begin van het verhaal. We verdelen eerst
de 4k fiches in 2k groepjes van 2 naast elkaar lig-
gende fiches. Ga na dat nu een even aantal van deze
groepjes zowel een rood als een blauw fiche bevat.
Door telkens één fiche te verwisselen, maken we
hier groepjes van die 6f twee blauwe 6f twee rode
fiches bevatten, op zon manier dat de groepjes met
twee blauwe fiches zoveel mogelijk aan de rechter-
kant liggen. Nadat we dit gedaan hebben, bevat elk
groepje twee blauwe of twee rode fiches. We ver-
wisselen vervolgens telkens twee groepjes, zodat de
k meest rechtse groepjes allemaal blauw worden. Je
kunt dit zelf uitproberen op je favoriete beginsitu-
atie om te zien dat de eindsituatie inderdaad in niet
meer dan k zetten wordt bereikt. Om daadwerke-
lijk te bewijzen dat deze strategie altijd werkt, is wat
meer werk vereist. m
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m door Marc Seijlhouwer

Computer verslaat mens (ook) in games

Computers waren al beter dan mensen in schaken,
maar nu zijn ze ook bij videospelletjes ons de baas.
Britse informatici van het bedrijf Google Deep-
Mind bouwden een computer die met genoeg oefe-
ning boven de ‘high scores’ van de allerbeste men-
sen kunnen uitkomen.

De computerdeskundigen werkten met spel-
len die op de Atari 2600 werken, een van de eerste
spelcomputers, uit 1976. Het is de console waar-
op onder andere klassiekers zoals Space Invaders
en Breakout, het spelletje waarbij met een batje en
een bal een muur van stenen moet worden wegge-
speeld. Tegenwoordig zijn deze games overal gratis
te vinden, maar in de jaren zeventig waren ze state
of the art.

De simpele graphics zorgden ervoor dat de com-

puter zo goed kon worden. Het zelflerende compu-
terprogramma deed iets bijzonders: het leerde door
te kijken. Meestal zijn computers goed in iets door
de onderliggende regels te kennen en die vervol-
gens optimaal te gebruiken. In dit geval wilden de
onderzoekers echter dat de computer leerde zoals
een mens: door te kijken naar het scherm, dingen te
proberen en zo de ideale tactiek te achterhalen.

Het had succes, ook al duurde het even: na on-
geveer 600 spelsessies was de computer net zo goed
in het spel als de beste Atari-gamers ter wereld. Bij
Breakout bedacht de computer bijvoorbeeld dat je
het snelst alle steentjes wegspeelt door een gaatje
in de formatie te maken en het balletje bovenin op
zichzelf te laten rondstuiteren.

Wereldrecord Duitse metro dankzij algoritme

De Nederlandse wiskundestudent Loes Knoben is
erin geslaagd om alle stations van de S-Bahn, de
metro in Berlijn, te bezoeken in een recordtijd. De
23-jarige student volgt momenteel de master toe-
gepaste wiskunde aan de Universiteit Twente. In
samenwerking met haar stagebedrijf Zuse Institu-
te Berlin, een onderzoeksinstituut voor toegepaste
wiskunde, voerde ze de opdracht uit.

Voor haar metroreis gebruikte Loes een door
haarzelf bedacht algoritme dat berekent hoe je zo
efficiént mogelijk alle stations minstens één keer
bezoekt én waarbij alle connecties minstens één
keer worden bereden. De metrostations en metro-
lijnen strekken zich uit van het centrum van Ber-
lijn tot de omringende buitensteden. In totaal 332
kilometer en 166 stations. Loes deed het in 15 uur
en 4 minuten en was daarmee de snelste metrorei-
ziger ooit.

Eigenlijk had het nog sneller moeten gaan; vol-
gens het programma zou de reis zon 13 uur in be-
slag nemen. ‘De eerste 7 uur ging alles goed, vertelt
Loes. Helaas sloeg het noodlot toe: door een zware
storm werden delen van het metrostelsel afgesloten
en vielen er veel metro’s uit. Het zorgde voor bijna

twee uur vertraging. ‘Misschien moeten we in de
toekomst ook het weer meenemen in de berekenin-
gen, zegt ze. Toch was haar record alsnog twee uur
sneller dan de staande tijd.

Loes’ algoritme laat zien hoe wiskunde kan hel-
pen om sneller te reizen. Befaamd is het handelsrei-
zigersprobleem, dat in de context van de S-Bahn zo
luidt: hoe kun je zo snel mogelijk alle stations pre-
cies één keer aandoen? Van Loes moest elk station
én elke lijn minstens één keer worden bezocht. Voor
het handelsreizigersprobleem bestaat geen efficiént
algoritme en het is een van de grootste open vraag-
stukken in de wiskunde of zo'n efficiént algoritme
bestaat (men vermoedt van niet).

Loes voegde een paar handige voorwaarden toe
in haar algoritme. Zo was het reisschema dat uit de
computer rolde bestand tegen kleine vertragingen,
iets waar metros vaak last van hebben. Ook over-
stappen die érg krap leken, kregen een back-upplan.

Loes zal haar programma online zetten, zodat
elke metroreiziger straks zijn perfecte route kan
plannen. Overigens moet het officiéle Guinness
Book of World Records het record nog erkennen;
binnenkort wordt bekend of de poging geldig is.
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Voor grote
groepen is de kans
dat niemand zichzelf
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Uan

Wat is de kans dat van een groep leerlingen die allemaal op een willekeurige plek gaan
zitten niemand op zijn eigen plek terechtkomt? Of: wat is de kans dat niemand van die
leerlingen bij het trekken van Sinterklaaslootjes zijn eigen lootje trekt? Deze vragen kun-
nen we beantwoorden met behulp van zogeheten Rencontres-getallen.

m door Paul van de Veen en Paul Levrie

PETJE AF
VOO

De Zwitserse wiskundige Leonhard Euler (1707-
1783) heeft zoveel geschreven, dat volgens Wikipe-
dia het met de hand overschrijven van al zijn wer-
ken naar schatting vijftig jaar zou duren bij acht uur
schrijven per dag. Het feit dat zijn productiviteit
niet verminderde toen hij in 1776 volkomen blind
werd, is ronduit wonderbaarlijk.

Een van de onderwerpen waar Euler toe heeft
bijgedragen is combinatoriek. Je kent het onder-
werp al wel uit de wiskundeboeken: op hoeveel ma-
nieren kan een leraar 3 verschillende boeken verlo-
ten in een klas van 20 leerlingen? Op 20- 19 - 18 =
6840 manieren. En op hoeveel manieren kan er een
feestcommissie met 3 leden in de klas gekozen wor-
den? Op 20-19-18/(3 -2 - 1) = 190 manieren. De
deling door 3 - 2 - 1 is hier nodig omdat de volgorde
er niet toe doet: Anneke, Bas en Cees telt als het-
zelfde clubje als Bas, Cees en Anneke.

Maar neem nu eens een (Amerikaanse) school-
klas waar 20 leerlingen allemaal met een petje op
binnenkomen en hun petje in een grote mand gooi-
en. Aan het eind van de les deelt de leraar alle pet-
jes willekeurig weer uit. Op hoeveel manieren kan

n=2 n=3

12 1

L
()=

(w])n)
()N

Figuur 1

S CIEI

R EULER

dat zodat niemand zijn eigen petje terugkrijgt? Wat
is de kans dat niemand zijn eigen petje pakt?

Deze vraag stelde Pierre Raymond de Montmort
(1678-1719) zich in 1708 en hij loste 'm in 1713 ook
op. Je kunt dezelfde vraag op veel manieren stellen.
Wat is de kans dat 20 leerlingen die op een wille-
keurige plek gaan zitten geen van allen op hun ei-
gen plekje zitten? De Montmort zelf had het over
een kaartspel, Treize genoemd, met 13 kaarten, met
daarop de nummers 1 tot en met 13. De kaarten
worden gemengd. Hij vroeg zich af wat de kans was
dat voor geen enkele # tussen 1 en 13 de kaart met
nummer 7 op de n-de plaats zat in de stapel. Dit
spel werd soms ook Rencontres (Frans voor ‘ont-
moetingen’) genoemd.

RENCONTRES-GETALLEN Het aantal manieren
om # dingen om te wisselen zodat er precies k op
hun plaats blijven, stellen we voor door D), . De D
komt van het Engelse derangement, wat herschik-
king betekent. De getallen D, ; worden ook wel
Rencontres-getallen genoemd.

Wij willen het hebben over D,, , of kort geno-
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Figuur 2

teerd D,;: het geval dat de n dingen élle van plaats
zijn veranderd. We geven enkele voorbeelden, en
gebruiken hierbij het systeem met de kaarten van
De Montmort. In figuur 1 zie je alle mogelijkheden
voorn=2,n=3enn=4 Wevinden: D, =1,D; =
2 en Dy =9, en verder ook D5 = 44, Dg = 265, D; =
1854. Zoals vaak bij combinatorische vragen, loopt
het aantal heel snel op. Als je het zelf voor 5 of 6
elementen gaat natellen, zul je misschien de volgen-
de handige manier ontdekken om dat te doen. Je
mag de kaart met nummer 1 zeker niet op de eerste
plaats leggen. Voor die eerste plaats kan je kiezen
uit de andere # - 1 kaarten. Laten we zeggen dat je
de kaart met nummer 7 op de eerste plaats legt. En
dan kun je twee kanten op.

Keuze 1: De kaart met nummer 1 zou je op de i-de
plaats kunnen leggen. Je wisselt de plaatsen dus ge-
woon om. Alle n - 2 overblijvende kaarten moeten
dan ook nog van plaats gewisseld worden en dat
kan op precies D,,_, manieren.

Keuze 2: Je zou de kaart met nummer 1 ook net
niet op de i-de plaats kunnen leggen. Je hebt dan de
volgende situatie: je hebt nog n - 1 kaarten die zo
gelegd moeten worden dat de kaart met nummer 1
niet op de i-de plaats mag, en de overige n - 2 kaar-
ten mogen niet op hun eigen plaats terechtkomen.
Dan heb je dus n - 1 kaarten die niet op een be-
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R

M EE N EEIES

n-—

~E@MMN@@EDEIE)(=)e
—

w®MNEE@NEE)E=)
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paalde plaats mogen liggen. Dat kan op D,,_; ma-
nieren.

In figuur 2 illustreren we dit voor n = 5. Op de
lijnen met groen zit je met keuze 1, op de ande-
re met keuze 2. Onderaan staat in rood waar de 4
overblijvende kaarten niet mogen terechtkomen bij
het verwisselen. En zo ontdek je dat

Dﬂ = (I’l - 1)( Dn—l + Dn_z).

Het mooie is dat je D,, niet hoeft uit te tellen, maar
kunt berekenen uit de vorige waarden. Toen Euler
een tabel maakte van een aantal waarden viel hem
iets op:

D3=2=3-1-1=3D,-1,
Dy=9=4-2+1=4D3+1,
Ds=44=5.9-1=5D,-1,
Dg=265=6-44+1=6Ds + 1.

In het algemeen vind je zo:
D,=nD,_; +(-D".
Je kunt op verschillende manieren aantonen dat

deze tweede formule ook echt klopt. De lezers die
de details willen weten, vinden een bewijs in het
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Uan

kader hiernaast.

Met deze laatste formule kan je D,, berekenen
uit één vorige waarde in plaats van twee. Nog mooi-
er zou een algemene formule zijn waar je alleen
maar # hoeft in te vullen. Ook die vond Euler, en je
komt zelf ook op het juiste spoor als je bijvoorbeeld
D¢ met de vorige formule uitwerkt. We starten met
D2 =1:

D6=6D5+1
=6-(5D4-1)+1
=6-5D,-6+1

=6-5-(4D3+1)-6+1

=6-5-4D3+6-5-6+1
=6-5-4-3Dy)-1)+6-5-6+1
=6-5-4-3Dy)-6-5-4+6-5-6+1
=6-5-4:-3-6:-5-4+6-5-6+1

en dit kunnen we ook nog zo schrijven (die extra
termen maken geen verschil):

Dg=6-5-4-3-2-1-6-5-4-3-2+
6-5-4.3-6-5-4+6-5-6+1.

Als je er nu aan denkt dat je 6 kaarten op precies
6!=6-5-4-3-2-1 manieren kan schikken (voor
de eerste heb je 6 mogelijkheden, voor de tweede 5,
enzovoort), dan is de kans dat de kaarten allemaal
op een verkeerde plaats terechtkomen gelijk aan

De_y 1,1 1,1 1.1
6/ 11 20 31 41 51 6
Voor willekeurige # vinden we op dezelfde manier

voor die kans:
D, . 1.1 1.1

— ——+———+——~-+(—1)"i.
n! 12t 31 4! n!

Misschien herken je in het rechterlid het begin van
een bekende reeks? De naam Euler leeft voort in
het groeigetal e en daarvoor had Euler twee mooie
reeksen afgeleid:

1 1
e=l+—+—+—+-+ —+--
1 20 3! n!
en
-1 :l— _l i_i .+(_1)ni+
e 11 2t 3! n

EEN EERSTE ORDE
RECURSIEVE FORMULE
VOOR Dy

We willen uit

D, = (n—1)( D,y + Dn—2)

de volgende formule afleiden:
D, =nD,_; + (-1)".

De structuur ervan wordt duidelijker indien we
de berekeningen in de tabel van Euler zo schrij-
ven:

D3 = 3D2 = —1,
D4 = 4:D3 = 1,
DS = 5D4 = —1,
D6 = 6D5 =1.

De verschillen in het linkerlid zijn dus afwis-
selend gelijk aan -1 en +1, en dat is ook wat de
formule die we willen bewijzen zegt:

D, -nD,_; = (-1)".
We vertrekken van D,, = (n - 1)( D,,_; + D,,_5).

Als we nu van beide leden nD,,_; aftrekken, dan
kunnen we deze zo herschikken:

Dn = I’an_l = _(Dn—l = (11 = l)Dll—Z)'
Wat hier staat is dat twee op elkaar volgende ge-
tallen in bovenstaande tabel tegengesteld zijn
van teken. Bijvoorbeeld voor n = 6 hebben we:

D6 = 6D5 = _(DS = 5D4)

Omdat het eerste getal in de tabel gelijk is aan
-1, volgt de rest er nu dadelijk uit.

Hier tellen we wel door tot oneindig. Maar omdat
de termen in deze sommen zeer snel klein worden,
kunnen we schrijven dat

b,
n!

o=

Om een voorbeeld te geven van hoe goed deze be-
nadering wel is: voor de 20 leerlingen met de petjes
is de kans op een verkeerd petje voor alleman, tot
op 17 cijfers na de komma gelijk aan L. Petje af
voor Euler! m
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MUTSENPROBLEEM

m door Alex van den Brandhof

THREE LOGICIANS MEET AT A BAR WEARING HATS...

—
ml
oL mJ b 9;
WE FAILED LAST

WEEK TOO!
REMEMBER?

De strip hierboven is gemaakt door Mike Cavers,
de maker van SpikedMath: strips over wiskunde.
Raadsels waarbij kabouters, gevangenen, logici of
wat voor figuren ook moeten raden welke kleur
muts zij dragen, zijn er in vele varianten. De afge-
beelde strip is gebaseerd op het volgende mutsen-
probleem.

PROBLEEM Dirie logici zitten in het café, elk met
een muts op hun hoofd. Elke muts is rood of blauw,
elk met kans 0,5 en onafhankelijk van elkaar. Elke
persoon kan de mutsen van de twee anderen zien,
maar zijn eigen muts niet. Elke persoon kan ofwel
proberen om de kleur van zijn eigen muts te ra-
den, ofwel passen. Alle drie doen dat tegelijkertijd,
dus het is niet mogelijk om je gok te baseren op de
gok van een ander. Als niemand verkeerd gokt én
ten minste één persoon de kleur van zijn muts goed
raadt, krijgen ze allemaal een grote prijs. Belang-
rijk: vo6r de wedstrijd kunnen de drie logici met el-
kaar overleggen. Welke strategie moeten ze hante-
ren om ervoor te zorgen dat de kans dat ze winnen
maximaal is?

*op0S OF FAILING TWO TIMES [N A ROW.

spikedmath.com
& 2012

HINTS Als niemand past, is de winstkans gelijk
aan 0,53 = 0,125. Als één persoon past en twee
personen ‘rood’ of ‘blauw’ roepen, is de winstkans
0,5% = 0,25. Als twee personen passen en één per-
soon ‘rood’ of ‘blauw’ roept, is de winstkans 0,5.
Als ze alle drie passen, is de winstkans natuurlijk 0.
Het lijkt daarom optimaal om af te spreken dat één
persoon gokt, en dat twee personen passen. De
winstkans is dan 0,5.

Toch kan het beter. Als je ‘rood’ roept, is de kans
dat dat klopt 0,5. Datzelfde geldt voor als je ‘blauw’
roept. Maar als je past, heb je het altijd goed (suc-
ceskans is 1), behalve natuurlijk als de andere twee
606k passen. Er bestaat een strategie waarbij deze
drie succeskansen (0,5, 0,5 en 1) op een of andere
manier gecombineerd kunnen worden tot een geza-
menlijke winstkans die groter is dan 0,5.

Tot slot: kun je de puzzel ook oplossen als er
zeven logici aan de bar zitten? Of algemeen, als er
2" — 1 logici in het spel zijn?

De oplossing van dit mutsenprobleem geven we
in het volgende nummer. m
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Uum

Vul steeds in de zes witte cirkels de aangegeven getallen/variabelen
in. Een getal/variabele in een blauw gebied is de som van de getallen/ —
variabelen in de omliggende cirkels. Een getal/variabele in een rood

gebied is het product van de getallen/variabelen in de omliggende cir-

kels. Sommige getallen/variabelen hebben wij alvast ingevuld. De op-
lossingen geven we in de volgende Pythagoras.

(3)

0,2,3,4,6,7

a, —a, 2a, -3a, %a, —% a

1,2,3,4,5,8

PYTHAGORAS|APRIL 2015



1,2,3,4,5,6

DUCTPUZZELS

m door Rolf Doets

a, -2a, 6a, %, -=, =a

Q
w

a,-a,0,ab, £ L
a ab
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PAUL ERDOS » AFLEVERING 15

Getaltheorie was een van de takken in de wiskunde waaraan Erdés graag werkte. Zijn
kracht was het doen van schijnbaar eenvoudige uitspraken en het bedenken van nieu-
we concepten, waarover je je verbaast dat die door niemand eerder zijn bedacht. Een
‘overdekkingssysteem’ is bijvoorbeeld typisch zo’n idee van Erdés.

m door Alex van den Brandhof

ELK GETAL
DEKT

OVER

Derij 1,4, 7, 10, 13, ... is een voorbeeld van een re-
kenkundige rij: het verschil is steeds 3. Zetten we
naast deze rij nog de volgende getallenrijen: 2, 5, 8,
11,14, ..en0,3,6,9, 12, ..., dan is meteen duidelijk
dat elk natuurlijk (dat wil zeggen: geheel en niet-
negatief) getal een keer voorkomt in een van deze
drie rijen.

Erd6és noemde een serie rekenkundige rijen een
overdekkingssysteem als elk natuurlijk getal voor-
komt in ten minste één van die rijen. Hij introdu-
ceerde dit concept in de jaren dertig van de vorige
eeuw. Het voorbeeld van zo-even is zo ongeveer het
flauwst denkbare overdekkingssysteem, omdat elke
rij hetzelfde verschil (namelijk 3) heeft. Erdds stelde
als eis dat elke rij een ander verschil moet hebben.
Het eenvoudigste overdekkingssysteem onder deze
voorwaarde bestaat uit vijf rijen:

rij A: 0,2,4,6,8, ... (verschil 2);

rij B: 0,3, 6,9, 12, ... (verschil 3);

rij C: 1, 5,9, 13, 17, ... (verschil 4);

rij D: 5,11, 17, 23, 29, ... (verschil 6);
rij E: 7,19, 31, 43, 55, ... (verschil 12).

Neem bijvoorbeeld 1.655. In welk van bovenstaan-
de getallenrijen komt dit getal voor? Bereken de rest
van 1.655 bij deling door 12. Dat is 11. Omdat 11 in
rij D voorkomt en 11 plus een willekeurig veelvoud
van 12 ook, zit 1.655 in deze rij. Dit argument geldt
algemeen. Neem een getal n. Als n een twaalfvoud
is, zit n in zowel rij A als B. Als n geen twaalfvoud

is, bereken dan de rest bij deling door 12. Die rest
() is gelijk aan 1, 2, 3, ... of 11. Al deze elf getallen
komen voor in minstens één van bovenstaande rij-
en. Omdat de verschillen van de vijf rijen (2, 3, 4, 6
en 12) delers zijn van 12, komt het getal #, dat gelijk
is aan r plus een veelvoud van 12, er ook in voor.

Erdés noteerde een over-
dekkingssysteem niet als een serie rekenkundige
rijen, maar gebruikte het concept van moduloreke-
nen (zie het kader op pagina 25-26). Het overdek-
kingssysteem dat bestaat uit de vijf rijen A tot en
met E ziet er dan zo uit:

0 (mod 2)
0 (mod 3),
1 (mod 4),
5 (mod 6),
7 (mod 12).

Een ander overdekkingssysteem is bijvoorbeeld:

0 (mod 2),

0 (mod 3),

1 (mod 4),

3 (mod 8),

7 (mod 12),
23 (mod 24).

Het bewijs dat dit systeem inderdaad alle natuurlijke
getallen overdekt, staat in het kader op pagina 29.
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Théoréme I1. Tout nombre impair est égal a une puis-
sance de 2 plus a un nombre premier. ( Vérifié jusqu’a

3 millions.)

Een onjuiste stelling die Alphonse de Polignac formuleerde in 1849 in het tijdschrift Nouvelles

annales de mathématiques.

Overdekkingssystemen hebben diverse toepas-
singen in de getaltheorie. Zo gebruikte Erdds het
laatstgenoemde overdekkingssysteem om een ver-
moeden uit 1849 te weerleggen.

In 1849 vroeg de
Franse wiskundige Alphonse de Polignac zich het
volgende af. Kan elk oneven getal dat groter is dan
1 geschreven worden als 2" + p? Hierbij moet n een
geheel getal zijn en moet p een priemgetal zijn 6f
gelijk zijn aan 1.

In het begin gaat het goed. Vaak zijn er zelfs
meer mogelijkheden: 3 = 20 + 2,5 = 21 + 3 (en ook
224+1),7=2+5(enook22+3),9=21+7(en
22 +5en23 + 1),11= 2247 (en23+ 3), enzovoort.
Figuur 1 laat zien dat De Polignac beweerde zijn
vermoeden tot 3 miljoen te hebben geverifieerd. Of
hij de eerste 3 miljoen oneven getallen bedoelde, of
alle oneven getallen tot 3 miljoen, zegt hij er niet
bij, maar hoe het ook zij: De Polignac is hier pijnlijk
de mist in gegaan. Probeer maar eens 127. Er geldt:

127 -29=126, 127 - 21 =125, 127 - 22 =123,
127 -23=119, 127 -24=111, 127 - 25 =95,
127 - 26 = 63.

Geen van al deze uitkomsten is priem (of 1). Nu
kan elk mens zich vergissen, maar dit had De Po-
lignac toch niet over het hoofd mogen zien. Het re-
kenwerkje is ook zonder elektronisch rekenappa-
raat prima te doen.

Een logische vervolgvraag is nu: is elk oneven
getal dat voldoende groot is, te schrijven als 2" + p?
Dit zou betekenen dat de oneven getallen die niet
als 2" + p te schrijven zijn, eindig zijn in aantal. In
1950 bleek dat ook deze vraag ontkennend beant-
woord moet worden. Toen bewees Erdds dat er on-
eindig veel oneven getallen zijn die niet als 2" + p
geschreven kunnen worden. Hij bewees namelijk
de volgende stelling.

Stelling. Er bestaat een rekenkundige rij van on-
even getallen, waarvan er geen één te schrijven
is als 2" + p.

Erd8s schreef het bewijs in zes regels op (zie figuur
2). Wij zullen zijn bewijs hier wat minder kort door
de bocht presenteren. Erdés maakte gebruik van
het volgende overdekkingssysteem:

0 (mod 2),

0 (mod 3),

1 (mod 4),

3 (mod 8),

7 (mod 12),
23 (mod 24).

Dat dit inderdaad een overdekkingssysteem is, heb-
ben we laten zien in het kader op pagina 29. Voor
elk willekeurig natuurlijk getal n geldt dus dat
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MODULOREKENEN EN

De tijd 17:00 uur interpreteert iedereen onmid-
dellijk als ‘vijf uur. Zonder erbij na te denken,
trek je in dit geval 12 van 17 af. In de wiskunde
zeggen we dat 17 congruent is met 5 modulo 12.
Voor elk positief geheel getal m kunnen we reke-
nen modulo m. Kort gezegd komt het erop neer
dat we de getallen 0, 1, 2, ..., m — 1 gebruiken.
Na m - 1 beginnen we weer met 0. Als bijvoor-
beeld m =7, dan is 2 + 5 congruent met 0 en

5 + 6 congruent met 4; we schrijven dit als

2+5=0(mod7)en5+6=4(mod?7).

Het getal 7 heet hier de modulus. Nog een paar
voorbeelden:

5-2=3(mod 6),
2 -7=3(mod 8),
2-5=4(mod 6),
6-7=2(mod 8).

Als twee getallen a en m relatief priem zijn, kun
je van a (mod m) de inverse, genoteerd als a’l,
berekenen. Een getal vermenigvuldigd met zijn
inverse levert altijd 1 op, dus:

a-a1=1 (mod m).

Zo is de inverse van 7 (mod 11) gelijk aan 8,

congruent is met ten minste één van bovenstaande
zes uitdrukkingen. We bekijken nu de #n-de macht
van 2.

e Als n=0 (mod 2), ofwel n = 2k, dan is 2" = 22k —
4k, Omdat 4X = 1 (mod 3), is dus 2" = 1 (mod 3).

e Als n=0 (mod 3), ofwel n = 3k, dan is 2" = 23k =
8k Omdat 85 =1 (mod 7), is dus 2" =1 (mod 7).

e Alsn=1(mod4), ofwel n =4k + 1, dan is 2" =
24k+1 = 5. 16k Omdat 16X =1 (mod 5), is dus
2" =2 (mod 5).

e Als n=3 (mod 8), ofwel n = 8k + 3, dan is 2" =

DE CHINESE RESTSTELLING

want 7 - 8 = 56 = 1 (mod 11). Er geldt dus:
7-1=8 (mod 11).

Nog een voorbeeld:
1171 =2 (mod 21),

want 11 -2 =22=1 (mod 21).

De Chinese Reststelling is een beroemde stelling
binnen de theorie van het modulorekenen. De
stelling werd in de vierde eeuw na Christus be-
schreven door de Chinese wiskundige Sun Tzu,
en in de dertiende eeuw herontdekt door Qin Ji-
ushao. De stelling zegt het volgende.

Chinese Reststelling. Als m, my, ..., my posi-
tieve gehele getallen zijn die paarsgewijs relatief
priem zijn, en als ay, ay, ..., aj gehele getallen
zijn, dan heeft het stelsel

x = ay (mod my),
X = ay (mod my),

x = ay, (mod my)

een oplossing, en die oplossing is uniek modulo m,
waarbij m = mym, ---my.

28k+3 = 8. 256k Omdat 2565 = 1 (mod 17), is dus
2"=8 (mod 17).

o Als n=7 (mod 12), ofwel n = 12k + 7, dan is 2" =
212k+7 = 128 . 4096F. Omdat 4096% = 1 (mod 13),
is dus 2" =128 (mod 13) = 11 (mod 13).

o Als n=23 (mod 24), ofwel n = 24k + 23, dan is 2"
= 224k+23 = 923 924k Omdat 224k = 1 (mod 241),
is dus 2" =223 (mod 241) = 121 (mod 241).

Het getal 2" is dus congruent met ten minste één
van de volgende uitdrukkingen:
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We bewijzen de stelling hier niet, maar laten aan
de hand van een voorbeeld zien hoe je die unie-
ke oplossing kunt vinden.

Voorbeeld. Neem het volgende stelsel:

x=6 (mod 11),
x =13 (mod 16),
x=9 (mod 21),
x =19 (mod 25).

De moduli 11, 16, 21 en 25 zijn paarsgewijs re-
latief priem, dat wil zeggen: elk tweetal moduli
heeft geen gemeenschappelijke delers. Neem bij-
voorbeeld 16 en 21: er geldt 16 =2-2-2 -2 (al-
leen factoren 2) en 21 = 3 - 7: de getallen 16 en
21 hebben geen gemeenschappelijke priemfacto-
ren, dus deze getallen zijn relatief priem. Dat
betekent dat er een unieke oplossing modulo
m=11-16-21-25 = 92400 bestaat.

Om die oplossing te vinden, berekenen we

Z1 = m/ml = Momsmy = 16-21-25= 8400,
zy = mimy = mymszmy = 11 - 21 - 25 = 5775,
z3 = mimz = mymymy = 11 - 16 - 25 = 4400,
z4 = mimy = mymymsy=11-16-21 = 3696,

y1=2,7) (mod m;) = 84001 (mod 11)

771 (mod 11) = 8 (mod 11),

Y2 = 2,71 (mod m,) = 577571 (mod 16)
=151 (mod 16) = 15 (mod 16),

1 (mod 3),

1 (mod 7),

2 (mod 5),

8 (mod 17),

11 (mod 13),
121 (mod 241).

Q)

Nu passen we de Chinese Reststelling (zie het kader

hierboven) toe. Omdat de moduli alle priem zijn

(en dus zeker paarsgewijs priem), geldt dat er een x

is die congruent is met alle zes uitdrukkingen. Hoe
je die x vindt, kun je lezen in het kader. Met Wol-

y3 =231 (mod m3) = 440071 (mod 21)
=111 (mod 21) =2 (mod 21),

¥4 =24~ ! (mod my) = 369671 (mod 25)
=21"! (mod 25) =6 (mod 25),

w1 = y12; (mod m) = 8 - 8400 (mod 92400)

67200 (mod 92400),

Y22, (mod m) =15 - 5775 (mod 92400)
= 86625 (mod 92400),

w3 = y323 (mod m) = 2 - 4400 (mod 92400)

8800 (mod 92400),

Y424 (mod m) =6 - 3696 (mod 92400)

=22176 (mod 92400).

p)

Wy

De oplossing van het stelsel is nu:

X = ajwy + aywy + azws + agwy (mod m)
=6-67200 + 13 - 86625 + 9 - 8800 +
19 - 22176 (mod 92400)
=2029869 (mod 92400)
= 89469 (mod 92400).

Met Wolfram Alpha, de krachtige webcalculator
die gebruikmaakt van de software Mathematica
(zie www.wolframalpha.com), is het toepassen
van de Chinese Reststelling z6 gebeurd. Voor
het stelsel uit het voorbeeld voer je in: “Chi-
neseRemainder([{6,13,9,19}, {11,16,21,25}]” en
binnen een seconde geeft hij je het antwoord:
89469. De modulus (92400) geeft Wolfram Al-
pha er niet bij, maar is gelijk aan 11 - 16 - 21 - 25.

fram Alpha is die x snel gevonden: voer in “Chine-
seRemainder({1,1,2,8,11,121}, {3,7,5,17,13,241}]".
We vinden:

x=2.036.812 (mod 5.592.405),

waarbij 5.592.405 het product van de zes moduli is.

De rekenkundige rij van Erdés ziet er dus zo uit:
2.036.812 + 5.592.405k (k= 1,3, 5, ...).

De reden dat we voor k alleen oneven waarden ne-

PYTHAGORAS| APRIL 2015

27



28

EEN OVERDEKKINGSSYSTEEM
BESTAANDE UIT ZES
CONGRUENTIES

We gaan bewijzen dat

0 (mod 2),

0 (mod 3),

1 (mod 4),

3 (mod 8),

7 (mod 12),
23 (mod 24).

een overdekkingssysteem is. Eerst tonen we aan
dat elk van de 24 natuurlijke getallen 0, 1, 2, ...,
23 congruent is met ten minste één van boven-
staande zes uitdrukkingen. Voor elk even getal k
geldt uiteraard dat k = 0 (mod 2). De oneven ge-
tallen gaan we stuk voor stuk na:

1=1 (mod 4),
3=0 (mod 3),
5=1 (mod 4),

7 =7 (mod 12),
9 =0 (mod 3),
11 =3 (mod 8),
13=1 (mod 4),
15 =0 (mod 3),
17=1 (mod 4),
19 =7 (mod 12),
21 =0 (mod 3),
23 =23 (mod 24).

Voor elk natuurlijk getal 7 is er precies één
r=10, 1, 2, ..., 23} zodanig dat n = r (mod 24).
Neem dié congruentie a (mod m) uit de gegeven
lijst van zes congruenties waarvoor geldt dat

r = a (mod m). Elk van de zes moduli 2, 3, 4, 8,
12 en 24 is een deler van 24. Dus m is een deler
van 24 en n = r (mod m). Hieruit volgt dat

n = a (mod m).

men, is dat we op die manier een rij verkrijgen
waarvan elke term oneven is. Waarom is nu geen
enkele term uit Erd6s’ rij te schrijven als 2" + p?
Welnu, neem een willekeurige term uit die rij. Dit
getal, zeg g, is congruent met elke uitdrukking in
(+). Maar ook geldt voor elke #n dat 2" congruent

is met ten minste één van de uitdrukkingen in ().
Dus het verschil a — 2" is niet priem: het is deelbaar
door een van de priemgetallen 3, 7, 5, 17, 13, 241.

Opgave. Dit bewijs werkt niet als we het vol-
gende, eenvoudigere, overdekkingssysteem ge-
bruiken:

0 (mod 2)
0 (mod 3),
1 (mod 4),
5 (mod 6),
11 (mod 12).

Dat komt doordat we nu de Chinese Reststelling
niet kunnen toepassen. Kun je nagaan waarom niet?

Het kost wat tijd, maar je
kunt bewijzen (wat we hier niet zullen doen) dat de
volgende lijst van veertien congruenties een over-
dekkingssysteem vormt:

0 (mod 3),

0 (mod 4),

0 (mod 5),

1 (mod 6),

6 (mod 8),

3 (mod 10),
5 (mod 12),
11 (mod 15),
7 (mod 20),
10 (mod 24),
2 (mod 30),
34 (mod 40),
59 (mod 60),
98 (mod 120).

Wat opvalt, is dat dit systeem - in tegenstelling
tot de twee overdekkingssystemen die we eerder
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THEOREM 3.

There exists an arithmetic progression consisting

only of odd numbers, no lerm of which i3 of the form 2%4p.

Proof of Theorem 3. Clearly every integer_satisfies at least one
of the following congruences: 0 (mod 2), 0 (mod 3), 1 (mod 4), 3
(mod 8), 7 (mod 12), 23 (mod 24). Therefore, if z is congruent to:

I (mod 2), 1(mod?7),

2 (mod 5), 2% (mod 17), 27 (mod 13),

2%,

(mod 241), then for any k, 2—2* is a multiple of one of the primes
3, 5 7, 13, 17, 241. This proves Theorem 3.

Een stelling waarvan Erdés in 1950 een bewijs gaf in het tijdschrift Summa Brasiliensis Mathemati-
cae. In de vierde regel van het bewijs staat een tikfout: ‘1 (mod 2)' moet ‘1 (mod 3)’ zijn.

noemden - géén modulus 2 bevat. De kleinste mo-
dulus in dit overdekkingssysteem is 3. Erd8s vroeg
zich in 1934 af of het waar is dat er voor elke wille-
keurige waarde x een overdekkingssysteem bestaat,
waarvoor geldt dat elke modulus groter is dan x (en
verschillend, uiteraard). Hij vermoedde dat het ant-
woord ja was, maar kon dit zelf niet bewijzen. In
1995, een jaar voor zijn dood, zei hij erover: ‘Dit is
misschien wel mijn favoriete probleem’

In 1968 werd een overdekkingssysteem met
kleinste modulus 9 gevonden. In 1971 werden kort
na elkaar overdekkingssystemen met kleinste mo-
dulus 18 respectievelijk 20 geconstrueerd. Tien jaar
later werd dit record weer gebroken, want in 1981
werd een overdekkingssysteem met kleinste mo-
dulus 24 gevonden. Dit is de grootste kleinste mo-
dulus die Erdds heeft meegemaakt. Daarna werd
het record nog twee keer gebroken: in 2006 en in
2008 werden overdekkingssystemen met kleinste
modulus 25 respectievelijk 40 geconstrueerd. Het
overdekkingssysteem met kleinste modulus 40 be-
vat meer dan 10°° congruenties. Hoe Pace Nielsen,
die dit overdekkingssysteem construeerde, te werk
ging, is te lezen in het artikel A covering system
whose smallest modulus is 40} dat je op internet
kunt vinden.

In 2013 - Erdés’ honderdste geboortejaar —
kwam Bob Hough (postdoc van de University
of Oxford, United Kingdom) met een grote ver-
rassing. Hij bewees toen dat het vermoeden van
Erdés, wiens intuitie doorgaans feilloos was, fout is.
Hough toonde namelijk aan dat er een grens zit aan

hoe groot de kleinste modulus binnen een overdek-
kingssysteem kan worden. Die grens is groot, 1019,
maar er is een grens, en dat weerlegt het vermoe-
den van Erdés.

Het huidige record van Nielsen zou dus ooit ge-
broken kunnen worden: misschien bestaat er een
overdekkingssysteem waarvan de kleinste modulus
groter is dan 40 (en kleiner dan 1016). Zeker is dat
er een absoluut record bestaat: de records kunnen
niet eindeloos gebroken worden.

Houghs bewijs berust voor een belangrijk deel
op een gewiekste toepassing van een stelling uit de
kansrekening die in 1975 werd bewezen door de
Hongaars-Amerikaanse wiskundige Laszl6 Lovasz.
Het artikel, getiteld ‘Solution of the minimum mo-
dulus problem for covering systems’ verscheen in
januari van dit jaar in het prestigieuze vaktijdschrift
Annals of Mathematics.

Hough werkte ongeveer een jaar aan het pro-
bleem. Zijn eurekamoment kreeg hij tijdens een
diner met zijn vrouw, maar hij hield er zijn mond
over totdat hij de details had uitgewerkt, laat hij per
e-mail weten.

Erdés reserveerde duizend dollar voor de eerste
persoon met een oplossing van zijn overdekkings-
vermoeden. Hough kon nu kiezen uit de origine-
le, door Erdds ondertekende, check, die niet meer
kan worden ingewisseld voor geld, en een aflosbare
check. Zoals vrijwel elke wiskundige die een Erdds-
probleem heeft opgelost, heeft Hough voor de ori-
ginele check gekozen. Die is het waard om ingelijst
te worden. m
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PYTHAGORAS

Doe mee met de Pythagoras Olympiade! Elke af-
levering bevat vier opgaven. De eerste twee zijn
wat eenvoudiger; onder de goede inzendingen
van leerlingen uit de klassen 1, 2 en 3 wordt een
cadeaubon van Bol.com ter waarde van 20 euro
verloot. De laatste twee zijn echte breinbrekers;
onder de goede inzendingen van leerlingen (tot
en met klas 6) wordt een bon van 20 euro ver-
loot. Per aflevering wordt maximaal één bon per
persoon vergeven.

Daarnaast krijgen leerlingen (tot en met klas 6)
punten voor een laddercompetitie, waarmee
eveneens een cadeaubon van Bol.com van 20
euro te verdienen valt. De opgaven van de
onderbouw zijn 1 punt waard, de opgaven van
de bovenbouw 2 punten. De leerling met de
hoogste score in de laddercompetitie krijgt een
bon. Zijn puntentotaal wordt weer op 0 gezet.
Wie zes achtereenvolgende keren niets inzendt,
verliest zijn punten in de laddercompetitie.

Met de bovenbouw-opgaven kun je ook een
plaats in de finale van de Nederlandse Wiskunde
Olympiade verdienen, mocht het via de voor-

DE GOEDE INZENDERS VAN JANUARI 2015

298: Merlijn Hunik (klas 4), Grotius College, Delft;
30 Bram Jonkheer (klas 6), Emelwerda College,
Emmeloord; Arie van der Kraan, Nuth; Levi van
de Pol (klas 2), Ichthus College, Veenendaal; Pim
Spelier (klas 5), Christelijk Gymnasium Sorghvliet,
Den Haag; Wouter Zijlstra (klas 5), Koningin
Wilhelmina College, Culemborg.
299: Bram Jonkheer (klas 6), Emelwerda College,
Emmeloord; Levi van de Pol (klas 2), Ichthus
College, Veenendaal.
300: Kees Boersma, Vlissingen; Bram Jonkheer
(klas 6), Emelwerda College, Emmeloord; Niels van
Mierlo (klas 3), Christelijk Gymnasium, Utrecht; Levi
van de Pol (klas 2), Ichthus College, Veenendaal,
Pim Spelier (klas 5), Christelijk Gymnasium
Sorghvliet, Den Haag; Eline Welling (klas 3), Goois
Lyceum, Bussum; Wouter Zijlstra (klas 5), Koningin
Wilhelmina College, Culemborg.
301: Nathan van 't Hof (klas 6), Hofstad Lyceum,
Rijswijk; Bram Jonkheer (klas 6), Emelwerda
College, Emmeloord; Levi van de Pol (klas 2),
Ichthus College, Veenendaal; Pim Spelier (klas
5), Christelijk Gymnasium Sorghvliet, Den Haag;
Wouter Zijlstra (klas 5), Koningin Wilhelmina
College, Culemborg.
Cadeaubonnen: Levi van de Pol en Bram Jonkheer.

m door Matthijs Coster, Eddie Nijholt en Harry Smit

ronden niet lukken:
aan het eind van
elke jaargang wor-
den enkele goed
scorende leerlingen
uitgenodigd voor de NWO-finale. Niet-leer-
lingen kunnen met de Pythagoras Olympiade
meedoen voor de eer.

Inzenden kan alleen per
e-mail. Stuur je oplossing (getypt of een scan
of foto van een handgeschreven oplossing)
naar . Je ontvangt een
automatisch antwoord zodra we je bericht
hebben ontvangen.

Voorzie het antwoord van een duidelijke toe-
lichting (dat wil zeggen: een berekening of
een bewijs). Vermeld je naam en adres; leer-
lingen moeten ook hun klas en de naam van
hun school vermelden.

Je inzending moet bij ons binnen zijn véér
15 juli 2015.

Stand laddercompetitie: Bram Jonkheer (16
p), Frenk Out (14 p), Wouter Andriessen (12 p),
Wout Gevaert (12 p), Levi van de Pol (12 p),
Wouter Zijlstra (11 p), Marinda Westerveld (11
p), Tara van Belkom (10 p), Nathan van 't Hof (9
p), Niels van Mierlo (9 p), Reinier Schmiermann
(9 p), Beaudine Smeekes (9 p), Oscar Heijdra (8
p), Sander Engelberts (6 p), Tjard Langhout (6
p), Simon Roelandt (6 p), Michiel Versnel (6 p),
Eline Welling (6 p), Max Bosman (5 p), lvo van
Dijck (5 p), Pim Spelier (5 p), Laurens Hilbrands
(4 p), Sebastiaan Ceuppens (3 p), Anton van Es
(3 p), Jelle Couperus (2 p), Sietse Couperus (2
p), Maud van de Graaf (2 p), Phillip de Groot (2
p), Merlijn Hunik (2 p), Yvette Keij (2 p), Antonie
Moes (2 p), Matthijs Pool (2 p), Stef Rasing (2 p),
Sied Vrasdonk (2 p), Marc Zuurbier (2 p), Simon
de Best (1 p), Ludivine Bonvarlez (1 p), Johanna
Bult (1 p), Maarten Clercx (1 p), Kenny van Dijken
(1 p), Famke Driessen (1 p), Tessa Engelberts (1
p), Tim Groot (1 p), Calista Hainaut (1 p), Gerben-
Jan Hooijer (1 p), Boris Kloeg (1 p), Elisabeth
Kuijper (1 p), Nora Lahlou (1 p), Bram van der
Linden (1 p), Daphné Meyer-Horn (1 p), Hannah
Nijsse (1 p), Alwin van der Paardt (1 p), Olivier
Segers (1 p).
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OPGAVE

Een cirkelvormig weiland

heeft een diameter van 60 me-

ter. Op het weiland staat een

moedergeit met haar jongen.

De moeder is nogal vraat-

zuchtig en is in staat om het

hele weiland kaal te vreten.

Daarom heeft ze een touw van lengte 30v/2 meter
om haar nek, dat is bevestigd aan de rand van het
weiland. Er blijft zodoende een gedeelte beschik-
baar voor de jonge geitjes. Wat is de oppervlakte
van dit deel?

ODPCGAVEEN -

Wat is de uitkomst van onderstaande som, die uit
oneindig veel termen bestaat?

1 3 4 7 11 18
+

3.9 27 81 243 729

De tellers zijn opeenvolgende Lucasgetallen; voor
het n-de Lucasgetal geldt de volgende recursieve
formule: L, =L,y +L,_,(voorn=2)metL; =1
en L, = 3. De noemers zijn opeenvolgende mach-
ten van 3.

P AV EER -

Je hebt een pak met » kaarten, genummerd van

1 tot en met 7. Je schudt de kaarten goed en legt
ze vervolgens als volgt op tafel neer. Leg de bo-
venste kaart links neer. Als op de volgende kaart
een groter getal staat, leg deze dan rechts van de
eerste kaart neer, en anders bovenop de eerste
kaart. Voor elke nieuwe kaart geldt het volgen-
de. Controleer van links naar rechts of het getal
op de nieuwe kaart kleiner is dan de bovenste van
de stapel; in dat geval gaat hij er bovenop, anders
kijk je naar de volgende stapel. Is het getal groter
dan elke bovenste, dan begint de kaart rechts een
nieuwe stapel. Laat zien dat het aantal stapels dat
je uiteindelijk krijgt gelijk is aan de lengte van een
zo lang mogelijk oplopend deelrijtje van de oor-

8 8
6 6
6 6

spronkelijke stapel geschudde kaarten.

Het plaatje toont een voorbeeld met 9 kaarten die
zijn geschud in de volgorde 415927836. Er zijn
meerdere oplopende deelrijtjes van lengte 4, bij-
voorbeeld 1236 en 4578. Er zijn geen oplopende
deelrijtjes van lengte 5 of langer.

P AV -[ERT -

Op een cirkel met straal 6
zijn de hoekpunten van een
regelmatige twaalfhoek ge-
markeerd. Die hoekpunten
zijn achtereenvolgens ge-
nummerd 1, 2, ..., 12. Johan
verbindt 12 met 4, 4 met
10, 10 met 2, 2 met 8 en 8
met 12. Zo ontstaat de gele
ster. Wat zijn de lengtes van de lijnstukken AB, BC,
298

CD, DE en EA?
OPLOSSINGET
\

Gegeven is een rechthoek ABCD en een punt P
daarbinnen. De lijnstukken AP, BP, CP en DP ver-
delen de rechthoek in de stukken I tot en met IV
(zie onderstaande figuur). Verder is gegeven: de
verhouding tussen de oppervlakte van I en die van
IV is gelijk aan 1 : 4, en de verhouding tussen de
oppervlakte van II en die van III is gelijk aan 2 : 3.
Wat is nu de verhouding tussen de oppervlakte van
I en die van IT?

D C

A B

Oplossing. Noteer de oppervlaktes van de gebieden
I, II, I en IV achtereenvolgens met a, b, c en d. De
som van de hoogtes vanuit P van driehoek CDP en
driehoek ABP is gelijk aan AD. Daarom is a + ¢ ge-
lijk aan de helft van de oppervlakte van rechthoek
ABCD. Dit geldt ook voor b + d. Dusa + c=b + d.
Vanwege de gegeven verhoudingen geldt: d = 4a
enc:%b.Dusa+c:a+%benb+d:b+4a.
Uita+2 b=b+4avolgt dat L b = 34, zodat de ge-

2
vraagde verhouding a : b gelijkzis aan1:6.
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OPLOSSINGGFITT

Een kangoeroe start op een even getal k en maakt
dan als volgt een serie sprongen: hij springt naar
elk van de delers van k van hoog naar laag, behalve
1. De kangoeroe eindigt dus in 2. Met startgetal 42
ziet de serie sprongen er dus als volgt uit:

42521>14>7>6->3>2.

De kangoeroe heeft zichzelf het doel gesteld dat hij
zoveel mogelijk van de getallen 2 tot en met 20 wil
bereiken, zonder hierbij via twee opeenvolgende
getallen te springen. Het voorbeeld hierboven is
dus niet goed, want zowel 2 en 3 als 6 en 7 zijn op-
eenvolgende getallen. Een voorbeeld van een goede
serie sprongen is:

50>25>10->5->2.

Hierbij worden de getallen 2, 5, en 10 bereikt.
Geef een zo groot mogelijke verzameling getallen
van 2 tot en met 20 die de kangoeroe kan aandoen
bij zijn serie sprongen.

Oplossing. De combinatie van de factoren 2 en 3
houdt voor de kangoeroe in dat hij op den duur
springt van 3 naar 2. Dit geldt eveneens voor 4 en 5,
voor 7 en 8 en ook 16 en 17. We houden de volgende
verzamelingen factoren over: A = {2, 5,7, 11, 13, 17,
19, B=1{4,7,11,13,17,19}; C=1{8, 11, 13, 17, 19}
E ={16, 11, 13, 19}. Nu blijkt toch bij de eerste twee
verzamelingen dat de kangoeroe naar twee opeenvol-
gende getallen springt: van 11 naar 10 en van 14 naar
13. Door verwijderen van 11 en 13 uit A en 13 uit B
houden we over: A =1{2,5,7,17,19}; B={4,7, 11,
17,19} C=1{8,11,13,17,19}; E= {16, 11, 13, 19}. De
bijbehorende delers (van het product van de facto-
ren, kleiner dan 20) zijn: D4 = {2, 5,7, 10, 14, 17, 19};
Dp=1{2,4,7,11,14,17,19}; D= {2, 4, 8,11, 13, 17,
19}; Dg = {2, 4, 8,11, 13, 16, 19}. In al deze gevallen
springt de kangoeroe langs 7 getallen.

Iedere oplossing waarbij een van deze oplossin-
gen werd vermeld werd goed gerekend. Levi van de

Pol schreef alle oplossingen op.
L]
L]

Q1 HORMIN[€]300

Tussen twee gebouwen A en B liggen acht bruggen,
die allemaal en onafhankelijk van elkaar met kans
1 open staan (zie afbeelding). Wat is op een gege-
ven tijdstip de kans dat er een route van A naar B is
waarbij alle bruggen op die route dicht zijn?

Oplossing. Alle bruggen gaan onafhankelijk van el-
kaar open en dicht. De kans op twee gelijktijdig ge-
sloten bruggen achter elkaar is (%)2 = i. De kans

op drie gelijktijdig gesloten bruggen achter elkaar is
(%)3 = % . De kans dat niet alle bruggen dicht zijn, is

dus voor de linkerroute 1- 1 = Z, voor de middelste

route 1 - i = % en voor de rechterroute 1— é =17
De kans dat nergens alle bruggen dicht zijn, is dus

Z.3.7 = 147 De kans dat er wél ergens alle bruggen

8 4 8 256
: P 147 _ 109
dicht zijn, is dus 1 - S = 25e

'\ [) ‘ ]
OPLOSSINGESH
Je hebt een zak met honderd ballen, genummerd
van 1 tot en met 100. Uit deze zak pak je 55 ballen.
Er zullen altijd twee ballen zijn waarvan de num-
mers 9 van elkaar verschillen, twee die 10 verschil-
len, twee die 12 verschillen, en twee die 13 verschil-

len. Maar er zullen niet noodzakelijk twee ballen bij
zijn die 11 van elkaar verschillen. Verklaar dit.

Oplossing. We creéren een zo groot mogelijke ver-
zameling Sy van de getallen 1 tot 100 zo, dat geen
twee getallen k verschillen. We beginnen 1, 2, 3, ..., k
toe te voegen. Dan kunnen we k + 1, k + 2, ..., 2k niet
toevoegen, omdat dan een verschil k ontstaat, maar
wel kunnen 2k + 1, 2k + 2, ..., 3k worden toegevoegd.
Uiteindelijk bestaat de verzameling Sy = {1, 2, 3, ..., k,
2k+1,2k+2,..,3k, 4k + 1,4k + 2, ..., 5k, 6k + 1, 6k
+2,..,7k,8k+1,8k+2,..,9 10k + 1, 10k + 2, ...,
11k, 12k + 1, 12k + 2, ..., 13k} N {1, ..., 100}.

Voor de opeenvolgende waarden van k bepalen we
de grootte van Sy. Sg = {1, 2, 3, 4, 5,6,7, 8,9, 19, 20,
21,22, 23, 24, 25, 26, 27, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43,
44, 45 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63, 73, 74, 75,
76,77,78,79, 80,81, 91, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98,
99}. Deze verzameling bevat 54 elementen. Daar
moet ten minste nog één element aan worden toe-
gevoegd. Maar daarmee zijn er ook twee getallen
met het verschil 9. §;¢ bevat 50 elementen. Daar-
aan moeten nog 5 elementen worden toegevoegd.
S1, bevat 52 elementen. Daaraan moeten nog 3 ele-
menten worden toegevoegd. S;3 bevat eveneens 52
elementen. Daaraan moeten nog 3 elementen wor-
den toegevoegd. Sq; bevat 55 elementen. In dit ge-
val zijn er geen twee elementen die 11 verschillen.
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40 BOOK I. PROP. XXXIX. THEOR.

; @AL triangles

and ‘ on the fame bafe

(e ) 12l 611 the firme fide of it, are
betwween the fame parallels.

If s, which joins the vertices
of the triangles, be not || =———
draw se— || — (I—‘r-lf‘)r

Meeting =mmmwme=,

Draw .

Il (contt.)

Becaufe

(pr- 37:):

but = \ (hyp.)
Fias = {, a part equal to the whole,

which is abfurd.

o H = and in the fame
manner it can be demonflrated, that no other line except
is || S 1l .
Q.E.D.

Bron: Oliver Byrne, The First Six Books
of The Elements of Euclid, Taschen.




