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Kom naar de Open Dag op 17 oktober
Wiskunde kun je doen om de schoonheid en abstractie van de wiskunde zelf. Maar ook de 
praktische problemen en toepassingen vormen vaak een grote uitdaging. Een combinatie 
van beide leidt vaak tot spectaculaire resultaten. Wil je meer weten over Wiskunde studeren 
aan de Universiteit Leiden? Kom dan op zaterdag 17 oktober naar de Open Dag in de  
Hooglandse kerk. Ook kan je vrijdag 27 november komen Proefstuderen op de faculteit Wis- 
kunde en Natuurwetenschappen. Kijk voor meer informatie op unileidenbachelors.nl/wiskunde

  

Bij ons leer je de wereld kennen naar de website 

Schilderij

Het schilderij is zó opgehangen aan de twee spijkers
dat als er één wordt weggehaald, het schilderij blijft 
hangen.
We kunnen het touw waaraan het schilderij hangt
ook zó om de spijkers draaien dat als we één van
de twee spijkers weghalen, het schilderij valt. Hoe?
En hoe zou je dat moeten doen bij drie of vier spijkers?

Je vindt het antwoord opwww.math.leidenuniv.nl/puzzels
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NIVEAUBALKJES Sommige pagina’s bevatten één of meer zwarte balkjes onder het paginanummer. Voor 
artikelen zonder balkje is geen specifieke voorkennis nodig. Artikelen met één balkje bevatten wiskunde uit 
de onderbouw. Artikelen met twee balkjes vereisen kennis uit de bovenbouw. Drie balkjes: net iets moeilijker.

 

INHOUD

EN VERDER
 2  Kleine nootjes
 7  Kris en Kras
 8  Domino Day op een schaakbord
 12  Journaal
 19  Getallenplantjes
 27  Kofferspel
 28  Passie voor symmetrie
 30  Pythagoras Olympiade
 33  App van de maand

Omslagillustratie: het aantal manieren om een 
schoen met 6 paren vetergaten met een veter dicht 
te snoeren, zodat elk vetergat één keer wordt ge-
bruikt en minimaal één directe verbinding heeft met 
de overkant, is 907.200.

Heb je je ooit afgevraagd hoe de binnenkant van 
een tetraëder eruitziet? We gaan een tetraëder die 
op een bepaalde manier is gesneden binnenstebui-
ten vouwen.

In de reeks artikelen over kwadraten buigen we ons 
deze keer over de vraag welke gehele getallen te 
schrijven zijn als een som van twee kwadraten. 

Getallenrijen zijn dit jaar een 
thema in Pythagoras. Op inter-
net is een gigantische encyclo-
pedie te vinden met duizenden 
getallenrijen, zoals de rij drie-
hoeksgetallen, de rij volmaakte 
getallen, of de rij van Fibonacci. 
Weet je zelf een leuke rij? Doe 
dan mee met onze prijsvraag!

SOM VAN TWEE KWADRATENDE BINNENKANT VAN EEN TETRAËDER
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EEN LEXICON VOL GETALLEN



 door Jan Guichelaar

KLEINE NOOTJES
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DRIEHOEKEN
Als je drie hoekpunten van een re-

gelmatige zeshoek met elkaar verbindt, 
ontstaat er altijd een driehoek. 

Hoeveel driehoeken kun je maken?
Als de zeshoek niet regelmatig is en je verbindt 
drie hoekpunten met elkaar, kan het zijn dat er  

géén driehoek ontstaat. Wanneer is dat het geval?
Wat is het kleinste aantal driehoeken 
dat je kunt tekenen met een zeshoek?

WIE WINT?
Gijs en Monica spelen een spel 

op een regelmatige zeshoek. Gijs begint 
door een munt te leggen op een van de zes 

hoekpunten. Daarna moet Monica een munt op 
een vrij hoekpunt leggen: op het volgende hoekpunt, 

of op het hoekpunt daarna, met de klok mee (dus één of 
twee stapjes). Waar een munt ligt telt mee als stapje, maar 

Monica moet haar munt wel op een leeg veld leggen. Dan is 
Gijs weer. Hij moet hetzelfde doen. Als iemand geen muntje 

meer kan leggen, heeft hij verloren. Iemand wint 
natuurlijk ook, als hij het laatste muntje kan leggen. 

Wie van de twee spelers kan zeker winnen? 
1

2
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1000 MAKEN
Je kunt 1000 schrijven met 

duizend enen: 1 + 1 + 1  + ... + 1 = 
1000. Met de volgende schrijfwijze heb 

je maar dertig enen nodig: 
(1 + 1 + ... + 1) × (1 + 1 + ... + 1) × (1 + 1 + ... 
+ 1) = 1000. Kun jij het met minder dan der-
tig enen? Je mag alleen optellen, aftrekken, 
vermenigvuldigen en delen. Haakjes mag 

je ook gebruiken. Probeer 
1000 ook te maken met zo weinig 

mogelijk tweeën. En met 
drieën, vieren, tot en met 

negens. 

OPLOSSINGEN KLEINE NOOTJES NR. 6
Hoeveel muntjes? Marcus heeft 7 10-cent-munten. Er zijn de volgende 7 mogelijkheden om 70 cent samen 
te stellen: 50 + 10 + 5 + 2 + 1 + 1 + 1, 50 + 10 + 2 + 2 + 2 + 2 + 2, 50 + 5 + 5 + 5 + 2 + 2 + 1, 20 + 20 + 20 + 
5 + 2 + 2 + 1, 20 + 20 + 10 + 5 + 5 + 5 + 5, 20 + 10 + 10 + 10 + 10 + 5 + 5, 10 + 10 + 10 + 10 + 10 + 10 + 10.
Vier gewichten. Het kan in twee wegingen. In de eerste weging weeg je a tegen b. Als ze even zwaar zijn, 
weet je dat ook c en d even zwaar zijn. In de tweede weging weeg je dan a tegen c. Als a en b bij de eerste 
weging verschillend gewicht hebben, weeg je in de tweede weging c tegen d.
Palindroomgetallen. Er zijn 9 palindromen van 2 cijfers: 11, 22, ..., 88, 99. Er zijn 90 palindromen van 3 
cijfers: 101, 111, 121, 131, ..., 191 (10 stuks), 202, 212, 222, 232, ..., 292 (10 stuks), ..., 909, 919, 929, 939, ..., 
999 (10 stuks). Er zijn ook 90 palindromen van 4 cijfers. Je vindt ze, uitgaande van die van 2 cijfers door in 
het midden de dubbele cijfers 00, 11, 22, ..., 99 in te voegen. Voor palindromen van 5 en 6 cijfers voeg je 

PYTHAGORAS



KLEINE NOOTJES Kleine nootjes zijn eenvoudige opgaven die weinig of geen 
wiskundige voorkennis vereisen om opgelost te kunnen worden. 
De antwoorden vind je in het volgende nummer van Pythagoras. 
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BALLENSPEL
Ko en To spelen een spel. Ze heb-

ben zes ballen: drie rode en drie gele. 
Ze hebben ook twee vazen. To mag de 

ballen verdelen over de twee vazen (min-
stens één in elke vaas). Dan trekt Ko uit elke 
vaas een bal. Als ze  gelijke kleuren hebben, 
krijgt To een euro van Ko. Anders krijgt Ko 
een euro van To. Dat doen ze een heleboel 

keer. Kan To de ballen zo verdelen 
dat ze op den duur niet verliest? 

in het midden van elk palindroom van 4 cijfers 0, 1, 2, ..., 9 of 00, 11, 22, ..., 99 in. Dat levert weer een fac-
tor 10: dus beide lengtes hebben 900 palindromen. Palindromen van lengte 7 of 8: 9.000, van lengte 9 of 10: 
90.000, enzovoort.
Rode en blauwe knikkers. De kans is 0,2, met de verdeling 4 blauw en 16 rood. Een vier keer zo grote kans 
(0,8) krijg je met de verdeling 16 blauw en 4 rood. Een vier keer zo kleine kans (0,05) krijg je met de verde-
ling 1 blauw en 19 rood.
Product van drie getallen. Het getal 253 is het product van twee priemgetallen: 11 en 23. Dat zijn dus de 
getallen op de twee kaartjes. Nu moeten we zes getallen zoeken met a + b + c = 11, d + e + f = 23 en 
abc = def. Na even proberen zie je de oplossing: 2 + 4 + 5 = 11, 1 + 2 + 20 = 23, 2 × 4 × 5 = 1 × 2 × 20 = 40. 
Dus G = 40.

WIELRENNERS
Op een cirkelvormige wielerbaan 

staan, met de klok mee, drie fietsers: 
Anton, Bob en Carel. Bij de start is de afstand 

tussen elk tweetal gelijk. De rijrichting is met de 
klok mee. Ze starten gelijktijdig. Anton fietst 3 keer 

zo snel als Carel, en Bob fietst 2 keer zo snel als Carel. 
Wanneer Bob voor de tweede keer door Anton wordt 

ingehaald, houdt hij het voor gezien. Carel geeft pas op 
als hij kort daarna weer wordt ingehaald. Waar gebeurt 

dat en hoeveel rondjes heeft Anton dan gereden?
Anton

BobCarel
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GETALLENRIJEN       AFLEVERING 1

De On-Line Encyclopedia of Integer Sequences 
(OEIS) is een gigantische database van getallenrij-
en. De man erachter is Neil Sloane, een Amerikaans 
wiskundige van Britse afkomst. Toen hij in 1963 
aan zijn proefschrift werkte aan de universiteit van 
Cornell, stuitte hij op de getallenrij 

 0, 1, 8, 78, 944, 13800, 237432, 4708144, ...

Hij vroeg zich af hoe snel deze getallen groeien. In 
de bibliotheek vond hij weliswaar een aantal getal-
lenrijen die redelijk vergelijkbaar waren met zijn rij, 
maar toch steeds weer verschilden. Hij realiseerde 
zich hoe handig het zou zijn als al die rijen getal-
len zouden worden opgeslagen. Dat deed hij dan 
ook. Hij maakte een systeem met ponskaarten, met 
op elke kaart een aparte rij. Deze kaartenbak was 

De online encyclopedie van getallenrijen is een monumentaal werk: in 1963 begonnen als ver-
zameling van getallenrijen op ponskaarten is het inmiddels uitgegroeid tot een website met 
meer dan 270.000 getallenrijen waaraan dagelijks nog rijen worden toegevoegd. Deze jaar-
gang besteedt Pythagoras veel aandacht aan getallenrijen. Ook de prijsvraag gaat erover.
■ door Alex van den Brandhof en Matthijs Coster

EEN LEXICON 
VOL GETALLEN

de eerste versie van Sloanes rijen-encyclopedie. De 
volgende verscheen in 1973 als boek met de titel A 
Handbook of Integer Sequences, met 2372 rijen. De 
editie van 1995, The Encyclopedia of Integer Sequen-
ces, maakte Sloane samen met Simon Plouffe en tel-
de 5487 rijen. Een jaar later volgde de internetversie 
(http://oeis.org) en sindsdien is het aantal getallen-
rijen rap toegenomen.

De database wordt gebruikt door wetenschap-
pers en getallenliefhebbers, voor disciplines die va-
riëren van speltheorie, getaltheorie en combina-
toriek tot biologie, natuurkunde en scheikunde. 
Wiskundigen gebruiken de rijen om er nieuwe ver-
moedens uit af te leiden. Of om te checken of een 
wiskundige ergens anders op de wereld misschien 
aan hetzelfde onderwerp werkt, of hetzelfde resul-
taat gevonden heeft.

DEFINITIE VAN EEN RIJ Een rij bestaat uit 
getallen in een vaste volgorde, die achter elkaar 
worden opgeschreven, gescheiden door komma’s.

Het aantal termen van een rij kan eindig of 
oneindig zijn. De positie van een term wordt 
aangegeven in subscript. In dit voorbeeld is 944 
de vijfde term (a5). Soms wordt de eerste term 
niet met a1 aangegeven, maar met a0. In de 
OEIS is de rij met nummer A000435 te vinden 
op http://oeis.org/A000435. 

A Handbook of Integer 
Sequences uit 1973 
bevat 2372 getallenrijen.

The Encyclopedia of 
Integer Sequences uit 
1995 bevat 5487 rijen.
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VOORBEELDEN Als je de rijen die in de OEIS 
zijn opgenomen bekijkt (neem vooral zelf een kijk-
je om een indruk te krijgen van de gigantische ver-
zameling rijen), zul je heel wat saaie rijen tegenko-
men. Bijvoorbeeld de rij 1, 2, 3, 4, 5, … (deze heeft 
nummer A000027). Of nog saaier, de rij die uit lou-
ter nullen bestaat: 0, 0, 0, … (A000004). 

Het gaat natuurlijk om de bijzondere rijen. In 
de grijze kadertjes staan een aantal voorbeeldrijen. 
Bij elk van die rijen hoort een verhaal. Die verhalen 
zijn stuk voor stuk bijzonder, en dat maakt de rijen 
ook bijzonder. 

Welke rij ‘mooi’ is, of ‘grappig’, of ‘fascinerend’, is 
natuurlijk een kwestie van smaak. In een interview 
in de Britse krant The Guardian, in oktober vorig 
jaar, noemde Sloane de rij van de Nederlander Jan 
Ritsema van Eck ‘een van mijn topfavorieten aller 

tijden’. Die rij begint zo: 

 0, 0, 1, 0, 2, 0, 2, 2, 1, 6, 0, 5, 0, 2, 6, 5, 4, 0, 5, ...

Het eerste getal is per definitie 0. Vervolgens is de 
regel: als het laatst toegevoegde getal nieuw is, zet je 
er een 0 achter. Is het laatst toegevoegde getal niet 
nieuw, dan tel je terug naar links tot je datzelfde ge-
tal tegenkomt. Het aantal stappen naar links is het 
volgende getal in de rij. Het is bewezen dat de rij op 
oneindig veel plekken terugkeert naar 0, om daarna 
weer te stijgen. Maar het is nog onbekend of élk na-
tuurlijk getal ooit een keer opduikt. 

PYTHAGORAS IN DE OEIS In 2006 schreef 
dit tijdschrift een rekenprijsvraag uit, waarbij het 
draaide om Costergetallen. Een Costergetal is een 

A000040: priemgetallen
2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, ... 
an = n-de priemgetal

A000290: kwadraten 
0, 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, 121, 144, ... 
an = n2

A000079: machten van 2
1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024, 2048, ... 
an = 2n

A000045: rij van Fibonacci
0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, ... 
an = an–1 + an–2 met a0 = 0 en a1 = 1

A007318: driehoek van Pascal 
1, 1, 1, 1, 2, 1, 1, 3, 3, 1, 1, 4, 6, 4, 1, 1, 5, 10, ... 

A005150: rij van Conway
1, 11, 21, 1211, 111221, 312211, 13112221, ... 

A221646: zichzelf beschrijvende rij 
1, 1, 2, 1, 1, 2, 2, 1, 2, 2, 1, 1, 2, 2, ... 

A090822: rij van Dion Gijswijt 
1, 1, 2, 1, 1, 2, 2, 2, 3, 1, 1, 2, 1, 1, ... 

A001222: aantal priemfactoren van n 
0, 1, 1, 2, 1, 2, 1, 3, 2, 2, 1, 3, 1, 2, 2, 4, 1, 3, ... 

A000041: aantal partities van n 
1, 1, 2, 3, 5, 7, 11, 15, 22, 30, 42, 56, 77, 101, ... 

A007485: aantal letters van n; ij als 1 letter 
3, 4, 4, 4, 3, 3, 5, 4, 5, 4, 3, 6, 7, 8, 7, 7, 9, 8, ... 
A090589: aantal letters van n; ij als 2 letters 
3, 4, 4, 4, 4, 3, 5, 4, 5, 4, 3, 6, 7, 8, 8, 7, 9, 8, ... 

A000120: aantal enen van n in binaire schrijf-
wijze 
1, 1, 2, 1, 2, 2, 3, 1, 2, 2, 3, 2, 3, 3, 4, 1, 2, 2, ... 

A002467: aantal manieren om n brieven in n 
enveloppen te stoppen, zodat ten minste één 
brief in de juiste envelop terechtkomt 
0, 1, 1, 4, 15, 76, 455, 3186, 25487, 229384, 
2293839, 25232230, 302786759, ... 

A008253: aantal koolstofatomen dat in 
een diamant n bindingen van een zeker 
koolstofatoom verwijderd is 
1, 4, 12, 24, 42, 64, 92, 124, 162, 204, 252, 
304, 362, 424, 492, 564, 642, 724, 812, ... 

5
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Voor onze jaarlijkse prijsvraag vragen we je om 
een getallenrij te bedenken die nog niet voorkomt 
in de OEIS. Uiteraard geldt: hoe origineler, hoe 
beter. Wanneer is een rij getallen interessant? Dat 
is eigenlijk een zeer filosofische vraag, maar om 
indruk te maken op wiskundigen moet er een ori-
ginele, universeel geldige gedachte aan een rij ten 
grondslag liggen. Als je een lijst telefoonnummers 
van je vrienden zou insturen, zit daar weliswaar 
een heldere gedachte achter, maar toch worden 
wiskundigen daar niet opgewonden van, omdat 
hij niets universeels heeft: iedereen heeft wat dat 
betreft zijn eigen lijstje. 

Stuur niet alleen de eerste zoveel termen van 
je rij op, maar meld ons ook het verhaal achter de 
rij. Dit kan een beschrijving zijn in woorden, zoals 
‘het aantal enen van n in binaire schrijfwijze’, een 
recept of beschrijving van hoe je een getal in de 
rij bepaalt, of een formule – direct of recursief – 
waarmee je de n-de term kunt berekenen. 

NIEUWJAARSOPGAVE Wie vóór 1 januari 
2016 een getallenrij (niet voorkomend in de 
OEIS) instuurt waarin het getal 2016 voorkomt, 
dingt mee naar een extra prijs. Ook hier geldt: hoe 
origineler, hoe beter. De rij met alle 2016-vouden 

(staat niet in de OEIS) is niet bepaald spannend. 
Het is niet nodig om alle getallen die aan 2016 
voorafgaan mee te sturen, maar geef in ieder ge-
val aan op welke positie het getal 2016 (voor het 
eerst) voorkomt. Natuurlijk doet zo’n inzending 
ook mee met de ‘gewone’ prijsvraag. 

INZENDEN Er wordt 200 euro aan prijzengeld 
verdeeld onder de inzenders met interessante getal-
lenrijen. Leerling of niet, iedereen mag inzenden. 
De geldprijzen gaan bij voorkeur naar leerlingen. 
De hoofdprijs, waar iedereen naar kan meedin-
gen, is eeuwige roem: vermelding van je rij in de 
OEIS! Daarover beslist de redactie van Pythagoras 
natuurlijk niet, maar Neil Sloane. De redactie zal 
de origineelste inzendingen aan hem opsturen met 
een motivatie om opgenomen te worden in de en-
cyclopedie. 

Stuur je oplossing naar prijsvraag@pyth.eu. 
Vermeld daarbij je naam, leeftijd en adres. Leer-
lingen moeten ook hun klas en de naam van de 
school vermelden. Bij een klasseninzending moet 
ook de naam van de wiskundedocent worden op-
gegeven. Je inzending moet bij ons binnen zijn 
vóór 15 april 2016. Veel plezier!

geheel getal dat je met +, –, × en : kunt maken uit 
zijn eigen cijfers, waarbij elk cijfer precies twee keer 
wordt gebruikt. Voorbeelden van Costergetallen 
zijn 25 (want 25 = 5 × 5 + 2 – 2) en 256 (want 256 
= (2 × 5 + 6) × (2 × 5 + 6)). De rij Costergetallen 
heeft nummer A106007 in de OEIS.

Twee andere getallenrijen waarvan Pythagoras 
de bron is, zijn A005386 en A246371.

ZOEKVELD De OEIS heeft een zoekveld waarin je 
getallen kunt intikken. Tik bijvoorbeeld ‘2016’ in. 
Er verschijnen nu 880 hits. Dat wil niet zeggen dat 
in slechts 880 rijen het getal 2016 voorkomt. De rij 
natuurlijke getallen bevat ook 2016, maar slechts de 
eerste enkele tientallen termen zijn opgenomen in 

PRIJSVRAAG: BEDENK ZELF EEN RIJ

de index. Van de rij ‘faculteiten’ (1, 1, 2, 6, 24, 120, 
720, ..., zie A000142) zijn maar 23 getallen opgeno-
men in de index: 0! tot en met 22!.

Je kunt ook meerdere getallen in het zoekveld 
plaatsen. Bijvoorbeeld ‘24 40320’. Je ziet dat er 819 
rijen zijn die zowel 24 als 40320 bevatten. Plaats je 
‘24, 40320’ in het zoekveld (dus met een komma 
ertussen), dan krijg je te zien hoeveel rijen er zijn 
waarin 24 en 40320 twee opeenvolgende termen 
zijn: dat zijn slechts 6 rijen. Ten slotte kun je in het 
zoekveld ook zoeken op tekst. Tik je ‘Pythagoras’ 
in, dan krijg je 76 hits. 

Kijk maar eens of jouw eigen favoriete rij getal-
len in de OEIS voorkomt. Zo niet: doe dan mee met 
onze prijsvraag! ■

A078698: aantal manieren om een schoen met n paren vetergaten met een veter dicht te 
snoeren, zodat elk vetergat één keer wordt gebruikt en minimaal één directe verbinding 
heeft met de overkant 
1, 2, 20, 396, 14976, 907200, 79315200, 9551001600, 1513528934400, 305106949324800, ... 
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KRIS EN KRAS
■ door Wieb Bosma

Op vrijdag 25 september vindt de 24ste editie van 
het Wiskundetoernooi plaats aan de Radboud Uni-
versiteit Nijmegen. Leerlingen van de hoogste klas-
sen van vwo-scholen uit heel Nederland doen dan 
in teams van vijf mee aan twee wedstrijden met 
wiskundige opgaven. Er zijn mooie prijzen te win-
nen, zoals een lang weekend naar Dublin, Ierland. 

Wat het Wiskundetoernooi uniek maakt is de 
sfeer: er wordt niet in diepe stilte gewerkt, maar de 
teams werken samen om de opgaven snel en goed 
af te krijgen. In de ochtend is er traditioneel een es-
tafette van twintig opgaven: een team mag pas door 
naar de volgende opgave als het antwoord goed is of 
er drie foute antwoorden zijn gegeven. De vorderin-
gen per team zijn zichtbaar op grote scoreborden. 

In de middag krijgen de teams grotere opdrach-
ten over een thema; hier is overleg en taakverdeling 
van groot belang en er heerst altijd een vrolijke, 
opgewonden sfeer. Deze opgaven worden bedacht 
door wiskundestudenten, in het kader van hun op-
leiding tot leraar. Het thema dit jaar is ‘winkunde: 
geluk of strategie’. Je zult allerlei manieren zien en 
gebruiken hoe wiskunde kan helpen om beter te 
worden in puzzels en spelletjes.

Dit jaar doen er in Nijmegen teams van 103 ver-
schillende scholen uit heel Nederland mee (een re-
cord, en tevens de maximumcapaciteit). Dezelfde 
opgaven worden op dezelfde dag ook voor satelliet-

versies van het toernooi in België en Duitsland ge-
bruikt. 

Ter illustratie geven we hier de laatste (lastige) 
opgave van de estafette van vorig jaar. 

WANDELEN OP EEN SCHAAKBORD Kris en 
Kras hebben een pion en een speelbord dat in vier-
kante vakjes is verdeeld. Van het bord is hier slechts 
een stukje getekend; in werkelijkheid strekt het zich 
in alle richtingen eindeloos uit. Twee vakjes zijn 
voorzien van een letter; daarnaast zijn de windrich-
tingen hierboven aangegeven. 

Ze doen een spel waarbij ze om de beurt een zet 
doen, en wel als volgt. 

-
wel 5 vakjes naar het westen. 

ofwel 7 vakjes naar het zuiden. 
Aan het begin staat de pion op het vakje met de let-
ter S (start). Vervolgens doet Kris de eerste zet. Wat 
is het kleinste aantal zetten waarin ze de pion naar 
het vakje met de letter F (finish) kunnen brengen?

De oplossing van dit probleem is als opgave 20 
van 2014 te vinden op de website van het Wiskun-
detoernooi onder de knop ‘archief ’ (www.ru.nl/
wiskundetoernooi). Daar zijn nog veel andere pro-
blemen – met uitwerkingen – van vorige jaren van 
het toernooi te vinden. ■
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In april dit jaar werd voor de vierde keer de European Girls’ Mathematical Olympiad 
(EGMO) gehouden. Het evenement vond plaats in Minsk in Wit-Rusland. Nederland 
werd vertegenwoordigd door een team van vier meisjes. Een van de teamleden, Eva 
van Ammers, vertelt in dit artikel over opgave 2 van deze wedstrijd.
■  door Eva van Ammers

De EGMO bestaat uit twee wedstrijddagen met ie-
der drie opgaven. Hoewel ik de EGMO in zijn ge-
heel geweldig vond, waren naar mijn mening de 
wedstrijddagen met de wiskunde toch wel het 
leukst. Een van de zes opgaven die we voor onze 
kiezen kregen, luidde:

Opgave 2 (EGMO 2015). Een domino is een 
2 × 1- of 1 × 2-tegel. Bepaal op hoeveel manie-
ren precies n2 domino’s zonder overlap op een 
2n × 2n-schaakbord kunnen worden geplaatst 
zodat elk 2 × 2-vierkant minstens twee onbedek-
te eenheidsvierkantjes bevat die in dezelfde rij of 
dezelfde kolom liggen. 

Om een idee te krijgen op hoeveel manieren dit 
kan, proberen we een aantal kleine gevallen uit, te 
beginnen met n = 1. Dit geval is goed te doen: de 
dominosteen kan bovenin, onderin, links of rechts 
liggen, dus er zijn 4 mogelijkheden (zie figuur 1). 
Voor n = 2 verschijnen er al heel wat meer schaak-
borden, waarvan er een paar zijn uitgetekend in fi-

DOMINO DAY 
OP EEN 
SCHAAKBORD

guur 2; in totaal zijn het er 36. Als er voor n = 2 al 
zo veel borden zijn, is het vermoedelijk voor n = 3 
al niet haalbaar om in de beschikbare tijd de boel 
volledig uit te werken. 

Gelukkig zien we bij n = 2 wel al iets dat opvalt: 
als we het bord horizontaal en verticaal doormid-
den delen, zodat er vier 2 × 2-vierkanten ontstaan, 
ligt in elk van deze vier vakken precies één hele do-
minosteen. Zoiets zou wel eens in het algemeen 
kunnen gelden. We bekijken daarom toch een paar 
schaakborden van 6 × 6 en dan blijkt inderdaad 
ook steeds één dominosteen in één van de negen 
2 × 2 vierkanten te liggen (zie figuur 3). 

We zullen vanaf nu met ‘groot schaakvak’ deze  
2 × 2-vierkanten aanduiden. (Er zijn nog meer  
2 × 2-vierkanten, bijvoorbeeld het vierkant dat je 
krijgt door een groot schaakvak een hokje te ver-
schuiven. Deze vierkanten noemen we geen grote 
schaakvakken, maar spelen wel nog een rol in de 
opgave.) 

We vermoeden dus dat in elk groot schaakvak 
precies één domino ligt. Maar kunnen we dit ook 
bewijzen? Omdat er n2 domino’s zijn en elke domi-
no 2 vakjes bedekt, worden er in totaal 2n2 vakjes 
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van 1 bij 1 bedekt door dominostenen. Er zijn ook 
n2 grote schaakvakken, want een groot schaakvak 
is 2 × 2 en het bord heeft zijden van 2n. In elk groot 
schaakvak mogen, aangezien elk groot schaakvak 
in het bijzonder een 2 × 2-vierkant is, maximaal 
twee vakjes in totaal worden bedekt, en omdat er 
in totaal 2n2 vakjes worden bedekt, moeten in elk 
schaakvak precies twee vakjes worden bedekt door 
een domino. Dit gaat al de goede kant op, maar nu 
zou het nog steeds mogelijk zijn dat de twee vak-
jes in een groot schaakvak worden bedekt door 
verschillende domino’s. Dan geldt echter voor het 
groot schaakvak dat ernaast zit dat hier ook twee 
vakjes bedekt zijn, dus dan hebben we twee opties 
voor de volgende dominosteen: deze het hoekje 
om laten gaan of deze in het verlengde van de vo-
rige steen leggen. Als we een hoekje maken van do-
minostenen, zijn echter in een 2 × 2-vierkant drie 
vakjes bedekt (zie figuur 4) en dit kan niet, dus we 
leggen deze dominosteen in het verlengde van de 
vorige steen. Dan doen we dit ook weer voor het 
volgende grote schaakvak, en dat daarna, en dat 
daarna... Maar dan hebben we wel een probleem als 
we bij de rand komen. Dan kunnen we niet nog een 

Figuur 1 Alle mogelijkheden voor n = 1.

Figuur 2 Een aantal mogelijkheden om de domino’s te plaatsen. Merk op dat 
er in elk 2 × 2-vierkant minstens twee onbedekte eenheidsvierkantjes zijn
die in dezelfde rij of dezelfde kolom liggen.

Figuur 3

Figuur 4
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nieuwe domino in het verlengde leggen, dus is er 
maar één vakje bedekt in dit grote schaakvak, en dit 
kan niet. Kortom, alleen maar problemen, maar dit 
zijn wel voldoende problemen om te concluderen 
dat in elk groot schaakvak precies één domino ligt. 

Dus we hebben nu vier mogelijke grote schaak-
vakken waaruit het bord is opgebouwd. Voor het 
gemak noemen we ze A, B, C en D (zie figuur 5). 
Deze grote schaakvakken kunnen niet op elke mo-
gelijke manier naast elkaar liggen. Een B rechts 
van een D levert bijvoorbeeld een 2 × 2-vierkant 
op waar alle vakjes zijn bedekt met een domino, en 
een A en een C naast elkaar levert een 2 × 2-vier-
kant op waarin weliswaar twee vakjes onbedekt 
zijn, maar deze liggen niet in dezelfde rij of kolom, 
dus dit kan ook niet. Soms zijn er meerdere opties 

voor wat er naast een groot schaakvak kan. Rechts 
van een B kunnen zowel een A als een C als een D, 
maar links van een B kan alleen nog een B. En links 
van die B kan weer alleen maar een B. Dus als er er-
gens in een rij een B ligt, liggen daar links van al-
leen maar nog meer B’s. Voor de A, C en D kunnen 
we net zo’n redenering uitvoeren. Rechts van een 
D kunnen in een rij alleen maar D’s liggen, boven 
een C kunnen in een kolom alleen maar C’s liggen 
en onder een A kunnen in een kolom alleen maar 
A’s liggen. 

GRENSLIJNEN Nu we meer grip hebben op hoe 
het bord wordt ingedeeld, is de vraag: kunnen we 
uitrekenen op hoeveel manieren dit kan? Aller-
eerst proberen we eens een bord te vormen met 

B B C C C C
B B C C C D
B B B D D D
B B B A A D
B B A A A D
B A A A A A

B/C B/C B/C
A/D A/D
B/C B/C
B/C

Figuur 5

Figuur 6 Figuur 7

B C DA
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de informatie die we nu hebben (zie figuur 6). Het 
leuke is, dit bord bestaat nu uit vier zones met de-
zelfde letters en om het onszelf makkelijker te ma-
ken, hebben we ook grenslijnen getekend. De ene 
lijn scheidt de B’s en C’s van de A’s en D’s en de an-
dere lijn scheidt de A’s en B’s van de C’s en D’s. We 
zouden nu ook een bord kunnen indelen door juist 
eerst de grenslijnen te tekenen en daarna de A’s, 
B’s, C’s en D’s in te vullen. Dan is het wel handig 
om te weten aan welke eigenschappen de grenslij-
nen moeten voldoen om hiermee een goed bord te 
krijgen. Een van de eigenschappen die de grenslij-
nen lijken te hebben, is dat de grenslijn die linkson-
der begint alleen naar rechts en naar boven gaat, tot 
deze helemaal rechtsboven is, en evenzo lijkt te gel-
den dat de grenslijn die rechtsonder begint alleen 
naar links en naar boven gaat. 

We kunnen laten zien dat bovenstaande het ge-
val is. We bekijken een grenslijn tussen de zone met 
alleen B’s en C’s en de zone met alleen A’s en D’s. 
Deze begint linksonder, maar stel nu dat we op een 
bepaald moment de grenslijn een stukje naar links 
laten bewegen in plaats van naar rechts of naar bo-
ven. Dan komt er een A of D boven een B of C te 
liggen, zoals te zien is in figuur 7, maar dit kan niet. 
Als de grenslijn op een plek naar beneden gaat, 
komt er een B of C rechts van een A of D te liggen, 
zoals in figuur 8, en dit kan ook niet. Dus de grens-
lijn die linksonder begint, kan alleen naar boven en 
naar rechts bewegen. Evenzo kan de grenslijn die 

rechtsonder begint alleen naar boven en naar links 
bewegen. 

Dus de lijn beweegt vanaf de hoek linksonder 
alleen naar boven en naar rechts totdat deze in de 
hoek rechtsboven is, en aangezien de lijn langs n 
grote schaakvakken omhoog gaat en langs n grote 
schaakvakken naar rechts, gaat de lijn langs 2n zij-
kanten van grote schaakvakken. Als we dit zien als 
een stappenplan dat bestaat uit n keer naar rechts 
en n keer naar boven, is het aantal stappenplannen 
gelijk aan het aantal manieren waarop we de n keer 
naar rechts kunnen plaatsen in dit stappenplan van 
2n stappen, en dit is gelijk aan 2n

n
⎛
⎝

⎞
⎠. Er zijn evenzo 

2n
n

⎛
⎝

⎞
⎠ opties om een grenslijn van rechtsonder naar 

linksboven te trekken. Omdat we in de vorige ali-
nea hebben vastgesteld dat er op geen enkele an-
dere manier een grenslijn getrokken kan worden, 
hebben we alle opties gehad waarop we deze twee 
grenslijnen kunnen trekken, en weten we dat er  
2n
n

⎛
⎝

⎞
⎠ · 

2n
n

⎛
⎝

⎞
⎠ = 2n

n
⎛
⎝

⎞
⎠
2 manieren zijn waarop we de grens-

lijnen kunnen trekken. 
Nu is de vraag, voldoet elk bord waarvoor we 

deze grenslijnen zo trekken? Als we de grenslijnen 
zo trekken, kunnen alleen bepaalde grote schaak-
vakken op bepaalde manieren naast elkaar ko-
men. Schaakvakken van hetzelfde type kunnen op 
elke manier naast elkaar: zo kunnen twee A’s zowel 
naast elkaar als boven elkaar, dus dit gaat goed. Ver-
der komen met deze grenslijnen de volgende mo-
gelijkheden voor: een A onder een B, C of D, een B 
links van een A, C of D, een C boven een A, B of D 
en een D rechts van een A, B of C, en dit mag alle-
maal. Dus het op deze manier ingevulde bord vol-
doet inderdaad. 

TOT SLOT Zelf vond ik dit een pittige opgave, 
aangezien je heel veel verschillende dingen moest 
bedenken wat betreft de voorwaarden van het neer-
leggen van de domino’s en het heel moelijk was om 
kleine gevallen uit te werken. Dat is ook wel te zien 
aan de scores voor deze opgave. Slechts 4 deelne-
mers wisten de opgave volledig op te lossen, maar 
wel 52 deelnemers kregen een deelscore omdat ze 
toch een eindje op weg waren gekomen. De opgave 
laat goed zien hoeveel verschillende creatieve stap-
pen er soms nodig zijn om een olympiade-vraag-
stuk op te lossen! ■   

B/C B/C A/D
A/D B/C A/D

Figuur 8
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In 2007 maakte de Brit Morgan Matthews de be-
jubelde documentaire Beautiful Young Minds, over 
het selectieproces en de trainingen van het Britse 
team van de Internationale Wiskunde Olympiade. 
Matthews had de smaak te pakken en maakte vo-
rig jaar x + y, een film uit het hybride genre, waarin 
de grens tussen documentaire en fictie, met zowel 
hartverscheurende als geestige scènes, vervaagt. 
x + y draait sinds 27 augustus in een aantal Neder-
landse bioscopen.

Ondanks de rechtlijnige verhaallijn en cliché-
matige ingrediënten zoals een autistische hoofdper-
soon die zijn geluk vindt in de wereld van getallen, 
is het Matthews gelukt een grotendeels overtuigen-
de en ontroerende film te maken. 

Het is de moeder-zoon-relatie die er in deze film 
voor zorgt dat menigeen een paar traantjes zullen 
wegpinken. De sociale stoornis van hoofdpersoon 
Nathan, gespeeld door Asa Butterfield, wordt alleen 
maar sterker nadat zijn vader omkomt bij een tra-

x + y < liefde?
gisch auto-ongeluk. De met engelengeduld opvoe-
dende moeder Julie wil alleen maar het beste voor 
hem. Maar ijskoud zegt hij haar dat ze hem niet kan 
helpen met wiskunde omdat ze niet slim genoeg is. 
Als ze bij een toko een portie garnalenballen haalt 
voor haar zoon, doet ze alle moeite het aantal bal-
len in het kartonnen doosje een priemgetal te la-
ten zijn – dat is een niet-onderhandelbare eis van 
Nathan. Door Nathans ijzige starheid wekt hij in 
eerste instantie niet direct sympathie op bij de kij-
ker, en dat is een gewaagde zet van Matthews. 

De vraag of er in het leven iets belangrijker is 
dan wiskunde, wordt pas aangesneden aan het ein-
de van de film, in Cambridge, waar de wiskunde 
olympiade wordt gehouden. Nathans druk om te 
slagen blijkt niet te combineren met niet-verwerkte 
trauma’s en met zijn gevoelens voor Zhang Mei, een 
Chinees meisje dat Nathan heeft leren kennen bij 
een trainingskamp in Taiwan. Is liefde sterker dan 
formules en algoritmen? (AvdB)

■ door Alex van den Brandhof en Marc Seijlhouwer

JOURNAAL

Turing-manuscript levert miljoen op
Een manuscript van Alan Turing, de wiskundige 
die bekend staat als de vader van de informatica, le-
verde op een veiling in New York iets meer dan een 
miljoen dollar op. Het manuscript van 56 pagina’s is 
een van de langste met de hand geschreven teksten 
van Turing die bewaard zijn gebleven. 

Het gaat om een aantekeningenboekje dat een 
interessante kijk geeft in Turings leven. Hij ge-
bruikte het toen hij bij de geheime Britse dienst op 
Bletchley Park probeerde de Duitsers te verslaan, in 
1942. Hij kraakte daar de Enigmamachine, een co-
deringsapparaat waarmee de Duitsers al hun infor-
matie versleutelden. 

In het boekje staat geen informatie over het kra-

ken van de machine. In plaats daarvan staat het vol 
met regels om wiskunde overzichtelijk op te schrij-
ven en informatie over de beginnende informatica. 
Vermoedelijk geeft het een inkijkje in Turings hob-
byproject, zijn droom om een universele rekentaal 
te maken. Hij probeerde het werk aan de Enigma-
machine in een vorm te gieten die ook in de toe-
komst bruikbaar zou zijn. Daarnaast staan er soms 
persoonlijke uitingen van Turing in het boekje: er is 
een pagina waar hij iets ‘hateful!’ noemt (zie foto).

Turing schreef het grootste deel van het boekje 
vol nadat hij een universele rekenmachine maak-
te, die niet alleen de Enigmacode, maar ook andere 
codetaal kon kraken. Het bedenken van een uni-
versele taal voor de machine leek dus een logische 
volgende stap. Veel andere wiskundigen werkten in 
Turings tijd aan dat idee. Helaas kon de Britse wis-
kundige zijn ideeën nooit uitwerken; na veroorde-
ling voor zijn homoseksualiteit pleegde hij in 1954 
zelfmoord. (MS)
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3x brons bij Internationale Wiskunde Olympiade
Bij de Internationale Wiskunde Olympiade in Thai-
land heeft het Nederlandse team drie bronzen me-
dailles behaald. Deze medailles werden behaald 
door Bob Zwetsloot (17), Eva van Ammers (17) en 
Yuhui Cheng (19), die alle drie twee van de zes pit-
tige wiskundeopgaven op wisten te lossen. Teamlid 
Tim Brouwer (18) loste een van de zes opgaven op 
en behaalde hiermee een eervolle vermelding.

De IMO vond van 8 tot 16 juli plaats in Chi-
ang Mai, Thailand. Op elk van de twee wedstrijd-
dagen kregen de leerlingen drie opgaven van hoog 
wiskundig niveau voor hun kiezen. In het landen-
klassement behaalden de Nederlanders als team de 
43ste plaats van 104 landen. België eindigde op de 
56ste plaats. De Verenigde Staten voerden het lan-
denklassement aan. (wiskundeolympiade.nl)

Nieuwe vlakvullende vijfhoek gevonden
Met vierkante of rechthoekige tegels kun je een 
wand betegelen zodat het hele vlak wordt opgevuld. 
Met regelmatige vijfhoeken – vijfhoeken waar-
van elke hoek 108 graden is – lukt dat niet. Casey 
Mann, Jennifer McLoud en David von Derau, drie 
wiskundigen van de University of Washington 
Bothell, hebben onlangs een ónregelmatige vijfhoek 
ontdekt die het hele vlak wél kan opvullen – zon-
der gaten en zonder overlap. De vijfhoek heeft hoe-
ken van 60, 135, 105, 90 en 150 graden. Het is de 
vijftiende vlakvullende convexe vijfhoek die tot nog 
toe bekend is en de eerst ontdekte sinds dertig jaar. 

De jacht op vlakvullende convexe vijfhoeken be-
gon in 1918, toen de Duitse wiskundige Karl Rein-
hardt vijf van zulke vormen vond. Vermoed werd 
dat deze vijf de enige convexe vijfhoeken zouden 
zijn die het hele vlak kunnen vullen. Tot vijftig jaar 
later. In 1968 werden er nog drie gevonden, in 1975 
nog één en in de tien jaren daarna nog eens vijf. 
Sinds 1985 bleef het stil, tot nu dus.

‘We ontdekten de nieuwe vijfhoekige tegel met 

behulp van een computer, die een grote, maar ein-
dige verzameling van mogelijkheden afliep’, aldus 
Mann.

Onder links is de nieuwe vlakvulling te zien, 
waarbij elke tegel rood, geel of blauw is. Er zijn 
drie kleuren gebruikt, omdat het om een zogehe-
ten drie-isohedrale betegeling gaat. Bij een isohedra-
le betegeling bestaat er voor ieder tweetal tegels een 
afbeelding, die de ene tegel op de andere afbeeldt 
en gelijktijdig de gehele betegeling op zichzelf af-
beeldt. Met de nieuwe betegeling is dat niet moge-
lijk, maar plak je drie tegels aan elkaar zoals is aan-
gegeven en beschouw je het resultaat als één tegel, 
dan is die tegel een niet-convexe negenhoek waar-
mee je het vlak wel isohedraal kunt vullen.

De figuur rechts toont alle 15 tot nu toe bekende 
vlakvullingen. In feite zijn er oneindig veel vlakvul-
lende vijfhoeken, maar er zijn maar 15 essentieel 
verschillende bekend. Bij de eerste 13 gaat het na-
melijk om families van vijfhoeken. De nummers 14 
en 15 (de nieuwe) zijn ‘solitair’. (AvdB)
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We willen een tetraëder – dat is een regelmatig vier-
vlak – binnenstebuiten vouwen. Om dit te doen, 
zullen we eerst beschrijven hoe je dit met een geslo-
ten band van vier vierkanten doet. 

Maak een band papier met de afmetingen 1 × 4 
eenheden, zoals in figuur 1. Het is leuk als het pa-
pier aan de voor- en achterkant twee verschillende 
kleuren heeft. Maak vouwen loodrecht op de lange 
zijde met een afstand van 1 eenheid tussen de vou-
wen. Hierdoor ontstaan vier vierkanten. Vouw dan 
de diagonalen in ieder vierkant. Plak ten slotte de 
korte zijden van de band aan elkaar. 

In figuur 2 zie je het vouwschema van onze ku-
busband. Het binnenstebuiten vouwen doen we 

Heb je je ooit afgevraagd hoe de binnenkant van een tetraëder eruitziet? Waarschijnlijk 
niet. In dit artikel gaan we een tetraëder die op een bepaalde manier is gesneden binnen-
stebuiten vouwen.
■  door William Verspaandonk

DE BINNENKANT 
VAN EEN TETRAËDER

stap voor stap voor in het kader op pagina 15. Oe-
fen deze techniek een paar keer, want we gaan dit 
gebruiken voor het omkeren van een tetraëder. 

DE TETRAËDER We willen een uitslag van een 
tetraëder maken zodat een platte gesloten band 
ontstaat. De tetraëder bestaat uit vier gelijkzijdige 
driehoeken die in een uitslag op verschillende ma-
nieren tegen elkaar kunnen worden gelegd (zie fi-
guur 3). Vanuit de uitslag kan dan een tetraëder 
worden gevormd.

Figuur 1
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Figuur 2

Figuur 3

Met de eerste uitslag in figuur 3 kan geen geslo-
ten band worden gevormd, maar met de tweede 
wel. De linker- en rechteruiteinden kunnen aan el-
kaar worden geplakt en dan hebben we een geslo-
ten band gemaakt. We hebben dan zelfs automa-
tisch de tetraëder gevormd en de band is dan niet 
meer plat. De tetraëder ontstaat door de constructie 
vanzelf. Maar wat we graag willen is een platte ge-
sloten band en dat is hiermee niet mogelijk.

De oplossing zit in het snijden van de gelijkzij-
dige driehoeken in kleinere driehoeken zodat acht 
rechthoekige driehoeken ontstaan. De driehoe-
ken moeten dan anders worden gerangschikt. Als 
de zijden met de letter a aan elkaar worden gelegd, 
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HET BINNENSTEBUITEN VOUWEN VAN 
EEN KUBUSBAND

1. De beginsituatie. 

2. Om de band binnenstebui-
ten te draaien, breng je eerst het 
paar diagonaal staande hoek-
punten aan de bovenkant R en 
S en het andere paar diagonaal 
staande hoekpunten aan de on-
derkant P en Q naar elkaar toe. 

3. Vouw de hoekpunten A en 
C naar achteren over de open-
staande vouw (witte stippellijn). 
Je krijgt een vierkantje met twee 
flapjes aan de binnenkant.

4. Duw elk van de twee flapjes 
tegen de overstaande zijde, en 
breng de hoekpunten B en D 
naar elkaar toe.

5. Steek tussen T en D je vinger 
in het zakje. Breng vervolgens 
punt D naar punt T.

6. Doe hetzelfde met de achter-
kant.

7. Open het object aan de bo-
venkant. We krijgen deze band.

8. De band doen we weer dicht 
door U naar V te bewegen.

9. We leggen nu de terugweg af. 

10. Nog steeds bezig met de te-
rugweg...

11. Uiteindelijk krijgen we de 
band van het begin weer terug, 
maar nu binnenstebuiten ge-
keerd.
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wordt een van de oorspronkelijke gelijkzijdige drie-
hoeken gevormd. De tetraëder in figuur 4 maakt 
duidelijk hoe precies wordt gesneden om te komen 
tot de uitslag in figuur 5.

Als we dan de korte zijden aan elkaar plakken, 
zul je merken dat het mogelijk is om een tetraëder 
te maken, maar dat het nog steeds niet mogelijk is 
om de band binnenstebuiten te vouwen. Nu komt 
de constructie van de 1 × 4-band van pas. Ook al 
zijn de verhoudingen van de tetraëderband anders 
dan die van de 1 × 4-band, we kunnen toch de con-
structie toepassen. We zorgen ervoor dat de lengte 
van de tetraëderband gelijk is aan die van de 1 × 4-
band, dus vier eenheden. De breedte van de tetraë-
derband is smaller (1

3 3). De beide banden kunnen 
vervolgens in de lengterichting op elkaar worden 
gelegd met de tetraëder precies in het midden (zie 
figuur 6). De vouwen die loodrecht op de lange zij-

a

d

b

c
a a b b

c d d c

Figuur 4
Figuur 5

Figuur 6

Figuur 7

Figuur 8
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den staan moeten samenvallen. De diagonalen van 
de 1 × 4-band kunnen dan worden overgenomen 
op de tetraëderband (zie figuur 7).

Het enige wat dan nog rest, is het lijmen van de 
twee korte zijden. Nu kan een tetraëder worden ge-
vormd, de band kan vervolgens binnenstebuiten 
worden gekeerd om zo weer een tetraëder te kun-
nen vormen. 

Er is een variant te maken waarbij de tetraëder-
band niet precies in het midden wordt gelegd, maar 
dat een lange zijde samenvalt met een lange zijde 
van de 1 × 4-band (zie figuur 8).

De binnen- en buitenkant van de tetraëder-
uitslagen zijn hierboven in kleur afgedrukt. Je kunt 

deze uitslagen kopiëren (of printen: dit artikel staat 
ook op www.pyth.eu) en daarna uitknippen. Om 
een mooie, stevige uitvoering te krijgen, kun je de 
stukjes in de band allemaal losknippen en dan op 
een stuk zelfklevende doorzichtige kaftfolie plak-
ken. Als je dit gedaan hebt, plak je daar nog een 
keer een stuk kaftfolie overheen. Ook is het handig 
om de stukjes een beetje uit elkaar te plakken, zodat 
er een vouwnaad ontstaat.

In figuur 9 zie je de tetraëder met zwart-witte 
buitenkant en figuur 10 laat de blauw-gele binnen-
kant zien. De stappen die je moet doen om tot dit 
resultaat te komen, zie je in het kader op de volgen-
de pagina. ■  

Figuur 9 Figuur 10
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HET BINNENSTEBUITEN VOUWEN VAN 
EEN TETRAËDER

1 2 3

4 5 6

7 8 9

10 11 12
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GETALLENRIJEN       AFLEVERING 2

Kies een getal, bijvoorbeeld 49. Het product van de 
cijfers is 4 × 9 = 36. Dit schrijven we op. Opnieuw 
berekenen we het product van de cijfers: 3 × 6 = 18. 
We gaan hiermee door tot we op een getal uitko-
men dat uit slechts uit één cijfer bestaat. We krij-
gen de rij 

49, 36, 18, 8.

Op dezelfde manier kan je de volgende rijen ma-
ken:

37, 21, 2;
39, 27, 14, 4;
48, 32, 6;
64, 24, 8.

We zijn nog niet bij ons probleem aangekomen. 
Schrijf de rij nu achterstevoren. Onze eerste voor-
beeldrij ziet er dan zo uit: 

8, 18, 36, 49. 

Kan deze rij worden voortgezet? Dat wil zeggen: 
bestaat er een getal waarvoor geldt dat het product 
van de cijfers 49 is? We hebben weinig keuze: alleen 

GETALLENPLANTJES
■  door Frank Roos en Derk Pik

49 = 7 × 7 voldoet. Het volgende getal moet dus 
wel 77 zijn. Hierna zitten we al vast! Immers, 77 = 
7 × 11 en 11 is geen cijfer. 

GETALLENPLANTJES We planten de getallen 0 
tot en met 9 op de bodem en kijken welke getallen 
er uit kunnen groeien. Zie de illustraties op deze en 
de volgende twee pagina’s. Als er een groene knop 
uit een getal komt, kan de plant van daaruit weer 
verder groeien. Ontstaat er een roze bloem, dan 
kan de plant van daaruit niet meer verder. 

Uit sommige getallen groeit veel, uit ande-
re maar weinig. Het lijkt of uit de grotere getallen 
hoogstens een paar nieuwe knoppen ontspruiten, 
en ook vaak helemaal niets. Ga in de illustraties zelf 
na waarom sommige getallen roze zijn en andere 
groen. Overigens zijn de illustraties niet volledig: 
uit de 0 bijvoorbeeld groeien niet alleen de getal-
len 10, 20, 30, 40 en 50, maar álle getallen waar ten 
minste één 0 in voorkomt (en daarvan zijn er na-
tuurlijk oneindig veel).

KORTE EN LANGE TAKKEN Een pad van een 
getal op de bodem tot en met een roze bloem noe-
men we een tak. Er zijn veel takken met maar twee 
getallen, bijvoorbeeld 1, 11 of 1, 111 of 3, 13. Dit 
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11111
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leidt meteen tot twee vragen: groeit er uit elk getal 
van één cijfer een roze bloem? En veel moeilijker: 
kan er uit elk willekeurig getal dat niet roze is een 
roze bloem groeien? Op de eerste vraag is het ant-
woord positief – dat blijkt ook uit de illustraties. Op 
de tweede vraag weten wij zelf het antwoord niet. 

Het lijkt erop dat het groeien steeds snel op-
houdt. Toch komen alle getallen die er maar be-
staan voor in een van deze tien planten. De kunst is 
om een zo lang mogelijke tak te maken. In dit arti-
kel kwamen we tot een tak van vijf getallen, name-
lijk 8, 18, 36, 49, 77. Kan jij een tak van lengte zes 
maken? 

HET KLEINSTE GETAL MET EEN VASTE 
LENGTE Het is interessant om te meten hoe snel 
je bij een getal van één cijfer bent. We merkten al 
op dat er veel takken zijn met maar twee getallen. 
Het kleinste getal waar je in één stap bij een ge-
tal van maar één cijfer bent, is 10. Het kleinste ge-
tal waar je in twee stappen bij een één-cijferig getal 
bent, is 25. Voor drie stappen is het kleinste getal 
39, en voor vier stappen 77. We kunnen hier nog 0, 
het kleinste getal met maar één getal (nul stappen 
nodig), aan toevoegen. We krijgen de rij 

0, 10, 25, 39, 77, ... 

Van deze rij weten we heel weinig. Gaat de rij wil-
lekeurig lang door? En zelfs als deze rij willekeurig 
lang doorgaat, hebben we nog niet de moeilijkste 
vraag beantwoord: bestaat er een plant waar een tak 
aan zit die willekeurig lang door gaat? 

COMPUTEREXPERIMENTEN De rij

0, 10, 25, 39, 77, ...

vraagt natuurlijk om experimenten met de compu-
ter. Experimenten in het gratis rekenprogramma R 
laten al gauw zien dat er rijen van lengte 8 bestaan. 
Je moet daarvoor wel tot een miljoen doorgaan. 
Met een slimme aanpak met een exact rekenend 
programma zoals SAGE of Mathematica kan je 
ontdekken dat er rijen zijn tot en met lengte 11. 

Het kleinste begingetal dat leidt tot een rij van 
lengte 11 is 277777788888899 ≈ 2,7 · 1014. Pythago-
ras-redacteur Matthijs Coster vond met het door-
rekenen van alle getallen van de vorm 2a · 3b · 7c 
met a ≤ 100, b ≤ 50 en c ≤ 20 ook dit getal. Door 
het opkrikken van de grenzen, vond hij nog een 
getal dat leidt tot een rij van lengte 11, namelijk 
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27777789999999999 ≈ 2,7 · 1016. Ook kwam hij 
nog diverse getallen tegen die leiden tot rijen van 
lengte 9 en 10. 

Als we de rij 

0, 10, 25, 39, 77, 679, 6788, 68889, ...

opzoeken in de On-Line Encyclopedia of Integer 
Sequences (OEIS), blijken er drie nauw-verwante 
rijen te zijn met deze getallen. De eerste rij heeft 
nummer A003001, precies onze rij. Het is verras-
send om je eigen rij terug te vinden in de database! 
Je kan dan zien waar je rij allemaal mee te maken 
heeft. Ook blijkt dat er al heel wat anderen zijn ge-
weest die hebben nagedacht over dit probleem. 

DE PERSISTENTIE VAN EEN GETAL Het aan-
tal keer dat je de cijfers van een getal met elkaar 
moet vermenigvuldigen om bij een getal van één 
cijfer uit te komen heet de persistentie van het getal. 
De rij A003001 bevat achtereenvolgens het kleinste 
getal met persistentie 1, dan met 2, dan met 3, dan 
met 4 enzovoort. De eerste twaalf termen van deze 
rij zijn bekend: 

 0, 10, 25, 39, 77, 679, 6788, 68889, 2677889, 
26888999, 3778888999, 277777788888899, ... 

We zouden nóg een rij kunnen maken, namelijk 
van de kleinste roze bloem met persistentie 2, 3, 4, 
5, 6, ... Het begin ziet er dan wat anders uit: 

11, 26, 39, 77, 679, 6788, 68889, ... 

Je kunt controleren met een computer dat de rest 
van de bekende getallen in de rij A003001 allemaal 
roze bloemen zijn. Of deze rij oneindig lang door-
gaat, is natuurlijk ook onbekend. ■
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We willen graag de getallen m bepalen waarvoor er 
positieve gehele getallen a en b bestaan met 

m = a2 + b2. 

Dit is een eeuwenoud probleem, dat we (waarschijn-
lijk) voor de eerste keer tegenkomen in 1634 bij de 
Franse wiskundige Albert Girard (zie figuur 1). In 
een vertaling van een werk van de Vlaming Simon 
Stevin gaf Girard het volgende antwoord:

I. elk kwadraat. 
 II. elk priemgetal dat 1 meer is dan een vier-
voud. 
III. producten van dergelijke getallen. 
IV. het dubbele ervan. 

En hiermee is het probleem ogenschijnlijk inder-
daad opgelost. Maar wiskundigen willen ook graag 
een bewijs zien, om zeker te zijn. En het heeft nog 
wel even geduurd voor dat er kwam, en grote na-
men zoals Fermat en Euler waren erbij betrokken. 

Wij willen een idee geven van wat er allemaal bij 
komt kijken. We zullen niet alles bewijzen, want zo-

als een andere wiskundige, de Brit Godfrey Hardy, 
schreef in 1940: er is van deze stelling geen bewijs 
dat een niet-wiskundige kan begrijpen. 

Punt I is duidelijk: je kan elk kwadraat n2 schrij-
ven als som van 2 kwadraten: n2 = n2 + 02. Punt III 
is een gevolg van deze eigenschap: 

Eigenschap 1. De identiteit van Fibonacci:
(a2 + b2)(c2 + d2) = (ac + bd)2 + (ad – bc)2. 

Je kan deze identiteit (die voorkomt in een boek 
van Fibonacci uit 1225, maar al veel langer bekend 
was) bewijzen door beide leden uit te werken. Een 
gevolg ervan is dat het product van twee (of meer) 
getallen die te schrijven zijn als een som van twee 
kwadraten, zelf ook een som van twee kwadraten is. 
Ook punt IV volgt hieruit, omdat 2 = 12 + 12. Uit 
32 + 22 = 13 volgt met de identiteit van Fibonacci: 

 26 = 2 · 13 = (12 + 12)(32 + 22) = 
(1 · 3 + 1 · 2)2 + (1 · 2 – 1 · 3)2 = 52 + 12. 

Vooral punt II is lastig. Hiervoor hebben we de ei-
genschap nodig die nu komt. Het is nuttig eerst 
even stil te staan bij de priemgetallen als bouwste-
nen van de gehele getallen. Elk geheel getal is na-
melijk op een unieke manier te schrijven als een 
product van priemgetallen, en daarom is het vaak 
een goed idee om iets te doen met de priemfacto-
ren van een gegeven getal. We hebben in deze ei-
genschap ook het begrip relatief priem nodig: twee 
getallen zijn relatief priem als ze geen gemeen-
schappelijke priemfactor hebben, dus 14 en 51 zijn 
relatief priem, maar 14 en 62 niet. 

KWADRATEN       AFLEVERING 4
In de reeks artikelen over kwadraten buigen we ons deze keer over de vraag welke 
positieve gehele getallen te schrijven zijn als een som van twee kwadraten. 
■  door Paul Levrie (Toegepaste Ingenieurswetenschappen, Universiteit Antwerpen)

SOM VAN TWEE 
KWADRATEN

Figuur 1 Antwoord van Girard op een 
kwadratenvraagstuk.
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Eigenschap 2. Stel dat een som van twee kwa-
draten a2 + b2, met a en b relatief priem, het 
priemgetal p als factor heeft, dan is p te schrij-
ven als een som van twee kwadraten. 

Om dit te bewijzen, gebruiken we een bewijs door 
oneindige afdaling. We illustreren deze bewijsme-
thode aan de hand van een voorbeeld. We ver-
trekken van de volgende som van twee kwadraten 
waarvan we ook de ontbinding in priemfactoren 
geven: 

212 + 402 = 2041 = 13 · 157. 

We gaan het hebben over de priemfactor 157, die 
13 keer past in deze som van twee kwadraten. Door 
gebruik te maken van een bepaalde techniek zullen 
we een strikt positief getal k < 13 bepalen zodat ook 
k · 157 te schrijven is als som van twee kwadraten. 
Hoe dat precies gebeurt, lees je in het onderstaande 
kader, en dit is het resultaat: 

172 + 52 = 2 · 157. 

We kunnen op dezelfde manier verdergaan, en op-
nieuw de factor bij 157 verkleinen. En omdat die 
factor bij 157 steeds kleiner wordt maar wel groter 

blijft dan nul, is het procedé gedoemd te eindigen 
bij de factor 1. Dat gebeurt in dit voorbeeld al in de 
volgende stap: 

112 + 62 = 1 · 157. 

Je krijgt zo een rijtje sommen van kwadraten, elk 
met de factor 157, dat eindigt bij het gevraagde: 

 212 + 402 = 13 · 157 � 172 + 52 = 2 · 157 � 
112 + 62 = 1 · 157. 

We kunnen nu dadelijk iets meer zeggen over die 
priemfactoren uit de vorige eigenschap. Om te be-
ginnen is er het priemgetal 2, het enige even priem-
getal, en dat is te schrijven als een som van 2 kwa-
draten: 

2 = 12 + 12. 

Alle andere priemgetallen zijn oneven, en je kan 
eenvoudig inzien dat elk oneven getal één meer 
is of drie meer is dan een viervoud. Dit is zo om-
dat elk geheel getal één van de volgende 4 vormen 
heeft: 4n, 4n + 1, 4n + 2, 4n + 3, en de eerste en de 
derde vorm geven een even getal. De verzameling 
van alle oneven priemgetallen wordt zo opgesplitst 
in twee groepen, en de elementen van een van de 
twee groepen kunnen niet geschreven worden als 

K · 157 ALS SOM VAN TWEE KWADRATEN 
Aan de hand van het volgende voorbeeld laten we zien hoe het werkt. Uit 212 + 402 = 13 · 157 volgt 
172 + 52 = 2 · 157. Het is hierbij handig om modulo 13 te werken, waarbij 13 die factor is die we willen 
verkleinen. Dit wil zeggen dat we alle getallen die voorkomen in de gebruikte uitdrukking vervangen 
door hun rest bij deling door 13. Gelijkheden blijven dan gelijkheden. En we spreken hierbij af dat we 
de resten modulo 13 die we gebruiken steeds kiezen tussen –6 en 6, dus uit –6, –5, –4, –3, –2, –1, 0, 1, 2, 
3, 4, 5, 6. We hebben dus bijvoorbeeld: 

212 + 402 = 13 · 157 � (–5)2 + 12 = 0 modulo 13,

want 21 = –5 modulo 13 en 40 = 1 modulo 13. En inderdaad: (–5)2 + 12 = 2 · 13. 
We nemen nu het product van deze twee sommen van kwadraten, en passen hierop eigenschap 1 toe: 

 2 · 132 · 157 = (212 + 402)((–5)2 + 12) = (–65)2 + 2212, 
 

want 21 · (–5) + 40 · 1 = –65 en 21 · 1 – 40 · (–5) = 221.
Nu kun je opmerken dat beide kwadraten in het rechterlid deelbaar zijn door 132. Dit is geen toeval, 
want het volgt uit het vorige: 

 21 · (–5) + 40 · 1 = 21 · 21 + 40 · 40 = 0 modulo 13 (dankzij het gegeven) 
en  21 · 1 – 40 · (–5) = 21 · 40 – 40 · 21 = 0 modulo 13. 

Indien we die gemeenschappelijke factor wegdelen, dan vinden we dit:  52 + 172 = 2 · 157. 
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een som van twee kwadraten: 

Eigenschap 3. Een priemgetal van de vorm 
p = 4n + 3 is niet te schrijven als som van twee 
kwadraten. 

Stel dat dit wel zo is, en dat er twee getallen c en d 
bestaan met 

p = c2 + d2,

dan kunnen c en d niet beide even zijn en ook niet 
beide oneven, want dan zou p even zijn. Dus stel nu 
even dat c even is, en dus van de vorm 2k, en dat d 
oneven is, dus van de vorm 2m + 1. Dan hebben we 
voor de som van de kwadraten: 

 c2 + d2 = (2k)2 + (2m + 1)2 = 
4k2 + 4m2 + 4m + 1 

en het rechterlid hiervan is duidelijk een viervoud 
plus 1. Een som van twee kwadraten kan dus nooit 
van de vorm 4n + 3 zijn.

Merk op dat uit eigenschap 2 volgt dat een 
priemgetal van de vorm 4n + 3 dan ook niet kan 
voorkomen als factor van een som van twee (rela-
tief prieme) kwadraten. 

De laatste stap die we moeten zetten is de vol-
gende: elk ander oneven priemgetal is te schrijven 
als een som van twee kwadraten. En hiervoor heb-
ben we het volgende resultaat nodig, dat, toegege-
ven, een beetje uit de lucht komt vallen. 

Eigenschap 4. Een priemgetal p is te schrijven 
als een som van twee kwadraten indien er een 
getal e bestaat zodat e2 + 1 een veelvoud is van p. 

Inderdaad, als er zo’n getal e bestaat, dan volgt on-
middellijk uit eigenschap 2 dat p te schrijven is als 
een som van 2 kwadraten. Stel dat er een e en een t 
zijn met t · p = e2 + 1. Dan geldt eigenschap 2, want 
t · p = e2 + 12. Hierin zijn e en 1 relatief priem, en p 
is een factor van het rechterlid. Dus p is te schrijven 
als som van twee kwadraten. 

En dan nu de kers op de taart: 

Eigenschap 5. Voor een priemgetal van de vorm 
p = 4n + 1 bestaat er een getal e zodat e2 + 1 een 
veelvoud is van p, meer bepaald e = (2n)!. 

We zullen deze eigenschap, die een direct gevolg is 
van een belangrijke stelling uit de getaltheorie, na-
melijk de stelling van Wilson, niet bewijzen, maar 
illustreren met wat voorbeelden. Hiervoor kijken 
we naar de kleinste priemgetallen van de vorm 
4n + 1 en geven de ontbinding in factoren van de 
bijhorende (2n)!2 + 1: 

p = 5 = 4 · 1 + 1  en 2!2 + 1 = 5;
p = 13 = 4 · 3 + 1 en 6!2 + 1 = 13 · 39877;
p = 17 = 4 · 4 + 1 en 8!2 + 1 = 17 · 95629553; 
 p = 29 = 4 · 7 + 1 en 14!2 + 1 = 
             29 · 109 · 2404319663572286441;
 p = 37 = 4 · 9 + 1 en 18!2 + 1 = 
        37 · 1107848353183710355135404972973;
 p = 41 = 4 · 10 + 1 en 20!2 + 1 = 
        41 · 348046955609 · 448324749841 ·
        86816017 · 10657.

Een gevolg van het vorige is dus dat elk priemge-
tal van de vorm p = 4n + 1 te schrijven is als een 
som van twee kwadraten, een resultaat dat meestal 
de Kerststelling van Fermat genoemd wordt, omdat 
Pierre de Fermat deze stelling vermeldt in een brief 
die hij op 25 december 1640 stuurde naar Marin 
Mersenne. In deze brief schrijft Pierre de Fermat 
ook dat het maar op één manier kan (zie figuur 2). 

CONCLUSIES Tijd om de besluiten te trekken:

een som van twee kwadraten zijn het getal 2 en 
alle priemgetallen van de vorm p = 4n + 1; 

-
len is dankzij de (eventueel herhaalde) toepassing 
van de identiteit van Fibonacci (eigenschap 1) zelf 
ook te schrijven als een som van twee kwadraten;

p = 
4n + 3 heeft, dan is het enkel te schrijven als een 
som van twee kwadraten als deze factor voorkomt 
met een even macht. 

Figuur 2 Fermat meldt in een brief aan Mersenne: ‘Elk priemgetal dat één meer 
is dan een viervoud, is op één manier de som van twee kwadraten, ...’
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OMKERING VAN EIGENSCHAP 4 
Eigenschap 4 heeft ook een omgekeerde: als een getal m te schrijven 
is als een som van twee kwadraten a en b met a en b relatief priem, 
dan bestaat er een getal e zodat e2 + 1 een veelvoud is van m. We to-
nen dit grafisch aan.

Stel dat m = a2 + b2 met a en b relatief priem. Met het punt (a, b) 
als roosterpunt (= startend vanuit een roosterpunt a naar rechts en 
b naar boven) (zie figuur 1) kunnen we dan vierkanten tekenen met 
zijde a2 +b2  die natuurlijk het vlak volledig overdekken (zie figuur 
2). Indien we nu het linkerhoekpunt van het eerste vierkant als oor-
sprong nemen, dan blijkt dat voor elk roosterpunt (x, y) (zie figuur 3) 
geldt dat x2 + y2 deelbaar is door m. Inderdaad, de punten (a, b) en 
(b, –a) vormen een basis van het rooster en elk ander roosterpunt 
heeft de vorm

 
k · (a, b) + l · (b, –a) = (ka + lb, kb – la) 
 

en voor dit laatste hebben we

(ka + lb)2 + (kb – la)2 = (k2 + l2)(a2 + b2) 

dankzij de identiteit van Fibonacci. Die tweede factor is deelbaar 
door m. 

Zo’n roosterpunt bepaalt dus samen met de oorsprong steeds een 
vierkant waarvan de oppervlakte deelbaar is door m. Er zijn enkele 
speciale keuzes. We kunnen er bijvoorbeeld voor zorgen dat we een 
overdekking van het vlak krijgen met ‘rechte’ vierkanten (zie figuur 
4). Inderdaad, de speciale keuze k = a, l = b levert als roosterpunt op: 

 k · (a, b) + l · (b, –a) = (a2 + b2, ab – ba) = (m, 0) 

en zo een ‘recht’ vierkant met zijde m. In figuur 3 betekent dit dat we 
in het nieuwe rooster b naar rechts en a naar boven moeten gaan om 
een ander hoekpunt van zo’n recht vierkant te vinden (zie het artikel 
Roosters en sommen van kwadraten door Hugo de Blank en Jeanine 
Daems in Pythagoras 54-1 (september 2014)). In de figuren is a = 5 
en b = 3.

Een andere speciale keuze geeft een omgekeerde van eigenschap 4. 
Omdat a en b relatief priem zijn, en dus grootste gemene deler 1 heb-
ben, zijn er volgens de stelling van Bachet-Bézout die je in elk boek 
over getaltheorie aantreft twee getallen k en l te vinden zodat 

k · a + l · b = 1 = ggd(a, b). 

Met deze k en l komen we uit in het roosterpunt 

k · (a, b) + l · (b, –a) = (ka + lb, kb – la) = (1, e) 

indien we stellen dat e = kb – la. Zie figuur 5 voor het overeenkom-
stige vierkant. 

Het punt (1, e) is dus een roosterpunt, en we hebben hiermee aan-
getoond dat er steeds een getal e bestaat zodat e2 + 1 een veelvoud is 
van m! 

Figuur 1

Figuur 2

Figuur 3

Figuur 4

Figuur 5
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is als een som van 2 kwadraten, 65 is het tweede 
kleinste. 

Voorbeeld 3. Het getal 5256904123625 is te 
schrijven als een som van 2 kwadraten. 

We ontbinden 5256904123625 in priemfactoren: 
5256904123625 = 53 · 72 · 114 · 312 · 61 = 
(7 · 112 · 31)2 · 53 · 61 = 262572 · 53 · 61. Zoals je 
ziet, zijn er drie priemfactoren van de vorm 
p = 4n + 3, namelijk 7, 11, en 31, die elk voorko-
men met een even macht, en we nemen die samen: 
Q2 = 262572. De andere factor, 53 · 61, bevat enkel 
priemfactoren van de vorm p = 4n + 1 en is dus te 
schrijven als een som van twee kwadraten: 

53 · 61 = (22 + 12)3 · (62 + 52) = 562 + 672. 

Hieruit volgt dan: 

 5256904123625 = Q2 · (562 + 672) = 
(26257 · 56)2 + (26257 · 67)2. 

We hebben dus, samengevat, het volgende resultaat: 

Een geheel getal m is te schrijven als een som 
van twee kwadraten als en alleen als alle priem-
factoren van m van de vorm 4n + 3 voorkomen 
met een even macht. 

Een vraag waarop we je het antwoord schuldig blij-
ven is deze: is er een eenvoudige manier om voor 
een gegeven priemgetal p twee getallen a en b te 
vinden waarvoor p = a2 + b2 ? ■ 
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Inderdaad, dit laatste volgt uit eigenschap 2. Stel 
namelijk dat we starten met een getal m waarvan 
we de ontbinding in priemfactoren hebben, dan 
kunnen we in dit getal de priemfactoren van de 
vorm 4n + 3, die elk met een even macht voorko-
men, voorop zetten, en die vormen dan samen een 
kwadratische factor. We stellen deze voor door Q2. 
De andere factor is ofwel gelijk aan 1, en dan vin-
den we deze triviale oplossing van het probleem: 

m = Q2 + 02, 

ofwel is hij enkel opgebouwd uit priemfactoren van 
de vorm p = 4n + 1 en/of factoren 2, en is dan te 
schrijven als een som van twee kwadraten. We ge-
ven enkele voorbeelden. 

Voorbeeld 1. Het getal 34 is te schrijven als een 
som van 2 kwadraten. 

Inderdaad: 34 = 2 · 17, en zowel 2 als 17 zijn van de 
juiste vorm. Voor 17 vind je al snel dat het de som 
is van 42 en 12, en dus: 

 34 = 2 · 17 = (12 + 12)(42 + 12) = 
(1 · 4 + 1 · 1)2 + (1 · 1 – 1 · 4)2 = 52 + 32. 

Voorbeeld 2. Het getal 65 is te schrijven als een 
som van 2 kwadraten. 

Ontbinding in factoren geeft 65 = 5 · 13, met 
5 = 22 + 12 en 13 = 32 + 22. Dus 

 65 = (22 + 12)(32 + 22) = 
(2 · 3 + 1 · 2)2 + (2 · 2 – 1 · 3)2 = 82 + 12. 

En we hebben ook dit: 

 65 = (22 + 12)(22 + 32) = 
(2 · 2 + 1 · 3)2 + (2 · 3 – 1 · 2)2 = 72 + 42. 

Er zijn dus soms meerdere manieren. Het getal 50 
is het kleinste getal dat op 2 manieren te schrijven 
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MATHEKALENDER In december organiseren de 
drie Nederlandse technische universiteiten (Delft, 
Eindhoven en Twente, verenigd in 3TU.AMI)  
samen met het Duitse wiskunde-instituut Mathe-
on voor de zesde keer een wiskundewedstrijd voor 
scholieren in de vorm van een digitale adventska-
lender: de Mathekalender.

Van 1 tot en met 24 december zal er dagelijks 
een wiskundeprobleem zijn. Je kunt meedoen via 
www.3tu.nl/ami/en/mathekalender. Wees er snel 
bij, want als je vanaf het begin meedoet, verdien 
je zoveel mogelijk punten. Vorig jaar was Mees de 
Vries uit klas 5 van het Stedelijk Gymnasium in 
Schiedam de Nederlandse winnaar van de Mathe-
kalender. Hij kreeg een laptop. 

De puzzel over 101 koffers komt uit de Mathe-
kalender van vorig jaar en werd bedacht door Cor 
Hurkens en Frist Spieksma. De oplossing geven we 
niet, maar als je alles goed gedaan hebt, heb je ge-
vonden dat p + q + r = 7

6
. ■  

KOFFERSPEL
■  door Derk Pik

In een lange rij staan 101 koffers, die opeenlopend 
genummerd zijn met de getallen 0, 1, 2, ..., 100. 
Kuifje en kapitein Haddock spelen met deze kof-
fers het T-koffer-spel (waarbij T een positief geheel 
getal is).

Kuifje kiest twee getallen x en y uit de verzame-
ling {0, 1, 2, ..., 100} en |x – y| ≤ 50. Hij verstopt de 
kurkentrekker van Haddock in koffer x en een fles 
rum in koffer y. Alle andere koffers blijven leeg.

Kapitein Haddock mag dan in de rij in totaal T 
koffers openmaken. De eerste koffer mag hij wil-
lekeurig kiezen. Elke volgende koffer mag alleen 
geopend worden, wanneer aangrenzend links of 
rechts daarvan reeds een koffer geopend is.

Kapitein Haddock wint het spel als hij zowel de 
kurkentrekker als de fles rum vindt; anders wint 
Kuifje. Beide spelers maken keuzen die voor hen-
zelf het meest gunstig zijn. We definiëren p als de 
kans dat kapitein Haddock het 60-kofferspel wint, 
q als de kans dat hij het 70-kofferspel wint en r als 
de kans dat hij het 80-kofferspel wint. 

Hoe groot zijn de kansen p, q en r?
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Overal om je heen zie je symmetrische figuren: 
een tennisbal, een voetbal of een basketbal, pira-
mides, kubussen, bollen met regelmatige versierin-
gen erop, enzovoort. Een passie voor symmetrie is 
de titel van een nieuw boek van Jan van de Craats, 
wiskundige van de Universiteit van Amsterdam en 
oud-redacteur van Pythagoras. Hij neemt ons mee 
naar de prachtige Moorse ornamenten in het Al-
hambra in Granada en het Alcázar in Sevilla, vol 
met de meest complexe symmetriepatronen. 

HOEVEEL SYMMETRIEPATRONEN ZIJN ER? 
Zonder beroep te hoeven doen op wiskundige tech-
nieken maakt de lezer kennis met alle symmetrie-
patronen die er in vlakke en ruimtelijke figuren – 
op de versierde oppervlaktes van bollen, in randen 
van Romeinse mozaïeken en in muurvlakken in 
het Topkapipaleis in Istanbul – onderscheiden kun-
nen worden. Zijn dat er eindig veel? Ja, het zijn er 
in totaal 40. En Jan van de Craats geeft van allemaal 

PASSIE VOOR  
SYMMETRIE

voorbeelden, simpele meetkundige tekeningen om 
de wiskundige elementen bloot te leggen en daar-
naast prachtige foto’s van mozaïeken en tegelwan-
den. Er zijn twee soorten rozetpatronen, veertien 
bolpatronen, zeven strookpatronen en zeventien 
behangpatronen die het hele vlak vullen.

ROZETPATROON Neem als voorbeeld van een 
rozetpatroon een gewoon vierkant met in de hoe-
ken een donkergekleurde driehoek (zie figuur 1). 
De handelingen die je kunt verrichten (de symme-
trieën) zijn: draaien over 90°, over 180°, over 270° 
en over 360° (de laatste is eigenlijk niets doen). Dan 
heb je weer dezelfde figuur. Zoals de schrijver zegt: 
doe de symmetrie (de handeling, hier de rotatie) 
achter een gordijn, dan zal daarna een toeschouwer 
het verschil niet zien. Als je nu twee handelingen 
achter elkaar uitvoert, is het resultaat gelijk aan een 
van de vier handelingen. Deftig gezegd: we hebben 
een symmetriegroep van vier elementen. Jan van de 

In 2014 is bij Epsilon Uitgaven het boek Een passie voor symmetrie verschenen. Jan van de 
Craats beschrijft de verschillende soorten symmetrie van voorwerpen en van patronen in 
het vlak en op de bol. Het boek vraagt geen wiskundige voorkennis – alleen maar nieuws-
gierigheid en een onderzoekende geest. 
■  door Jan Guichelaar

Figuur 1 [g(4)] Figuur 2 [s(4)]



29Craats voert codenamen in. Voor dit vierkant met 
de driehoeken hebben we de code [g(4)]. Je snapt al 
waar de 4 vandaan komt.  
De letter g komt van het Engelse gyration (rotatie).

Laat nu de driehoeken weg van het vierkant (zie 
figuur 2). Naast de vier draaisymmetrieën heb je nu 
ook nog vier spiegelsymmetrieën: je kunt de figuur 
spiegelen in een van de vier getekende stippellijnen. 

Bij een spiegeling draaien we het vierkant om. Als 
de tekening op een doorzichtig vel getekend is, is 
het verschil dan opnieuw niet te zien. De codenaam 
van dit vierkant is [s(4)].

INGEWIKKELDER Van de meer ingewikkelde fi-
guren noemen we hier de vijf platonische lichamen, 
begrensd door een aantal gelijkzijdige driehoeken: 
de tetraëder (het regelmatige viervlak), de hexaë-
der (het regelmatige zesvlak of de kubus), de octaë-
der (het regelmatige achtvlak), de dodecaëder (het 
regelmatige twaalfvlak) en de icosaëder (het regel-
matige twintigvlak). Je ziet ze in figuur 3, inclusief 
hun codenamen. Kijk zelf maar eens wat je ervan 
kunt maken.

We hebben hier natuurlijk te maken met spie-
gelvlakken en rotatieassen, soms van verschillende 
soorten. Die bepalen natuurlijk de codenamen. Zie 
je ze?

In de figuren 4 en 5 zie je verder nog twee be-
hangpatronen uit het Alcázar in Sevilla.

ZOEKTOCHT NAAR DE CODENAMEN 
Vanaf het begin van het boek, met de eenvoudigste 
symmetriepatronen, zet de schrijver er al de code-
namen bij, maar hij verklapt nog niet precies wat 
de diverse getallen en letters betekenen. Je hebt er 
steeds wel een vermoeden van, maar vaak heb je 
het in de eerste hoofdstukken nog bij het verkeerde 
eind. De zoektocht naar het begrijpen van de co-
denamen en het ten slotte zelf vinden van de code-
namen bij symmetriepatronen ergens in je huis, in 
een boek, op een broek of op een lamp, maakt het 
boek echt spannend. Als je van symmetrische figu-
ren houdt, is dit boek een absolute aanrader. ■  

Jan van de Craats, Een passie voor symmetrie.  
Epsilon Uitgaven, 106 pagina’s. € 20,00. 

Figuur 3 Tetraëder [s(3, 3, 2)], hexaëder [s(4, 3, 2)], 
octaëder, [s(4, 3, 2)], dodecaëder [s(5, 3, 2)] en ico-
saëder [s(5, 3, 2)].

Figuur 4 [g(3, 3, 3)] Figuur 5 [g(6, 3, 2)]
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Doe mee met de Pythagoras Olympiade! Elke af-
levering bevat vier opgaven. De eerste twee zijn 
wat eenvoudiger; onder de goede inzendingen 
van leerlingen uit de klassen 1, 2 en 3 wordt een 
cadeaubon van Bol.com ter waarde van 20 euro 
verloot. De laatste twee zijn echte breinbrekers; 
onder de goede inzendingen van leerlingen (tot 
en met klas 6) wordt een bon van 20 euro ver-
loot. Per aflevering wordt maximaal één bon per 
persoon vergeven.
Daarnaast krijgen leerlingen (tot en met klas 6) 
punten voor een laddercompetitie, waarmee 
eveneens een cadeaubon van Bol.com van 20 
euro te verdienen valt. De opgaven van de 
onderbouw zijn 1 punt waard, de opgaven van 
de bovenbouw 2 punten. De leerling met de 
hoogste score in de laddercompetitie krijgt een 
bon. Zijn puntentotaal wordt weer op 0 gezet. 
Wie zes achtereenvolgende keren niets inzendt, 
verliest zijn punten in de laddercompetitie.
Met de bovenbouwopgaven kun je ook een 
plaats in de finale van de Nederlandse Wiskunde 
Olympiade verdienen, mocht het via de voor-

PYTHAGORAS OLYMPIADE
■ door Matthijs Coster, Eddie Nijholt en Harry Smit

ronden niet lukken: 
aan het eind van 
elke jaargang wor-
den enkele goed 
scorende leerlingen 
uitgenodigd voor de NWO-finale. Niet-leer-
lingen kunnen met de Pythagoras Olympiade 
meedoen voor de eer.

HOE IN TE ZENDEN? Inzenden kan alleen per 
e-mail. Stuur je oplossing (getypt of een scan 
of foto van een handgeschreven oplossing) 
naar pytholym@gmail.com. Je ontvangt een 
automatisch antwoord zodra we je bericht 
hebben ontvangen. 
Voorzie het antwoord van een duidelijke toe-
lichting (dat wil zeggen: een berekening of 
een bewijs). Vermeld je naam en adres; leer-
lingen moeten ook hun klas en de naam van 
hun school vermelden. 
Je inzending moet bij ons binnen zijn vóór 
31 oktober 2015. 

DE GOEDE INZENDERS VAN APRIL 2015
306: Sander Engelberts (klas 4), Goois Lyceum, 
Bussum; Anton van Es (klas 5), Gymnasium Sorghv-
liet, Den Haag; Rainier van Es (klas 5), Zwijsen Col-
lege Veghel; Jelmer Firet (klas 3), RSG de Borgen, 
Leek; Arie van der Kraan, Nuth; Pascal Kwanten, 
Almere; Peter van de Lecq, Utrecht; Levi van de Pol 
(klas 2), Ichthus College, Veenendaal; Stef Rasing 
(klas 3), Goois Lyceum, Bussum; Pim Spelier (klas 
5), Christelijk Gymnasium Sorghvliet, Den Haag; 
Paul van de Veen, Enschede; Robert van der Waall, 
Hilversum; Eline Welling (klas 3), Goois Lyceum, 
Bussum. 
307: Jelmer Firet (klas 3), RSG de Borgen, Leek; 
Pascal Kwanten, Almere; Levi van de Pol (klas 2), 
Ichthus College, Veenendaal; Pim Spelier (klas 5), 
Christelijk Gymnasium Sorghvliet, Den Haag; Paul 
van de Veen, Enschede; Robert van der Waall, 
Hilversum. 
308: Jelmer Firet (klas 3), RSG de Borgen, Leek; 
Levi van de Pol (klas 2), Ichthus College, Veenen-
daal; Pim Spelier (klas 5), Christelijk Gymnasium 
Sorghvliet, Den Haag. 
309: Sander Engelberts (klas 4), Goois Lyceum, 
Bussum; Anton van Es (klas 5), Gymnasium Sor-
ghvliet, Den Haag; Jelmer Firet (klas 3), RSG de 
Borgen, Leek; Oscar Heijdra (klas 4), Goois Lyceum, 
Bussum; Arie van der Kraan, Nuth; Pascal Kwanten, 
Almere; Peter van de Lecq, Utrecht; Levi van de Pol 
(klas 2), Ichthus College, Veenendaal; Pim Spelier 
(klas 5), Christelijk Gymnasium Sorghvliet, Den 
Haag; Robert van der Waall, Hilversum; Eline Wel-
ling (klas 3), Goois Lyceum, Bussum.

Cadeaubonnen: Jelmer Firet en Anton van Es.

Stand laddercompetitie: Levi van de Pol (22 p; 
cadeaubon), Wouter Zijlstra (15 p), Sander En-
gelberts (14 p), Frenk Out (14 p), Oscar Heijdra 
(13 p), Wout Gevaert (12 p), Eline Welling (12 
p), Niels van Mierlo (11 p), Pim Spelier (11 p), 
Marinda Westerveld (11 p), Tara van Belkom (10 
p), Nathan van ‘t Hof (9 p), Reinier Schmiermann 
(9 p), Beaudine Smeekes (9 p), Sebastiaan Ceup-
pens (6 p), Anton van Es (6 p), Jelmer Firet (6 p), 
Tjard Langhout (6 p), Stef Rasing (6 p), Simon 
Roelandt (6 p), Michiel Versnel (6 p), Max Bos-
man (5 p), Ivo van Dijck (5 p), Merlijn Hunik (5 
p), Laurens Hilbrands (4 p), Antonie Moes (4 p), 
Rainier van Es (3 p), Jelle Couperus (2 p), Sietse 
Couperus (2 p), Maud van de Graaf (2 p), Phillip 
de Groot (2 p), Yvette Keij (2 p), Matthijs Pool (2 
p), Sied Vrasdonk (2 p), Marc Zuurbier (2 p), Stijn 
van Bemmel (1 p), Simon de Best (1 p), Ludivine 
Bonvarlez (1 p), Johanna Bult (1 p), Maarten 
Clercx (1 p), Kenny van Dijken (1 p), Famke Dries-
sen (1 p), Tessa Engelberts (1 p), Tim Groot (1 
p), Calista Hainaut (1 p), Rinze Hallema (1 p), 
Gerben-Jan Hooijer (1 p), Boris Kloeg (1 p), Eli-
sabeth Kuijper (1 p), Nora Lahlou (1 p), Bram van 
der Linden (1 p), Daphné Meyer-Horn (1 p), Lotte 
Middelberg (1 p), Hannah Nijsse (1 p), Alwin van 
der Paardt (1 p), Bram Pel (1 p), Youri Pouw (1 p), 
Olivier Segers (1 p), Jan Willem de Waard (1 p), 
Senne Willems (1 p).
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Een cirkelvormig weiland heeft een diameter van 
60 meter. Op het weiland staat een moedergeit met 
haar jongen. De moeder is nogal vraatzuchtig en is 
in staat om het hele weiland kaal te vreten. Daarom 
heeft ze een touw van lengte 30 2 meter om haar 
nek, dat is bevestigd aan de rand van het weiland. 
Er blijft zodoende een gedeelte beschikbaar voor de 
jonge geitjes. Wat is de oppervlakte van dit deel?

31

In een gelijkzijdige zeshoek 
worden langs de rand twaalf 
identieke cirkels geplaatst die 
aan elkaar en aan de rand 
raken. De cirkels hebben 
straal 1. Bereken de lengte 
van een zijde van de zeshoek. 

314
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317

315

316

Hiernaast zijn een rode cir-
kel en twaalf zwarte cirkels 
afgebeeld. De straal van de 
rode cirkel is 1, de stralen van 
de zwarte cirkels zijn 0,9. De 
middelpunten van de zwarte 
cirkels (blauw) liggen op de 
rode cirkel, op gelijke afstand 
van elkaar. Hoeveel snijpunten hebben de twaalf 
zwarte cirkels?

Met een pak speelkaarten kun je ‘kaartenhuizen’ 
maken. Uit onderstaande plaatjes blijkt:

 
2 kaarten; 

 
7 kaarten.

Verder kun je nagaan dat een kaartenhuis met  
3 verdiepingen uit 15 kaarten bestaat.
Hoeveel kaarten heb je nodig voor een kaartenhuis 
met 2015 verdiepingen? (Tip: gebruik de OEIS!)

Een massieve, houten kubus met ribben van 4 cm 
wordt blauw geverfd. Daarna wordt de kubus in 
43 = 64 eenheidskubusjes gezaagd. Die 64 stukjes 
worden in een zak gestopt. Mark haalt willekeurig 
één kubusje uit de zak en laat hem als een dobbel-
steen rollen. Wat is de kans dat er een blauwe zijde 
boven ligt?

306

Oplossing. Het touw zit vast aan A, de geit kan gra-
zen tot de boog BD, en C is het middelpunt van het 
weiland. Er geldt: AC = BC = DC = 30 (= straal van 
de cirkel) en AB = AD = 30 2 (= lengte van het 
touw). Dus volgens de omgekeerde stelling van Py-
thagoras zijn �ACB en �ACD beide 90˚. De drie-
hoeken ACB en ACD zijn gelijkbenige rechthoekige 
driehoeken. Dus �BAC = �CAD = 45˚. Dus de ge-
bieden I, II en III hebben gezamenlijk oppervlakte 
1
4 ×(30 2)2 π = 450π, want het is een kwart van een 
cirkel met straal 30 2 . De oppervlakte van III en 
IV samen is 1

2 ×302 π = 450π , want het is de helft 
van een cirkel met straal 30. De oppervlakte van I 
en II samen is 900. Dus de oppervlakte van IV is 
450π – 450π + 900 = 900 m2.

A

B

C

D

I

II III
IV

307
Wat is de uitkomst van onderstaande som, die uit 
oneindig veel termen bestaat?

1
3

+ 3
9

+ 4
27

+ 7
81

+ 11
243

+ 18
729

+ ... 

De tellers zijn opeenvolgende Lucasgetallen; voor 
het n-de Lucasgetal geldt de volgende recursieve 
formule: Ln = Ln–1 + Ln–2 (voor n ≥ 2) met L1 = 1 
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308
Je hebt een pak met n kaarten, genummerd van  
1 tot en met n. Je schudt de kaarten goed en legt 
ze vervolgens als volgt op tafel neer. Leg de boven-
ste kaart links neer. Als op de volgende kaart een 
groter getal staat, leg deze dan rechts van de eer-
ste kaart neer, en anders bovenop de eerste kaart. 
Voor elke nieuwe kaart geldt het volgende. Contro-
leer van links naar rechts of het getal op de nieuwe 
kaart kleiner is dan de bovenste van de stapel; in 
dat geval gaat hij er bovenop, anders kijk je naar de 
volgende stapel. Is het getal groter dan elke boven-
ste, dan begint de kaart rechts een nieuwe stapel. 
Laat zien dat het aantal stapels dat je uiteindelijk 
krijgt gelijk is aan de lengte van een zo lang moge-
lijk oplopend deelrijtje van de oorspronkelijke sta-
pel geschudde kaarten.
Hieronder is een voorbeeld weergegeven met 9 
kaarten die zijn geschud in de volgorde 415927836. 
Er zijn meerdere oplopende deelrijtjes van lengte 4, 
bijvoorbeeld 1236 en 4578. Er zijn geen oplopende 
deelrijtjes van lengte 5 of langer.

Oplossing. Voor elke kaart A die niet op de eer-
ste stapel ligt, ligt er een eerder neergelegde kleinere 
kaart B op de vorige stapel, namelijk de kaart die bo-
venop de stapel lag toen A werd neergelegd. We kie-
zen eerst een kaart van de laatste stapel en dan steeds 

Op een cirkel met straal 6 zijn de hoekpunten van 
een regelmatige twaalfhoek gemarkeerd. Die hoek-
punten zijn achtereenvolgens genummerd 1, 2, ..., 12. 
Johan verbindt 12 met 4, 4 met 10, 10 met 2, 2 met 
8 en 8 met 12. Zo ontstaat de gele ster. Wat zijn de 
lengtes van de lijnstukken AB, BC, CD, DE en EA?

Oplossing. De punten 1 tot en met 12 noemen we 
P1 tot en met P12. C is het middelpunt van de cir-
kel, want P2P8 en P4P10 zijn middellijnen. Dus 
CP4 = CP2 = CP12 en �P4CP2 = �P2CP12 = 
2

12  · 360°= 60°. Daarom zijn de driehoeken P4CP2 
en P2CP12 gelijkzijdig, waaruit volgt dat CP4, P4P2, 
CP12 en P2P12 allemaal even lang zijn als CP2. Dus 
CP12P2P4 is een ruit en de diagonalen snijden el-
kaar loodrecht middendoor. Dus CB = BP2 = 
1
2 CP2 = 3 en �CBP4 = 90°. Verder is BP4 = 
CP4 sin 60° = 3 3 . Driehoek P2CP10 is gelijkbenig, 
want CP2 = CP10. Dus �BP2A = �CP2P10 = 
1
2(180° – �P10CP2) = 90° – 1

2 × 4
12 × 360° = 30°. 

Bovendien zijn �CBP4 en �ABP2 overstaande hoe-
ken. Dus de driehoeken CBP4 en ABP2 zijn gelijk-
vormig. Daarom geldt dat AB = (BC · BP2)/BP4 = 

3. Dus AP12 = BP12 – AB = BP4 – AB = 2 3 . 
Driehoek P4P8P12 is gelijkzijdig, want P4P12 = 
P8P12 = P4P8. Dus �AP12E = �P4P12P8 = 60°. 
Vanwege symmetrie is CD = BC, DE = AB en EP12 
= AP12. Dus driehoek AEP12 is gelijkzijdig en daar-
om geldt dat AE = AP12 = 2 3 . De lengtes van AB, 
BC, CD, DE and EA zijn daarom respectievelijk 3, 
3, 3, 3 en 2 3.

1 2 3 6
4 4
1

11

1
5 5
2 2

2 2

9 9
7 7
3 3

3 3

8 8
6 6

6 6

A

B

C

D

E

1

2

3

4

5
6

7

8

9

10

11
12

een eerder neergelegde kleinere kaart op de vorige 
stapel. We krijgen zo een dalend rijtje dat even lang 
is als het aantal stapels. Dat draaien we om, om een 
oplopend rijtje te krijgen. Dit is een deelrijtje, omdat 
de kaarten in deze volgorde zijn neergelegd. Kaarten 
in een oplopend deelrijtje moeten op andere stapels 
liggen, anders zou de latere en grotere kaart hoger op 
de stapel liggen dan een eerdere kleinere kaart, wat 
niet kan omdat er alleen kleinere kaarten op grotere 
kaarten kunnen worden gelegd. Oplopende deelrij-
tjes kunnen daarom niet langer zijn dan het aantal 
stapels. Het uiteindelijke aantal stapels is dus gelijk 
aan het langste oplopende deelrijtje.

en L2 = 3. De noemers zijn opeenvolgende mach-
ten van 3.

Oplossing. Noem de uitkomst van de gevraagde 
som S en bereken S + 3S. Dat is 4S, maar ook 

L1
3

+ L2
32 + L3

33 + L4
34 + ...⎛

⎝
²

⎞

⎠
´+3 L1

3
+ L2

32 + L3
33 + L4

34 + ...⎛

⎝
²

⎞

⎠
´=

L1 + L1 + L2
3

+ L2 + L3
32 + L3 + L4

33 + ... . 

We passen hier Ln = Ln–1 + Ln–2 op toe en krijgen 

 

4S = L1 + L3
3

+ L4
32 + L5

33 + ... =

−2L1 L2 + 3L1 + L2 + L3
3

+ L4
32 + L5

33 + ...⎛

⎝
²

⎞

⎠
´=−2 −3+9S.−

De vergelijking 4S = –5 + 9S heeft als oplossing S = 1.
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APP VAN DE MAAND: 
EUCLIDEA

Euclidea is een gratis app voor de iPhone en de iPad. In 
deze app gaat het om het maken van allerlei meetkun-
dige figuren, slechts gebruikmakend van een latje en een 
passer. Binnen een bepaald aantal stappen moet je zo’n 
constructie uitvoeren en je krijgt sterren per opdracht: 
drie als het je binnen het gevraagde aantal stappen lukt; 
nul, één of twee als het je wel lukt, maar in meer stappen 
dan nodig. De opdrachten beginnen simpel en worden 
gaandeweg moeilijker. 

Kom naar de Open Dag op 17 oktober
Wiskunde kun je doen om de schoonheid en abstractie van de wiskunde zelf. Maar ook de 
praktische problemen en toepassingen vormen vaak een grote uitdaging. Een combinatie 
van beide leidt vaak tot spectaculaire resultaten. Wil je meer weten over Wiskunde studeren 
aan de Universiteit Leiden? Kom dan op zaterdag 17 oktober naar de Open Dag in de  
Hooglandse kerk. Ook kan je vrijdag 27 november komen Proefstuderen op de faculteit Wis- 
kunde en Natuurwetenschappen. Kijk voor meer informatie op unileidenbachelors.nl/wiskunde

  

Bij ons leer je de wereld kennen naar de website 

Schilderij

Het schilderij is zó opgehangen aan de twee spijkers
dat als er één wordt weggehaald, het schilderij blijft 
hangen.
We kunnen het touw waaraan het schilderij hangt
ook zó om de spijkers draaien dat als we één van
de twee spijkers weghalen, het schilderij valt. Hoe?
En hoe zou je dat moeten doen bij drie of vier spijkers?

Je vindt het antwoord opwww.math.leidenuniv.nl/puzzels



Neem een willekeurig getal, bijvoorbeeld 88, en vermenig-
vuldig alle cijfers. Herhaal dit recept totdat je nog maar één 
cijfer overhoudt: 88 → 64 → 24 → 8. Het aantal stappen heet 
de persistentie van dat getal. Dus de persistentie van 88 is 3. 
Het kleinste getal met persistentie 3 is 39.  
Het kleinste getal met persistentie n staat op plek n + 1 
in bovenstaande rij. Er is nog nooit een getal met een 
persistentie groter dan 11 gevonden, al is ook nog nooit 
bewezen dat zo’n getal niet bestaat!

OEIS A003001
0, 10, 25, 39, 77, 679, 

6788, 68889, 2677889, 

26888999, 3778888999, 

277777788888899, ...


