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Vierkant voor Wiskunde
zomerkamp

Simeon heeft 5 emmers, elk met 100 munten.
Sommige munten zijn echt en wegen 10 g,
sommige vals en wegen 11 g. Gelukkig komt in
elke emmer maar één soort munt voor.

Er is een digitale weegschaal.

Hoe kan hij door maar één keer te wegen be- Data kam pen 2016
palen welke emmers echte munten hebben?

Kamp A
BO groep 6 t/m 8
15 t/m 19 augustus

Kamp B
VO klas 1 t/m 3
8 t/m 12 augustus

Kamp C
VO klas 3 t/m 6
1 t/m 5 augustus

De kampen vinden plaats in
Heino,10 km onder Zwolle.
Kosten deelname € 300.

Verplaats één lucifer
zodat de berekening
klopt.

Los je graag puzzels en wiskundige problemen op?
Dan is wiskundekamp misschien wel iets voor jou.

www.vierkantvoorwiskunde.nl




INHOUD

HOE WERKT

DE REKENLINIAAL?

Ooit hadden leerlingen geen reken-
machine, maar een rekenliniaal. Hoe
werkt zon liniaal? En hoe kun je er
zelf één maken?

DE CIRKELMETING
VAN ARCHIMEDES

Archimedes (287-212 v. Chr.) vond als eerste een
zeer nauwkeurige breukbenadering van n. Hij deed
dat door, uitgaande van een aan een cirkel in- en
omgeschreven regelmatige zeshoek, achtereenvol-
PARTITIES gens de lengte van de zijden van een in- en omge-

schreven regelmatige 12-, 24-, 48- en 96-hoek te

2
7
8
16
Op hoeveel verschillende manieren kun je een 22
aantal knikkers opdelen in groepjes? Leonhard 26
Euler vond hiervoor een (toch wel merkwaardige) 30
formule. 33

berekenen.

EN VERDER

Kleine nootjes

Snuffelen aan vormen en getallen
Wie is de dief?

Journaal

Kwadratische vormen
Megaperiodieke breuken maken
Pythagoras Olympiade

App van de maand

Omslagillustratie: de manieren om vijf knikkers in een aantal groepjes op te delen.

Hl NIVEAUBALKJES Sommige pagina’s bevatten één of meer zwarte balkjes onder het paginanummer. Voor
El ortikelen zonder balkje is geen specifieke voorkennis nodig. Artikelen met één balkje bevatten wiskunde uit

Hl de onderbouw. Artikelen met twee balkjes vereisen kennis uit de bovenbouw. Drie balkjes: net iets moeilijker.
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KLEINE NOOTJES

m door Jan Guichelaar

POES OP
MUIZENJACHT

Om beurten doen Poes en Muis
een sprong. Poes begint. Poes mag

naar keuze één of twee eenheden springen
(naar beneden, boven, rechts of links). Muis
mag steeds maar één eenheid springen. Slechts
één keer, in grote nood, mag zij een sprong van twee
maken. Hoeveel sprongen moet Poes doen om Muis
te vangen, als Muis zich het beste verdedigt?

Poes @

VIERKANT
BEDEKKEN
Knip flink wat vierkantjes uit van
1x1 en 2x2. Je wilt daarmee een vier-
kant van 3x3 geheel bedekken. Een 1x1-vier-
kantje bedekt precies 1 veld, een 2x2-vierkantje
precies 4 velden. Een vierkantje dat je neerlegt, mag
niet buiten de grenzen van het 3x3-vierkant uitko-
men. Twee vierkantjes mogen elkaar eventueel over-
lappen, maar je mag niet te veel vierkanten neerleggen:
elk vierkant dat je wegneemt of ertussenuit haalt, laat
minstens één veld onbedekt. Hoeveel mogelijkheden
heb je om het 3x3-vierkant te bedekken? (De volg-
orde van neerleggen doet er niet toe en draaiingen /[
en spiegelingen tellen niet dubbel.) :
Iets lastiger is de vraag: op hoeveel manie-
ren kun je een vierkant van 4x4 be-
_dekken met vierkantjes van
1x1,2%x2 en 3x3?

.

MUNTEN-
STAPELTJE
Drie munten liggen op el-
kaar gestapeld: onderop 2 euro,
in het midden 1 euro en bovenop
50 cent. Je neemt een willekeurige
munt uit het stapeltje en legt die boven-
op. Als je de bovenste kiest, verandert er
dus niets aan het stapeltje. Dat doe je

vier keer. Hoe groot is de kans dat je

aan het eind hetzelfde stapeltje
hebt als aan het begin?
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Kleine nootjes zijn eenvoudige opgaven die weinig of geen
wiskundige voorkennis vereisen om opgelost te kunnen worden.
De antwoorden vind je in het volgende nummer van Pythagoras.

OPLOSSINGEN KLEINE NOOTJES NR. 4

Glazen vullen. Neem één glas van 4 dI, het glas van
3 dl en de gevulde fles met 10 dl. Noteer dit als
(0, 0, 10); dit zijn dus achtereenvolgens de inhouden
van het 4dl-glas, het 3dl-glas en de fles. Giet daarna
zodanig dat de volgende situaties achtereenvolgens
ontstaan: (4, 0, 6), (1, 3, 6), (1,0, 9), (0, 1, 9),
(4,1,5),(2,3,5), (2,0, 8). Het eerste glas is nu ge-
Een bloemist heeft 12 wit- vuld met 2 dl water. Vervang dat glas door een leeg
te tulpen, 30 gele tulpen en 42 glas van 4 dl en doe de procedure nog een keer. En
roze tulpen. Daarmee wil hij zo- | daarna nog een keer met het laatste 4dl-glas.
veel mogelijk identieke boeketten
samenstellen, zonder tulpen over Afvaltoernooi. De kans dat C in de eerste ronde
de houden. Hoeveel boeketten tegen A of B speelt, is 2. Dan ligt hij eruit. De kans
. kan hij maken en hoeveel tul- dat hij tegen D speelt in de eerste ronde is 5. Dan
. pen van elke soort bevat ; wint hij en speelt in de finale tegen A. Dan wordt hij
elk boeket? tweede. De kans is dus Y.

TULPEN-
BOEKET

e

i
.

Zonneschijn na regen? Die kans is 0, want 180 uur
later is het middernacht.

24-uursklok. 0000, 0101, 0121, 0123, 0202, 0242,
0246, 0303, 0404, 0505, 0606, 0707, 0808, 0909,
1111, 1010, 1210, 1212, 1232, 1234, 1313, 1353,
TORENTJES 1414, 1515, 1616, 1717, 1818, 1919, 2222, 2101,
MAKEN 2121, 2123, 2321, 2323, 2343, 2345, 2020, 2024.

%

Twee van de vijf. Noem de gewichtjes a, b, ¢, den e.
| | | | | W1: ab = cd
D:' |_| W2: ac = be > (b, ¢)
W2:ac>be~> (b, d)
Teken met een vast aantal gelijke vierkantjes ‘to- W2:ac<be->W3:d=e->(a,c);d<e->(a,d)
rentjes met een verticale symmetrieas. Hierbo- W1:ab > cd
ven zie je voorbeelden met 2, 3, 4 en 8 vierkant- cac=be> (ce)
jes. Je zet dus horizontale rijties op elkaar. Je W2:ac>be~> (d, e)
ziet snel dat je met 2 vierkantjes 2 verschil- / cac<be-> (¢, d)
lende ‘torentjes kunt maken, en met Wil:ab < cd
3 vierkantjes 4 ‘torentjes. Hoeveel kun je W2:ac=be>W3:d=e->(a,b);d>e~> (a,e)
er maken met 4, 5 en 6 vierkantjes? W2:ac>be-> (b, e)
Wat valt je daarbij op?
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Voordat de zakrekenmachines hun intrede hadden gedaan in het middelbaar onderwijs,
hadden leerlingen een rekenliniaal. Misschien pronkt er in het lokaal waar jij wiskunde
hebt, ook nog wel een groot model. In dit artikel leggen we uit hoe een rekenliniaal werkt.

En je kunt er ook zelf één maken!
m door Jeanine Daems

HOE WERKT DE
REKENLINIAAL?

Hoe gewoon hij nu ook is, de zakrekenmachine is
pas sinds de jaren tachtig van de vorige eeuw over-
al in gebruik. Daarvoor rekende men met tabellen-
boeken of de rekenliniaal. Soms kom je rekenlini-
alen nog wel eens tegen op de rommelmarkt, en
inmiddels zijn er ook online allerlei apps en
beweegbare versies te vinden (zie bijvoorbeeld
http://goo.gl/KtDA - houd deze app bij de hand!).

Maar als je dan zo'n rekenliniaal op de kop hebt
getikt of als hij op je scherm staat, wat kun je er dan
mee? Wat betekenen al die cijfertjes op verschillen-
de afstanden van elkaar? En waarvoor is het schuif-
bare stuk? Dat gaan we in dit artikel (voor een deel)
bekijken.

NIET LINEAIR Opvallend genoeg is de rekenlini-
aal niet zo geschikt voor het optellen en aftrekken
van getallen, maar juist meer voor de wat ingewik-
keldere berekeningen als vermenigvuldigen, delen,
worteltrekken, kwadrateren en derdemachten be-
rekenen. Dat komt doordat de schaalverdeling niet
lineair is: bij de meeste schalen op de rekenliniaal is
de afstand tussen 1 en 2 anders dan de afstand tus-
sen 2 en 3.

Als we twee schalen die wél lineair zijn naast el-
kaar zouden leggen (zie figuur 2), zouden juist op-
tellen en aftrekken eenvoudig worden. Als je bij-
voorbeeld 3 + 9 wilt uitrekenen, leg je de 0 van de
ene lineaire schaal boven de 3 van de andere, en je
kijkt wat er op de onderste staat als je bij de boven-
ste een 9 hebt. Maar optellen en aftrekken zijn rede-
lijk simpel met de hand uit te voeren, dus daarvoor
was de behoefte aan hulpmiddelen niet zo groot.

VERMENIGVULDIGEN EN DELEN Voor ver-
menigvuldigen en delen gebruiken we de schalen
Cen D (zie figuur 1). Let goed op: bij schaal C, bij-

voorbeeld, zie je eerst een 1 en daarna iets kleiner
de cijfers 1 tot en met 9 staan, daarna komt de 2.

Dat betekent dat die kleinere cijfers de tienden
betekenen, dus je ziet in feite de getallen 1, 1,1, 1,2,
1,3, enzovoort aangegeven. Na de 2 staan de tien-
den er niet meer bijgeschreven, maar de streepjes
(en onderverdelingen daarvan) zie je nog wel.

Eerst bekijken we een voorbeeld: we willen
1,234 x 2,4 uitrekenen. Dan leggen we de 1 van
schaal C zo precies mogelijk op de 1,234 van schaal
D. Dan ga je op schaal C naar het getal 2,4 toe, en je
leest af wat er precies daaronder op schaal D staat.
Probeer het maar eens. Als het goed is, kom je in de
buurt van 2,96 uit.

Opgave 1.

a. Probeer met de rekenliniaal 3,41 x 1,23 en
15,6 x 18,3 uit te rekenen. Controleer je ant-
woord met een rekenmachine. [De getallen
15,6 en 18,3 staan niet op de rekenliniaal; hoe
zou je dat kunnen oplossen?]

b. Waarom is het voldoende om de getallen van
1 tot en met 10 op de rekenliniaal te zetten?

Opgave 2. Nu je snapt hoe je kunt vermenig-
vuldigen op de rekenliniaal, kun je dan zelf be-
denken hoe delen werkt? Probeer je methode uit
met de volgende deling: 7,2 : 1,23.

LOGARITMISCHE SCHAAL Het is wel een soort
van wonder dat de uitkomsten zo goed kloppen.
Dat heeft natuurlijk te maken met hoe de schaalver-
deling gemaakt is. Blijkbaar komt ‘erbij doen’ van
een stukje lengte op de rekenliniaal neer op verme-
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nigvuldigen van de getallen. De schalen C en D zijn
zogeheten logaritmische schalen. Dat kun je zien
aan schaal L, die onder D zit. Schaal L is wel een li-
neaire schaal: we zien de getallen 0, 0,1, 0,2, 0,3 enz.
staan, en tussen 0,1 en 0,2 is de afstand even groot
als tussen bijvoorbeeld 0,4 en 0,5. De getallen op
de schalen C en D zijn z6 gemaakt, dat precies bo-
ven het getal ] op schaal L het getal 10/ op schaal C
staat. Het is eenvoudig te zien dat dat klopt bij 10°
=1 en bij 10! = 10, maar ook voor de andere getal-
len klopt het precies (dat kun je bijvoorbeeld con-
troleren met je rekenmachine: boven de 0,3 staat
1093 = 1,995, dus net een klein beetje links van 2).

Wat gebeurt er nu als we getallen gaan verme-
nigvuldigen met de schalen C en D? In ons voor-
beeld 1,234 x 2,4 legden we de 1 van schaal C op
de 1,234 van schaal D. Die 1,234 van schaal D cor-
respondeert op schaal L met 0,0913... De 2,4 op
schaal C correspondeert op schaal L met 0,380...
Als we dus op schaal C en D 2,4 verder kijken dan
1,234, betekent dat dat we op schaal L de getal-
len 0,0913... en 0,380... optellen, en dan komt er
0,4713 uit. En 1094713 < 2,960, wat maar een klein
beetje scheelt met 1,234 x 2,4 = 2,9616 (en mis-
schien hadden we nog wel wat preciezer kunnen af-
lezen).

Maar waarém klopt dat? Wat we in feite gedaan
hebben, is de volgende berekening:

1,234 x 2,4 = 100:0913...  100,380... _
100,0913... +0,380... _ 100 4713 _ ~ 2,960,

waarbij de tweede stap mag vanwege de rekenregels
voor machten. Oftewel: wat op de lineaire schaal
optellen was, is op de logaritmische schaal verme-
nigvuldigen geworden!

LOGARITMEN Zojuist wilden we van het getal 2,4
op schaal D weten welk getal op schaal L ermee
correspondeert. We hebben het afgelezen en we za-
gen dat dat ongeveer 0,380 was. Dit getal noemen
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Figuur 2 Twee lineaire schalen
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Figuur 1 Een rekenliniaal heeft verschillende schalen,
van boven naar beneden: K, A, B, T,S, Cl,C, Den L.

we de logaritme van 2,4, genoteerd als log 2,4. Je lost
dan eigenlijk de vergelijking 10* = 2,4 op. Uit wat
we net gezien hebben, bleek dat log(1,234 x 2,4) =
log 1,234 + log 2,4, en dat is een rekenregel die voor
logaritmen in het algemeen geldt:

log(ab) =log a + log b,
en op dezelfde manier geldt:

log (%) =loga —log b.

(Deze rekenregels volgen direct uit de rekenregels
10" . 10™ = 10"t en 10" : 10™ = 10", zoals we
hierboven ook al zagen.) Dit is de crux van het ge-
bruik van de logaritmische schaal als rekenhulp-
middel: vermenigvuldigen wordt omgezet in optel-
len, en delen in aftrekken.

WORTELTREKKEN De getallen op schaal A zijn
het kwadraat van de getallen op schaal D, en die op
schaal B zijn het kwadraat van die op schaal C (de
schalen C en D zijn natuurlijk hetzelfde, maar ze
liggen niet meer goed als het middenstuk van de re-
kenliniaal verschoven is). Ga maar na: bij de 4 op
schaal A hoort de 2 op schaal D, bij de 9 op schaal
A hoort de 3 op schaal D, enzovoorts.

Opgave 3.

a. Lees de volgende getallen zo precies mogelijk
af op de rekenliniaal: V2, V68 en 8,42

b. Op de rekenliniaal staan de kwadraten van 1
tot en met 100. Hoe kun je toch op de reken-
liniaal v 0,123 aflezen? Of V17292

DERDEMACHTEN Schaal K, helemaal bovenaan,
bevat de derdemachten van de getallen op schaal D.

Opgave 4.

a. Controleer zelf dat dat zo is door de derde-
machten van 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 en 9 uit te
rekenen en af te lezen op schaal K.

b. Wat is de derdemachtswortel van 2?
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DE OVERIGE SCHALEN Schaal CI is eigenlijk opletten dat je de getallen op schaal D moet inter-

dezelfde als schaal C, alleen dan andersom. Die is preteren als getallen tussen 0,1 en 1: we lezen
vooral nuttig om bij bepaalde berekeningen wat ongeveer 8,4 af, maar dat betekent dan dat
minder te hoeven schuiven. De schalen T en S tan 40° = 0,84. Hetzelfde geldt op schaal S die
hebben met hoeken te maken. Schaal T hoort bij over de sinus gaat: als je op schaal S bij 30 kijkt,

de tangens. Als je bij schaal T bij 40 kijkt, kun jeop  zie je op schaal D ongeveer 8,66 staan, wat wil
schaal D de tangens van 40° aflezen. Je moet hierbij ~ zeggen dat sin 30° = 0,866. m

MAAK ZELF EEN REKENLINIAAL

1 Je kan zelf een rekenliniaal maken van twee A4-tjes. Vouw ze al-

A lebei dubbel in de lengte. Leg ze met de vouw tegen elkaar aan en
zet links op de vouw van beide papieren een 1.
4
2 We maken gebruik van het feit dat 109301 < 2. Zet 1
op 3 cm rechts van de 1 een 2. (Je kunt ook een veel- ~

voud van 3 cm nemen, dan wordt de rekenliniaal pre-
ciezer.)

L=
1 3 Door dezelfde af-
i 2 y q stand af te passen,
'Ill t 'I'B kun je vervolgens de
i ~ 1 4, de 8 en eventueel
1 ook 16 op de liniaal
zetten.
4 Nu hebben we nog een ander getal 1
nodig 851)7(36\ liniaal. Gebruik vervolgens fr i 3 Y
dat 10¥%// = 3. Zet dus op 4,8 cm (of | 1
hetzelfde veelvoud hiervan) een 3 op de / i :15 &
y 1
liniaal.
1 5 Vraag: als je de 3 boven de 4 zet, welk
Jlr 4 3 getal komt er dan onder de 2?
| | ]
T T Y
1
i:- 3 :r i - 3 i B 16
i — | — s
1 e k| Y 6 d 3 n 1

6 Nu kunnen we heel wat meer getallen op de liniaal zetten. Door de rekenliniaal te verschuiven, kun-
nen we allerlei decimale getallen toevoegen. Je kan er ook voor kiezen nu de 5 en de 7 nog toe te voe-
gen. Je krijgt je eigen rekenliniaal.
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m door Derk Pik

Recent is er een leuk boek verschenen: Het wiskun-
dehondje van Margriet van der Heijden. Wat heeft
wiskunde met hondjes te maken? Daar kom je in
deze uitgave niet zomaar achter. Maar wat een leuk
boek is dit! Op elke twee pagina’s vind je weer iets
nieuws. Je leert bijvoorbeeld van alles over dieren-
wiskunde. Er zijn mieren die hun stappen tellen en
bijen die precies weten welke vorm je nodig hebt
om met zo weinig mogelijk bijenwas een honing-
raat te bouwen. En natuurlijk lees je ook waarém,
want dit is wel een echt wiskundeboek.

Een andere categorie bestaat uit getallentrucs.
Sommen waar, hoe je ook begint, altijd 1089 uit-
komt. En een goocheltruc waarbij je een rekensom
met je leeftijd moet maken om je geluksgetal te vin-
den. En achterin het boek staat alleen bij jouw getal
een mooie voorspelling!

Er wordt ook veel gespeeld met getallen. Be-
roemde getallen, priemgetallen, perfecte getallen,
onbekende getallen, maar ook vind je in het boek
het eerste zielige getal.

Je leest, als je een touw over de lengte van een voet-

yormen en getallen
De 269edagis 26-9

HET W ISKUNDE |
. HONDJE

balveld hebt gespannen, hoeveel centimeter het in
het midden omhoog kan als je 10 centimeter aan het
touw toevoegt. Elk verhaal heeft een prachtige illustra-
tie zodat je meteen over het probleem kan nadenken.
Margriet van der Heijden heeft in de weekend-
krant van NRC Handelsblad een rubriekje — Vormen
en getallen — op de kinderpagina van het weten-
schapskatern. Veel van de inhoud van Het wiskun-
dehondje is ontleend aan de stukjes in NRC. Stie-
kem lezen vast ook veel volwassenen die stukjes.
Het zou best kunnen dat Het wiskundehondje voor-
al voor brugklassers geschreven is. Maar zelf heb ik
er zo veel plezier aan beleefd, dat het boek mij ge-
schikt lijkt voor iedereen die van wiskunde houdt.
O ja, en dat wiskundehondje? Het zal niet luk-
ken om het hier helemaal uit te leggen, maar het
heeft met grafieken te maken. Een grafiek in de
vorm van een hondje. m

Margriet van der Heijden, Het wiskundehondje en
meer verhalen over vormen en getallen, Uitgeverij
Nieuwezijds, 2015, € 14,95.

andaag is een vrolijke dag. Hetis 31,37 en 43zijn er eenvoorbeeldvan.  vindt een getal dat eindigt op? Op 5in-

de 269e dag van het jaar. En het 0f1987,1993 en 1999. derdaad.

is 26-9. Zie je het? Er zijn geen an-
dere dagen waarvoor dit geldt!
Ook verder is 269 een vrolijk getal. Zo is
het een sexy priemgetal.
Sexy? Nou, anders sexy dan sexy meest-
alis. Hier komt het woord van het La-
tijnse ‘sex’ - ofwel: zes. Als je van 269
zes afhaalt, dan vind je namelijk 263.
Net als 269 zelf, is ook 263 een priemge-
tal dat je alleen door 1 en door zichzelf
kan delen. Samen vormen 263 en 269
dus een ‘sexy priempaar’.
Jekunt zo ook trio’s (drietallen) maken.

Vaak gaan de stukjes van Margriet van der Heijden in haar rubriek Vormen en getallen in NRC Weekend
over de datum waarop de krant verschijnt. Dit stukje stond in de NRC van zaterdag 26 september 2015.

Kwartetten zijn er ook: 41, 47, 53, 59 is
er eentje. En er is zelfs een kwintet van
sexy priemgetallen: 5, 11, 17, 23 en 29.
Maar: meer van zulke kwintetten zijn
er niet. Dat zie je zo: priemgetallen zijn
in elk geval altijd oneven (anders zijn
ze deelbaar door twee). Dus moeten ze
eindigen op1, 3,7 of 9. Niet op 5, want
dan zijn ze deelbaar door vijf. Alleen 5
zelfis een priemgetal.

Begin dan eens met een getal dat ein-
digt op 3. Zes erbij en je vindt een getal

En die 5 duikt telkens op. Of je nou be-
gint met een getal dat eindigt op 1 (dan
eindigen de volgende getallenop 7, 3, 9
en 5); of met eentje die eindigt op 7
(dan eindigen de volgende getallen op
3, 9 enjawel 5); of met 9 (meteen 5).
Zo snap je ook waarom er geen sexy
sextetten (met zes leden) of octetten
(met acht) zijn. Even rekenen laat trou-
wens wel zien dat je met 269 zelfs een
sexy kwartet kan maken: 251, 257, 263
en 269. Nog een fijne 269e dag!

Margriet van der Heijden
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Logica is een thema dat voorkomt in veel wiskundige puzzels. In dit artikel bespreken we
twee logica-opgaven van de Nederlandse Wiskunde Olympiade: de laatste opgave van de
afgelopen eerste ronde in januari 2016 en een opgave van de Junior Wiskunde Olympiade
van 2014.

m door Raymond van Bommel

& -
o *
Alex 0
Boris

WIE IS DE

OPGAVE UIT DE NEDERLANDSE WISKUNDE OLYMPIADE, EERSTE RONDE 2016
Zeven personen worden verdacht van diefstal:

o Alex, een bruinharige man met blauwe ogen;

« Boris, een blonde man met groene ogen;

o Chris, een blonde man met bruine ogen;

» Denise, een blonde vrouw met bruine ogen;

« Eva, een bruinharige vrouw met blauwe ogen;

» Felix, een bruinharige man met bruine ogen;

« Gaby, een blonde vrouw met blauwe ogen.

Detectives Helga, Ingrid en Julius weten dat één van de verdachten de dief is. Na wat speurwerk te
hebben gedaan, delen ze de volgende informatie in een dialoog.

Helga: Tk weet de oog- en haarkleur van de dief, maar ik weet niet wie het is’

Ingrid heeft Helga niet gehoord en zegt: Tk weet de haarkleur en het geslacht van de dief, maar ik
weet niet wie het is.

Julius ten slotte zegt: ‘Eerst wist ik alleen het geslacht, maar na jullie uitspraken weet ik wie de dief is.
De detectives spreken de waarheid. Wie is de dief?
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Om de opgave op pagina 8 op te lossen en uiteinde-
lijk de dader te vinden, bekijken we de uitspraken
van de drie detectives een voor een.

HELGA'S UITSPRAAK Als eerste bekijken we de
uitspraak van detective Helga. Zij zegt de oog- en
haarkleur van de dief te weten, maar niet genoeg
informatie te hebben om de identiteit van de dief
te achterhalen. We maken een tabel met alle zeven
verdachten, gesorteerd op hun oog- en haarkleur:

blauwe bruine groene
ogen ogen ogen
bruin Alex & Felix
haar Eva
blond Gaby Chris & Boris
haar Denise

Wat kunnen we nu uit Helga’s uitspraak afleiden?
Stel dat de oog- en haarkleur van de dief allebei
bruin waren. Dan had Helga, die al deze gegevens
ook heeft, kunnen afleiden dat Felix de dief geweest
zou zijn. Helga heeft de identiteit van de dief echter
niet kunnen afleiden. Hieruit concluderen we dat
de oog- en haarkleur van de dief niet allebei bruin
zijn en dat Felix dus niet de dief is.

Op dezelfde manier kan Boris niet de dief zijn.
Als Helga immers had geweten dat de dief blond
haar en groene ogen heeft, dan had ze ook wel kun-
nen bedenken dat Boris de dief is en Helga weet
juist niet wie de dief is. Ook kan Gaby geidentifi-
ceerd worden aan de hand van haar oog- en haar-
kleur en zij kan dus ook niet de dief zijn.

Alex en Eva hebben echter allebei bruin haar en
blauwe ogen. Dus ook al zou Helga geweten heb-
ben dat de dief bruin haar en blauwe ogen heetft,
dan nog wist ze niet wie van Alex of Eva de dief is.
Chris en Denise hebben ook dezelfde kleur haar en
ogen. Deze vier verdachten kunnen nog niet uitge-
sloten worden.

INGRIDS UITSPRAAK Nu bekijken we de uit-
spraak van Ingrid. Ingrid heeft niet gehoord wat
Helga zei en kan de informatie die hierboven is af-
geleid uit Helga’s uitspraak niet gebruiken. We be-
ginnen dus weer met alle zeven verdachten. Ingrid

NEDERLANDSE
WISKUNDE
OLYMPIADE

weet de haarkleur en het geslacht van de dief, maar
kan hiermee niet de identiteit van de dief bepalen.
We maken weer een tabel:

man VIouw
bruin Alex & Eva

haar Felix

blond Boris & Denise &
haar Chris Gaby

We gaan weer op dezelfde manier te werk. Als In-
grid had geweten dat de dief een bruinharige vrouw
was geweest, dan had ze ook kunnen afleiden dat
Eva de dief is. Ingrid weet de identiteit van de dief
echter niet. De dief is dus geen bruinharige vrouw
en is dus niet Eva.

In alle andere gevallen zijn er twee mogelijke
dieven. Er zijn twee bruinharige mannen, Alex en
Felix, twee blonde mannen, Boris en Chris, en twee
blonde vrouwen, Denise en Gaby. Uit Ingrids uit-
spraak kunnen we dus alleen afleiden dat Eva niet
de dief is, maar de andere zes kunnen niet door
haar uitspraak uitgesloten worden.

JULIUS" UITSPRAAK Nu gaan we de balans op-
maken. Uit Helga’s uitspraak hebben we afgeleid dat
Boris, Felix en Gaby niet de dief zijn. Uit Ingrids
uitspraak hebben we afgeleid dat Eva niet de dief is.
De enige drie verdachten die nog overblijven zijn
dus Alex, Chris en Denise.

Julius heeft de uitspraken van Helga en Ingrid
wel gehoord en heeft dit ook kunnen afleiden. Dit
is essentieel om tot de oplossing van het probleem
te komen. Julius weet alleen het geslacht van de dief
en zegt nu te kunnen afleiden wie de dief is. We
maken een lijstje met de overgebleven verdachten:

naam geslacht
Alex man
Chris man
Denise vrouw

In Julius’ lijstje staan twee mannen en een vrouw.
Als Julius nu had geweten dat de dief een man is,
dan had hij nog steeds niet kunnen weten of het
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nou Alex of Chris is. Julius kan echter wél uit de
gegevens afleiden wie de dief is. Dan blijft er nog
maar een optie over: de dief is een vrouw en ze heet
Denise.

APPELTAART We gaan naar de vraag over het
stuk appeltaart, zie het kader rechts. Om dit pro-
bleem op te lossen, gaan we redeneren vanuit het
antwoord. Voor elk van de mogelijke dieven bekij-
ken we welke van de uitspraken er wel of niet waar
zouden zijn. Asims uitspraak is waar als Bob, Di-
lan of Eva de dief is, en onwaar als Asim of Coen de
dief is. We kunnen hetzelfde doen voor de uitspra-
ken van Bob, Coen, Dilan en als laatste Eva en de
resultaten in een tabel zetten:

OPGAVE UIT DE
JUNIOR WISKUNDE OLYMPIADE 2014

Er is een stuk appeltaart gestolen en vijf kin-
deren worden hierover ondervraagd. Ze we-
ten allemaal wie het gedaan heeft, maar ze
spreken niet allemaal de waarheid. Als een
kind liegt, dan voelt het volgende kind zich
daar zo schuldig over dat het juist de waar-
heid spreekt. De kinderen doen de volgende

uitspraken in deze volgorde:

Asim: ‘Coen en ik hebben het allebei niet ge-
daan’

Bob: ‘De dader is Coen of Dilan’

Coen: ‘Eva en ik hebben het allebei niet ge-
daan’

Dilan: ‘De dader is Asim’

Eva: ‘Minstens twee van Asim, Bob, Coen en
Dilan hebben gelogen’

Wie heeft de appeltaart gestolen?

uitspraak
van . .

dief Asim Bob Coen | Dilan Eva

Asim onwaar | onwaar | waar waar waar

Bob waar | onwaar | waar | onwaar | waar

Coen onwaar | waar | onwaar | onwaar | waar

Dilan waar waar waar onwaar | onwaar = =

E -

va waar | onwaar | onwaar | onwaar | waar

R B gy

Nu gaan we door de lijst van dieven. Stel dat Asim
de dief is. Dan bekijken we de rij van Asim in de ta-
bel en zien we dat zowel Asim als Bob gelogen heb-
ben. In de probleemstelling staat echter dat er nooit
twee kinderen na elkaar liegen. Asim is dus niet de
dief.

In de rij van Coen zien we dat Coen en Dilan na
elkaar gelogen hebben, in de rij van Dilan zien we
dat Dilan en Eva na elkaar gelogen hebben en in de
rij van Eva zien we dat Bob en Coen na elkaar ge-
logen hebben. We zien dus dat Coen, Dilan en Eva
ook niet de dief kunnen zijn.

De enige kandidaat die overblijft is Bob. We zien
dat er in Bobs rij niet twee kinderen na elkaar lie-
gen. Bob moet dus wel de dief zijn.

a = %

TOT SLOT Het is ons gelukt: we hebben twee die-
ven gevonden! Door systematisch te werk te gaan
en alle informatie in overzichtelijke tabellen te zet-
ten, konden we in beide opgaven de dief vinden.
Lijkt het je leuk om meer van dit soort problemen
op te lossen? Neem dan eens een kijkje op de site
van de Nederlandse Wiskunde Olympiade om oude
opgaven te bekijken: www.wiskundeolympiade.nl.
Of lees het boek Wanneer is Cheryl jarig? van Birgit
van Dalen en Quintijn Puite; dat staat vol met logi-
capuzzels en andere leuke raadsels. m
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Aflevering 8 in onze serie over getallenrijen ging over genererende functies. In deze ne-
gende aflevering gaat het onder andere over de vraag op hoeveel verschillende manieren
je een aantal knikkers kunt opdelen in groepjes. Daarbij komen opnieuw genererende
functies om de hoek kijken. We bekijken het probleem nu vanuit een andere invalshoek.

m door Paul Levrie (Toegepaste Ingenieurswetenschappen, Universiteit Antwerpen)

PARTITES® g

Stel je hebt vijf identieke, dus niet van elkaar te on-
derscheiden, knikkers. Figuur 1 toont alle mogelij-
ke manieren (zeven in totaal) waarop je deze knik-
kers kunt opdelen in groepjes.

Hebben we zeven knikkers, dan zijn dit enkele
van de mogelijkheden: 7,6 + 1,5+ 2,5+ 1+ 1, en
het gaat zo nog een tijdje door. Je komt aan vijftien
mogelijkheden.

We kunnen natuurlijk altijd door tellen nagaan
hoeveel manieren er zijn, maar als je veel knikkers
hebt, dan loop je het gevaar dat je de tel kwijtraakt
op een bepaald ogenblik. Is er dan misschien een
formule om het antwoord te vinden?

Indien we het aantal manieren voor » identieke
knikkers noteren als p(#), dan krijgen we een rij
getallen waarvan je eenvoudig kunt nagaan dat de
eerste termen, beginnend bij n = 1, gelijk zijn aan:

p(1)=1,p(2) =2,p(3) =3,p(4) =
p(6) =11, p(7) =15, p(8) =22, ...

5,P(5) =7,

We spreken verder af dat p(0) = 1. Deze rij wordt de
rij van de partitiegetallen genoemd, A000041 in de
Online Encyclopedia of Integer Sequences (OEIS). In
het woord partitie herken je ‘part’: een deel.

EEN FORMULE Het probleem om een formule te
vinden die voor een gegeven n de waarde van p(n)
vindt, gaat al terug tot Gottfried Leibniz, de grote
wiskundige en filosoof, die deze vraag in 1674 stel-
de aan een van de andere wiskundigen van zijn tijd.
In figuur 2 zie je enkele berekeningen die zijn te-
ruggevonden in de notities die Leibniz heeft ach-
tergelaten.

Niet Leibniz, maar Leonhard Euler vond een
(toch wel merkwaardige) formule die ons toelaat
om p(n) te berekenen voor elke #, vertrekkend van
de waarde p(0) = I:

pn)=pn-1)+pn-2)-pn-5)-pn-7)+
p(n—-12) + p(n-15) - p(n - 22) - ...

Het vreemde aan de formule is dat ze eindigt met
drie puntjes. Je gebruikt ze als volgt: voor een ge-
geven n bereken je de termen in het rechterlid

en neemt ze samen zoals de formule voorschrijft,
waarbij we doorgaan totdat het argument van p ne-
gatief wordt. Neem bijvoorbeeld #n = 7, dan krijg je:

p(7)=p(7-1)+p(7-2)-p(7-5)-p(7-7) +
p(7-12)+p(7-15) - p(7 -22) - ...
= p(6) + p(5) - p(2) - p(0).

Je ziet dat je voor de berekening van p(7) de waar-
den van p(6), p(5), p(2) en p(0) nodig hebt. We
hebben afgesproken dat p(0) = 1. En de andere drie
kunnen we nu berekenen met diezelfde formule
van Euler, maar dan hebben we ook de tussenlig-
gende waarden nodig:

p(1)=p(1-1)+p(1-2) - ...=p(0) = 1.
p2)=p2-1)+p2-2)-p2-5)-...
=p(1)+p(0)=1+1=2.

uwz 1w
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Figuur 1 Vijf identieke
knikkers kun je op zeven
manieren in groepjes
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Figuur 2 Notities van Gottfried Leibniz

p(3)=pB3-1)+p(3-2)-p(3-5) - ...
=p(2)+p(1)=2+1=3.
p4)=p(4-1)+p(4-2)-p(4-5)-...
=p(3)+p(2)=3+2=5.
p(B)=p(5-1)+p(5-2)-p(5-5)-p(5-7) +
.=p(4)+p3)-p(0)=5+3-1=7.
p6)=p(6-1)+p(6-2)-p(6-5)-p(6-7)+
co=p(5) +p(4) -p(1)=7+5-1=11.
p(7) = p(6) + p(5) - p(2) - p(0)
=11+7-2-1=15.

Het werkt! Maar er zijn nog enkele vragen.

MEER DETAILS BIJ EULERS FORMULE Hoe
zit het nu precies met de tekens van de termen in
het rechterlid van de formule van Euler? Het gaat
inderdaad verder zoals je verwacht: telkens afwisse-
lend twee plustekens en twee mintekens.

En dan zijn er nog die getallen 1, 2, 5, 7, 12, 15,
22, ... in het rechterlid van de formule. Waar ko-
men die vandaan? Zoek je die rij getallen op in de
OEIS, dan kom je uit bij A001318, de veralgemeen-
de vijthoeksgetallen. De gewone vijthoeksgetal-
len hebben te maken met vijthoeken, zoals je kan
zien in figuur 3 (zie ook Pythagoras 55-2, afleve-
ring 3 in deze serie over getallenrijen). Het kleinste
vijfhoeksgetal is 1, we associéren het met het rode
hoekpunt linksonder. Neem je daar de punten op
de kleinste vijthoek bij, dan kom je aan 5, het twee-
de vijthoeksgetal. Aangevuld met de punten van de
volgende vijthoek komen we uit op 12, het derde
vijthoeksgetal. En zo gaat het verder: 1, 5, 12, 22,

&v “ Reget
24 1 +2. [f-{' 7 + ¢
FPRAE <TPPTRINN PO T T T I R

tl pafhir. [3430en (RenT

R = 1iHd *

i i |
ceoane ) i

R
35,51,70,92, ...

Er is een formule voor de berekening van de
vijthoeksgetallen. Het k-de vijthoeksgetal is gelijk
aan

TkGk-1), k=123, ...
Je kan dit eenvoudig zelf vinden, gebruikmakend
van de eerste vier, door de TQ-formule’ te gebrui-
ken (zie Pythagoras 48-6). De veralgemeende vijf-
hoeksgetallen worden vervolgens berekend met de-
zelfde formule door ook nul en negatieve waarden
toe te laten voor k, dus
TkGk-1),  k=0,%1,+2,43, ..
De rij van de veralgemeende vijthoeksgetallen be-
gint dus met 0, 1, 2, 5, 7, 12, 15, 22, 26, ...

EULERS BEREKENING Misschien vraag je je af
waar Euler partities zag in zijn formule. Hij rede-
neerde als volgt (en nu volgt er een heleboel alge-
bra). Het symbool x speelt een grote rol in dit ver-
haal. We nemen het product van de som van alle
machten van x, de som van alle machten van x2, de
som van alle machten van x3 enzovoort. Het pro-
duct in kwestie ziet er zo uit:
Q+x+x2+..)-Q+x2+x2+..)-
Q+x3+x0+..)- ...

Dit product bevat alle informatie over de partitie-
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getallen en dit wordt duidelijk als we het uitwerken.
Dat is een hels werk natuurlijk, en je krijgt iets dat
de vorm heeft van een polynoom in x met oneindig
veel termen. Aan de hand van een voorbeeld zullen
we laten zien waar we naartoe willen.

EEN VOORBEELD Je kan de waarde van p(5) te-
rugvinden in dit product, en wel als volgt. We gaan
op zoek naar de term in het product die x> bevat.
Dan moeten we in elk van de factoren een term
kiezen en wel zo dat het product ervan x° geeft,
bijvoorbeeld als je de term x* neemt in de eerste
factor, en de term x> in de derde factor, en in alle
andere factoren kies je de 1, dan vind je x° als re-
sultaat. Het is wat puzzelen, en laten we dat dan
ook even doen. Het is duidelijk dat we in de facto-
ren vanaf de zesde (die begint met 1 + x9) de term
1 moeten nemen in het product, want 6 > 5. We kij-
ken nu even naar de eerste 5 factoren, en schrijven
die zo:

1+x1 +x1+1 +x1+1+1 +x1+1+1+1 +x1+1+1+1+1 +...

1+x2+x2t2 4+ ..
1+x3+ ...
T+x%+ ...

L+x°+...

Figuur 3 De eerste vier vijfhoeksgetallen zijn
1,5,12,22

Nu maken we het product en nemen enkel die ter-
men die als je ze met elkaar vermenigvuldigt x° ge-
ven. Dit zijn ze:

1, ,2+2
1, ,4
141, 3
L+1+1 42
1+14+1+1+1
2,3

5

* X

R R K8 8 8 8 R

(Als we een factor 1 gebruiken, dan schrijven we
die niet.) We vinden dus 7 termen. Merk nu op dat
als we in deze 7 termen de exponenten van x naast
elkaar zetten, we dan dit vinden:

1+2+2

1+4

1+1+3
1+1+1+2
1+1+1+1+1
2+3

5

~

En dat zijn precies de manieren waarop we 5 knik-
kers kunnen verdelen in groepjes. Dus in die po-
lynoom met oneindig veel termen staat deze term
op de zesde plaats: ... + 7x° + ... En de coéfficiént
7 die bij x° staat, geeft het partitiegetal p(5). Je kan
zelf op dezelfde manier als boven nagaan dat de on-
eindige polynoom als volgt begint:

T+x+2x2+3x3 +5x4 +7x° + ...
En hier staat dus in feite:
p(0) + p(D)x + p(2)x2 + p(3)3 + p(A)xt + p(5)x° + ...

Hier staat de genererende functie (waarover het in
de vorige Pythagoras ging) van de getallen p(n). We
concluderen dat indien we dat enorme product uit-
werken, we de partitiegetallen dan gewoon kunnen
aflezen in het resultaat.

DE LAATSTE STAP Euler wist dat je zon som van
machten van x korter kan schrijven. Voor
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-1 < g < 1 geldt namelijk dat
l+g+@+q@+q*+... = L
1-q
Dat dit zo is, kan je zelf nagaan door het product in
het linkerlid uit te werken:

(1-q)-0+q+@+@+q*+..)=1

Dat heeft voor gevolg dat we het product van Eu-
ler, dus

2 4

Q+x+x2+..) - Q+x2+xr+...)-
AQ+x3+x5+..) ...,

ook zo kunnen schrijven:

1
(1-x)(1-x*)(1 =)
En zo zie je dat het product in de noemer een rol
speelt. Werken we dit uit, en dat raden we je niet

aan, dan vind je uiteindelijk dit:

1-x)-1-x8)-1-x3)-...=

T-x-x2+x0+x/ —x12 - x15 4+ x22 4 426 _

Je ziet in het rechterlid de veralgemeende vijthoeks-
getallen op het toneel verschijnen! We zijn er nu
bijna, nog een laatste stap. Euler vond dus het vol-
gende:

p(0) + p(D)x + p(2)x% + p(3)x> + p(A)xt + ... =

1

l—x—x>+x° +x” —x2 —xP +..

Als we beide leden vermenigvuldigen met de noe-
mer van het rechterlid, dan kunnen we de formule
van Euler terugvinden:

(p(0) + p(1)x + p(2)x% + p(3)> + p(4)x* + p(5)x° + ...)

Q-x-x2+x0+x" -x12- .. )=1.

PARTITIES VAN N IN ONGELIJKE DELEN

De rij A000009 zegt dat het aantal partities van
een getal n in ongelijke delen gelijk is aan het
aantal partities in oneven delen. Naast het bewijs
van Euler waarmee dit artikel afsluit, is er ook
een meer aanschouwelijke manier om dit aan te
tonen. We maken hierbij gebruik van de volgen-
de eenvoudige eigenschap van natuurlijke getal-
len: elk natuurlijk getal is op een unieke manier
te schrijven als een macht van 2 maal een oneven
getal. Bijvoorbeeld: 98 = 21 - 49, en 2176 = 27 - 17.
Een partitie in ongelijke delen kan nu als volgt
eenduidig worden omgezet in een partitie met
oneven stukken, en omgekeerd. We doen het
met een voorbeeld, de volgende partitie van 20:
20=7+6+4+2+1.

1. Schrijf elk van de ongelijke delen als een macht
van 2 maal een oneven getal: 20 =20.7 +21.3
+22.1+21.1+20.1,

2. Lees dan af wat er staat: 1 maal 7 + 2 maal 3 +
4 maal 1 + 2 maal 1 + 1 maal 1. Zo hebben we
20 geschrevenals7+3+3+1+1+1+1+1
+ 1 + 1, een som met enkel oneven getallen.

Ga zelf na hoe het omgekeerd verloopt: met wel-
ke som van ongelijke getallen komt de volgende
partitie van 20 met oneven delen overeen?

20=3+3+3+1+1+1+1+1+1+1+1
+1+1+1.

Een tip: 20 = 21 +29) . 3 + 23 + 21 +29) . 1.
Pas hetzelfde toe op

20=7+3+3+1+1+1+1+1+1+1,

en laat zien dat dit opnieuw 20 =7+ 6 +4+2 + 1
oplevert.
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Figuur 4 Er zijn zeven manieren om 8 eurocent samen te stellen

We bekijken dit even voor n = 5. We gaan op zoek
naar de term met x° in het product in het linkerlid.
Er zijn vier producten die leiden tot zo'n term:

p(0) X+ P(3)X3 . (—xz) + p(4)x4 (—x) + p(S)x5 1=
(p(5) - p(4) - p(3) + p(0))x°.

Maar omdat er in het rechterlid geen term staat die
x° bevat, moet dit laatste wel 0 zijn. Dus geldt

p(5) =p(4) +p(3) - p(0)

en dat is inderdaad wat we vinden als we in de for-
mule van Euler n = 5 kiezen!

ANDERE PARTITIEGETALLEN IN DE OEIS
De rij A000041 is niet de enige rij partitiegetallen
die je terugvindt in de OEIS. A000008 bijvoorbeeld
is de rij die het aantal partities geeft van n in groe-
pen van 1, 2, 5, of 10. Die rij begint zo:

1,1,2,2,3,4,5,6,7,8,11, 12, ...

Je kan de termen ervan vinden door dit product uit
te werken:

Q+x+x2+..)-T+x2+x*+..)-
A+ +x10+ ) (1 +x104+x20 4 ).

Deze rij geeft het antwoord op de volgende vraag.
Stel je moet n eurocent wisselgeld geven, en je hebt
een onbeperkte voorraad stukken van 1, 2, 5, en

10 eurocent. Op hoeveel manieren kan je dat dan

doen? In figuur 4 zie je de oplossingen voor n = 8.
In de vorige Pythagoras bespraken we hetzelfde
probleem waarbij de muntenvoorraad uit 1- en
2-eurostukken bestaat.

De rij A000009 geeft het aantal partities van n
in ongelijke delen. Het getal 5 kun je zo splitsen in
5,4 + 1 en 3 + 2. Ook deze rij kan je verbinden met
een product:

Q+x)-1T+x2)-Q+x)-0T+xH-Q+x)-...

Zie je waarom? Diezelfde rij geeft blijkbaar ook het
aantal partities van » in oneven getallen: 5 kun je
splitsenin 5,3+ 1+ 1enl+1+1+1+ 1. Het bij-
horende product ziet er nu zo uit:

Q+x+x2+..) - T+x3+x0+...)-
Q+x°+..)...=
1

A-x)-(1-x>)A=x°)..

Euler bewees inderdaad al in 1748 dat deze 2 rijen
aan elkaar gelijk zijn. Dit is zijn bewijs:

1+ -1+x2)-1+x3) -1+ - 1+x0)-...=

1
A-x)-(1-x>)A=x°)..

Ga zelf na dat dit klopt door beide leden te verme-
nigvuldigen met de noemer rechts, en dan uitge-
breid het merkwaardig product (a - b)(a + b) =

a? - b2 te gebruiken! m
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JOURNAAL

m door Alex van den Brandhof en Marc Seijlhouwer

Abelprijs 2016 voor Sir Andrew Wiles

Zijn werk behoort tot de meest opzienbarende re-
sultaten uit de twintigste-eeuwse wiskunde en
wordt nu beloond met de hoogste wiskundige on-
derscheiding: Andrew Wiles (Universiteit van Ox-
ford sinds 2011, daarvoor Princeton), die in 1994
de laatste stelling van Fermat bewees, krijgt dit jaar
de Abelprijs, een bedrag van zes miljoen Noorse
kronen (635.000 euro). Dat maakte de Noorse Aca-
demie van Wetenschappen en Letteren op 15 maart
in Oslo bekend.

De laatste stelling van Fermat zegt dat de ver-
gelijking x" + y" = 2" geen enkele geheeltallige op-
lossing heeft voor n groter dan 2. Al sinds 1637,
toen Fermat in een kantlijn beweerde een ‘werke-
lijk schitterend’ bewijs te hebben gevonden - wat
hoogstwaarschijnlijk geen juist bewijs is geweest
- hadden wiskundigen zich over dit probleem het
hoofd gebroken.

In 1993 presenteerde Wiles zijn bewijs, na er ze-
ven jaar in afzondering aan te hebben gewerkt. Zijn
wereld stortte in toen er bij het controleren van het
bewijs een ernstige fout werd ontdekt. Gelukkig

kon Wiles, met hulp van zijn student Richard Tay-
lor, het bewijs repareren: in 1994 volgde de triomf
alsnog.

In feite bewees Wiles een algemenere stelling,
het vermoeden van Taniyama en Shimura, over de
modulariteit van semistabiele elliptische krommen.
De laatste stelling van Fermat volgt hier uit. Het be-
wijs gebruikt technieken uit takken van de wiskun-
de die pas in de twintigste eeuw ontwikkeld zijn.
De jury van de Abelprijs noemt Wiles’ bewijs ‘over-
weldigend’ en kent de prijs vooral ook toe omdat
Wiles” werk een nieuw tijdperk in de getaltheorie
heeft geopend. (AvdB)

Foto John Cairns

Boek voldoet aan wiskundige wet

Boeken en andere lange teksten voldoen vrijwel
perfect aan een simpele wet, zo bleek uit een onder-
zoek van Spaanse wiskundigen. De wet zegt dat het
meest voorkomende woord twee keer zo vaak voor-
komt als het op-één-na meest voorkomende woord,
drie keer zo vaak als het derde woord, en zo verder.
De wet, bedacht door de taalkundige George
Kingsley Zipf, was al langer bekend, maar niemand
had hem ooit echt getest. Isabel Moreno-Sanchez,
Francesc Font-Clos en Alvaro Corral besloten om
het eens uit te zoeken, en gingen daarvoor aan de
slag met ruim 30.000 Engelse teksten uit Project
Gutenberg, een database van duizenden teksten.
De analyse liet zien dat zon 40 procent van de
teksten perfect aan de wet voldoet. Als de zeld-
zaamste woorden — die maar één of twee keer per
tekst voorkomen - achterwege worden gelaten,
neemt dat percentage zelfs toe tot 55 procent. Dat

zijn hoge cijfers voor zon simpele wet, omdat veel
dingen uit het ‘echte leven’ niet zo makkelijk zijn
uit te drukken in wiskundige modellen. De mees-
te statistische verdelingen volgen bijvoorbeeld de
Gauss-kromme, en die vereist twee parameters: het
gemiddelde en de standaardafwijking. Zipfs taal-
wet vereist echter maar één parameter, namelijk het
meest voorkomende woord. Om precies te zijn: de
formule voor de woordfrequentie is 1/(na), waarbij
a de frequentie van het meest voorkomende woord
is en n de positie in de ranglijst van voorkomende
woorden. Dus a is hierin de enige ‘vaste waarde’ die
nodig is om de kromme te vormen.

Tot nu toe werd de waarheid van de wet altijd
gestoeld op heuristisch bewijs: een enkel boek hier
en daar dat aan de regel voldeed. Dankzij de nieuwe
analyse is de taalwetenschap ietsje preciezer gewor-
den. (MS)
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Computer verslaat
Go-kampioen

AlphaGo, een computerprogramma van het Goog-
le-bedrijf DeepMind, heeft tot vier maal toe een
kampioen in het bordspel Go verslagen. Daarmee
lijkt definitief duidelijk dat computers ook in dit
moeilijke bordspel beter zijn dan mensen.

Go gold als het laatste spel waarin de computer geen
kans maakte tegen een tegenstander van vlees en bloed.
Het bordspel, dat vooral in landen als Japan, China en
Korea populair is, is namelijk veel ingewikkelder dan
dammen of schaken. Het wordt bijvoorbeeld op een
bord van 19 bjj 19 vakjes gespeeld (tegen 8 x 8 bij scha-
ken) en het aantal zetten is veel groter. Daardoor is het
aantal mogelijke potjes Go veel groter dan het aantal
schaakspellen: 10761 tegen ongeveer 10120,

Bij schaken verloor de mens al in 1997, toen
schaakkampioen Gary Kasparov het aflegde tegen
de schaakcomputer Deep Blue van IBM. Die com-
puter was echter op een specifieke manier gepro-
grammeerd om potjes te winnen: het rekenvermo-
gen van de krachtige pc was simpelweg groter dan
dat van de grootmeester.

Bij Go leggen spelers om de beurt steentjes neer
op kruispunten. Het doel is om zoveel mogelijk van
het bord in te sluiten in jouw kleur steentjes, en on-
dertussen te zorgen dat de tegenstander zo min mo-
gelijk terrein wint. Hoewel de regels van Go simpel

zijn, is het in de praktijk een moeilijk spel. Ver voor-
uitdenken en intuitie zijn belangrijke vaardigheden.
De techniek die vergelijkbaar is met die van Deep-
Blue werkt bij Go niet, omdat het aantal mogelijkhe-
den om steentjes neer te leggen veel te groot is.

In plaats daarvan leert AlphaGo door middel
van ‘machine learning) een nieuwe methode om
programmas dingen te laten doen. Je schrijft niet
een code die de computer opdrachten geeft, maar
een instructie om te leren uit ervaring. Zo lieten de
onderzoekers bij DeepMind een programma dui-
zenden potjes Go bekijken om zo optimale tactie-
ken te ontdekken. De computer bepaalde daarna
een tactiek om het spel te winnen.

Die methode bleek succesvol. AlphaGo won drie
maal op rij van de 33-jarige kampioen Lee Sedol uit
Korea, dankzij een paar ongebruikelijke tactieken
die voor de kenners ongewoon waren. De compu-
ter deed regelmatig dingen die onlogisch en nade-
lig leken, maar vele beurten later hun vruchten af-
wierpen. Mede door die ‘onmenselijke’ manier van
spelen maakte Lee Sedol geen kans. Lee won wél
de vierde partij, nadat hij goed had gekeken hoe de
computer de eerdere potjes speelde. In een wedstrijd
van vijf uur dwong Sedol AlphaGo tot opgeven. De
vijfde (en laatste) partij won AlphaGo weer. (MS)

Turing Award voor cryptografie-pioniers

Veertig jaar geleden vond een keerpunt plaats in
de cryptografie, de wetenschap die zich bezighoudt
met het versleutelen van informatie. De Amerika-
nen Whitfield Diffie en Martin Hellman introdu-
ceerden in een artikel getiteld ‘New Directions in
Cryptography’ de zogeheten ‘cryptografie met pu-
blieke sleutels’ en de digitale handtekeningen. Met
hun cryptosysteem presteerde het duo het schijn-
baar onmogelijke: een techniek om vertrouwelijke
berichten via een open kanaal te verzenden, zonder
dat de boodschap door afluisteraars kan worden
onderschept. Hoe dat precies werkt, staat in het ar-

tikel ‘Computer democratiseerde het geheimschrift’
in Pythagoras 50-5 (april 2011), te vinden in het ar-
chief op www.pyth.eu.

Voor hun pionierwerk krijgen de cryptogra-
fen nu de Turing Award, het equivalent van de No-
belprijs voor informatica. Dat maakte de Associa-
tion for Computing Machinery op 1 maart in San
Francisco bekend. Op 11 juni zullen ze de prijs, die
sinds 1966 jaarlijks wordt uitgereikt, in ontvangst
nemen. Het eraan verbonden prijzengeld is vorig
jaar verviervoudigd en bedraagt nu een miljoen
dollar, door Google gesponsord. (AvdB)
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DE CIRKELMETING
VAN ARCHIMEDES

m door Bert Boon

Archimedes (287-212 v. Chr.) slaagde er als eerste
in een zeer nauwkeurige breukbenadering van
te vinden: 3 % <M< 3% . Hij deed dat door, uit-
gaande van een aan een cirkel in- en omgeschreven
regelmatige zeshoek (zie figuur 1), achtereenvol-
gens de lengte van de zijden van een in- en omge-
schreven regelmatige 12-, 24-, 48- en 96-hoek te
berekenen. Die berekeningen waren gebaseerd op
elementaire stellingen uit de meetkunde en breuk-
benaderingen van wortels.

Archimedes verdubbelde het aantal zijden dus
vier keer. Elke keer hanteerde hij dezelfde methode

om de zijde van de volgende veelhoek te berekenen.

In dit artikel zie je hoe zijn methode gebruikt kan
worden om recursieve formules af te leiden waar-
mee je de lengte van de zijden van een in- en om-
geschreven 2n-hoek kunt berekenen uit die van een
in- en omgeschreven n-hoek.

Archimedes onderbouwde zijn methode met
twee ‘veronderstellingen’ die hij vermeldt in zijn
boek Over de bol en de cilinder:

Veronderstelling 1. Van alle lijnen met dezelf-
de eindpunten, is de rechte lijn het kortst. (Lijn
staat hier voor elke mogelijke verbindingsweg
tussen twee punten.)

Het gevolg van deze veronderstelling is dat de om-
trek van een ingeschreven veelhoek van een cirkel
kleiner is dan de omtrek van die cirkel.

Veronderstelling 2. Als twee lijnen met dezelf-
de eindpunten concaaf zijn in dezelfde richting
en één daarvan ligt geheel tussen de andere en
de rechte lijn met dezelfde eindpunten, dan is de
ingesloten lijn de kortste van de twee.

Hieruit volgt dat de omtrek van een omgeschreven
veelhoek van een cirkel groter is dan de omtrek van
die cirkel, zie figuur 2 (stelling 1 uit Over de bol en
de cilinder). Immers, volgens veronderstelling 2 is
PA + AQ > boog PQ, enzovoort...

OMGESCHREVEN 2N-HOEK Van een cirkel
met straal 1 is AB een middellijn. CE is een zijde
van een omgeschreven regelmatige n-hoek, die de
cirkel raakt in A. Archimedes construeert een zijde
van de omgeschreven regelmatige 2n-hoek door de
bissectrices van de hoeken COA en EOA te trekken
(zie figuur 3).

Noteren we met Z, de lengte van een zijde van
de omgeschreven regelmatige n-hoek, dan geldt
dus:

_1 _1 _1 _1
AC_ECE_EZI’Z en AD—EFD— 2Z2n.

A
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Om Z,,, uit te drukken in Z,, gebruikt Archime-
des de bissectricestelling, die als stelling 3 in boek VI
van de Elementen van Euclides staat.

Bissectricestelling. In een driehoek verdeelt een
bissectrice van een hoek de overstaande zijde in
stukken die zich verhouden als de aanliggende
zijden.

Het bewijs van deze stelling staat in het kader hier-
onder. In driehoek OAC (zie figuur 4) geldt dus:

¢p_oc
AD OA’

Maar dan geldt natuurlijk ook

BEWIJS VAN DE BISSECTRICESTELLING
De lijn door Q evenwijdig met PR snijdt de bis-
sectrice van ZP in T. De driehoeken PRS en
TQS zijn gelijkvormig (hh), dus RS: QS =PR:
TQ.Ergeldt: £T = 4Py = £LP,,dus TQ = PQ en
RS:QS=PR: PQ.

C
D
A @)
CD ocC
—+1l=—+1,
AD OA
ofwel

CD+AD _OC+OA

THN

AD OA
Dus
AC _OC+0A
AD oA
ofwel
1z
,n  OC +1
1
9 Zyn 1
19
Het omkeren van de breuken en vereenvoudigen
geeft:
1
Z5, = "Z, .
#oc+r "

Met de stelling van Pythagoras vind je OC:

1 1
OC?=0A2+AC? =1+ (5 Z,)? =1+ 5 Z,2.

Dus
Z
ZZn_ L 2)
1+,[1+izn
of ook
27
Zz = n

Begin je met een regelmatige omgeschreven zes-
hoek (ZAOC = 30°), dan is Zg = 2AC = 2/\3 =
1,1547. Met een rekenmachine vind je dan de waar-
den in de volgende tabel:
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n e omtrek (n - Z,)
6 1,1547  6,9282

12 0,5359  6,4308

24 0,2633  6,3193

48 0,1311  6,2922

96 0,0655  6,2854

INGESCHREVEN 2N-HOEK Een zijde van de
ingeschreven regelmatige 2n-hoek uitdrukken in
die van de ingeschreven regelmatige n-hoek is wat
gecompliceerder. Daarbij heb je de stelling van Tha-
les (ca. 624-545 v. Chr.) nodig:

Stelling van Thales. Ligt een punt C op de cirkel
met middellijn AB, dan is Z ACB een rechte hoek.

Figuur 5 laat het bewijs van deze stelling zien. Je
ziet daar de helft van een cirkel met middellijn AB.
Punt O is het midden van AB. Lijnstuk OC verdeelt
driehoek ABC in twee gelijkbenige driehoeken.
Daaruit volgt: £ZC=£A + £B =90°.

Dezelfde figuur kun je gebruiken om te laten
zien dat ZBOC = 2/ BAC. Noem je ZOAC = a, dan
is ook LOCA = a. Verder is ZAOC = 180° - 2a, dus
£BOC =2a.

Nu verder met de berekening van een zijde van
de regelmatige ingeschreven 2n-hoek. In de cirkel
met straal 1 en middellijn AB is BC een zijde van de
ingeschreven regelmatige n-hoek. Archimedes con-
strueert een zijde van de ingeschreven regelmatige
2n-hoek door de bissectrice AD van £ CAB te trek-
ken (zie figuur 6). Uit het voorgaande is duidelijk
dat ZBOD =2/BAD en £BOC = 2/BAC en omdat
/BAC=2/BAD,is dus ook ZBOC =2/BOD.

Is z,, de lengte van een zijde van de ingeschreven
regelmatige n-hoek, dan geldt dus BC =z, en
BD = z,,,. Bissectrice AD snijdt lijnstuk BC in H
(zie figuur 7). Omdat de hoeken C en D recht zijn
(Thales) en de twee hoeken bij A even groot, zijn
de driehoeken ADB en ACH gelijkvormig (hh). Er
geldt:

AD _AC
BD CH’

(1)

Volgens de bissectricestelling in driehoek ABC
geldt:

AB_BH
AC CH

en dan natuurlijk ook

waaruit volgt dat

AB+AC :BH +CH _ BC
AC CH CH’

Hieruit volgt dat
AC _AB+AC
CH BC
Combineer je dit resultaat met (1), dan vind je:

AD _AB+AC
BD  BC

Anders geschreven:

AD _2+AC

Z2n Zn

. (2)

Om de verhouding met de middellijn AB te vinden,
gebruik je de stelling van Pythagoras:

AB®> _AD*+z3, AD? .

2 2 : (3)

2
Z2n Z2n Z2n

Substitutie van (2) in deze vergelijking geeft:

2 2
AI; :(2+/;C) +1
Z2n Zy

Omdat AB = 2 en in driehoek ABC geldt dat
AC=\4-z#,vind je
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4+4J4—zf +4—zf+27

23
8+444-2z7
23
ofwel
2
2 Zy

Zon =T -
24V 4-z2

Begin je met een regelmatige ingeschreven zeshoek,
dan is z5 = 1. Met de rekenmachine vind je dan de
volgende tabel:

n z, omtrek (- z,,)
6 1 6
12 05176 62117
24 0.2611  6,2653
48 0,1308  6,2787
96 0,0654  6,2821
no zy () Zp (+)
6 1 1
12 0517638 1560/30132 ~0,517628
24 0261052  480/18387; ~ 0,261037
48 0130806  132/10091 ~0,130801
9 0065438  132/2017% =0,065436

BREUKBENADERINGEN Zoals eerder gezegd,
benaderde Archimedes de wortels die hij vond met
breuken. In de tabel onderaan de pagina zie je zijn
breukbenaderingen (++) naast de waarden uit de ta-
bellen in dit artikel (+). Het geeft eens te meer aan
over welke vaardigheden Archimedes beschikte.

Volgens Archimedes geldt voor de verhouding
omtrek : middellijn (wat wij nu  noemen):

132

96 ]
20172

12<m <96

306
T
4673

2.

Dit komt neer op

6336
<m <

14688

1
2017Z

of ook

1
2841

3+ T
2017Z

Zoals (}'e kunt controleren, is de e
dan % en de tweede kleiner dan

LITERATUUR Voor dit artikel is gebruikgemaakt
van de vertaling van en het commentaar op de tekst
van Archimedes van T.L. Heath in The works of Ar-

<M <3+

1
46735

1
6675

T
46735

1
=

chimedes (Dover Publications, 2002). m

Z, (%)

1,154701
0,535898
0,263305
0,131087
0,065473

Zy (%)

306/265 ~ 1,154717
306/571 = 0,535902
306/1162 = 0,263311
306/2334 = 0,131091
306/4673 1 = 0,065476
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In onze serie over kwadraten hebben we het in september vorig jaar gehad over getal-
len die geschreven kunnen worden als een som van twee kwadraten. In november bewe-
zen we dat élk natuurlijk getal kan worden geschreven als een som van vier kwadraten.
In deze aflevering gaan we verder met dit thema, en bekijken we ook getallen die ge-
schreven kunnen worden als een som van drie kwadraten.

m door Jan Turk en Matthijs Coster

KWADRATISCHE

VORMEN

In het septembernummer hebben we geanalyseerd
wanneer een natuurlijk getal te schrijven is als

som van twee kwadraten. De eerste twintig getal-
len waarvoor dit geldt zijn 0, 1, 2, 4, 5, 8, 9, 10, 13,
16, 17, 18, 20, 25, 26, 29, 32, 34, 36 en 37. Relatief
treedt deze situatie niet vaak op: een natuurlijk ge-
tal m is alleen dan als som van twee kwadraten te
schrijven als alle priemfactoren van m van de vorm
4n + 3 voorkomen met even macht.

In het novembernummer hebben we ons gebo-
gen over de vraag welke getallen je als som van vier
kwadraten kunt schrijven. Wat bleek? Dat lukt met
élk natuurlijk getal, vaak zelfs op meerdere manie-
ren.

Het tussenliggende geval - het schrijven van een
getal als som van drie kwadraten —~werd aan het
eind van de achttiende eeuw door Legendre volle-
dig uitgezocht.

Het onderwerp is overigens nog steeds in ont-
wikkeling. In de eenentwintigste eeuw zijn er weer
spannende resultaten geboekt: zoek maar op inter-
net naar de onderwerpen 15-stelling en 290-stelling
(Engels: 15 theorem en 290 theorem).

GIRARD, EULER, LEGENDRE EN LAGRAN-
GE Zoals we al opmerkten, kun je elk natuurlijk
getal schrijven als som van vier kwadraten. Laten
we eens naar een algemenere variant kijken. We
vragen ons af welke natuurlijke getallen te schrijven
zijn als ax? + byz + ¢z + dw?. Hier zijn zowel a, b, ¢
en d als x, y, z en w niet-negatieve gehele getallen.
Om een idee te krijgen, geven we een voorbeeld:
door middel van x% + y? + 22 + 8w? (dusa=b=c=1
en d = 8) kunnen de getallen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10,

11, 12, 13, 14, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 24, 25, 26,
27,28, 29, 30, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 40, ... wor-
den gerepresenteerd. Hoe het precies zit, zal straks
duidelijk worden.

Een uitdrukking als x2 + y% + z2 + 8w? wordt
een kwadratische vorm genoemd. Zo'n kwadrati-
sche vorm kan ook nog termen met xy, xz, xw, yz,
yw en zw bevatten, maar dergelijke vormen bekij-
ken we niet in dit artikel. Voor sommige kwadrati-
sche vormen bestaan mooie stellingen, zoals:

Stelling 1 (Representatie door twee kwadra-
ten, Albert Girard, 1634, en Leonhard Euler,
1755). Als n wordt gerepresenteerd door

x2 + yz, dan is n van de vorm

I k; 2m;
n=2"11p/ 114, "

Hierin zijn p; de priemgetallen die een viervoud
plus 1 zijn en g; de priemgetallen die een vier-
voud plus 3 zijn.

In het septembernummer beschreef Paul Levrie
precies waarom dit zo is en hoe je deze twee kwa-
draten vindt. Als het kan, kan het soms ook op
meerdere manieren. Onder de eerste honderd na-
tuurlijke getallen die worden gerepresenteerd door
x2 + y? bevinden zich 1, 2, 4, 5, 8, 9, 10, 13, 16, 17,
18, 20, 25, 26, 29, 32, 34, 36, 37, 40, 41, 45, 49, 50,
52, 53, 58, 61, 64, 65, 68, 72, 73, 74, 80, 81, 82, 85,
89, 90, 97, 98, 100. Dat zijn 43 van de 100 getallen.
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Stelling 2 (Representatie door drie kwadraten,
Adrien-Marie Legendre, 1797-1798). De waar-
den van » die niet worden gerepresenteerd door
x2 + y2 + 22 zijn van de vorm n = 4k . (8m + 7).

De getallen kleiner dan 100 die niet worden gere-
presenteerd door x? + y% + z2, zijn 7, 15, 23, 28, 31,
39, 47, 55, 60, 63,71, 79, 87,92 en 95. Dat zijn er
15; de andere 85 kunnen dus wel worden gerepre-
senteerd.

Stelling 3 (Representatie door vier kwadraten,
Joseph-Louis Lagrange, 1770). Elk natuurlijk
getal n kan worden gerepresenteerd door

x2+ 92+ 22+ wh

Dit resultaat kan je teruglezen in het artikel van Jan
Guichelaar in het novembernummer.

DICHTHEID VAN EEN VERZAMELING We
doen een gedachtenexperiment. Stel, je hebt een
grabbelton met oneindig veel ballen, genummerd 1,
2, 3, 4 en zo verder. Elk natuurlijk getal komt pre-
cies één keer voor in de grabbelton. Als je nu wil-
lekeurig een bal trekt, wat is dan de kans dat je een
getal trekt dat kan worden gerepresenteerd als som
van twee kwadraten? Of als som van drie kwadra-
ten? Of vier? Dit laatste geval is duidelijk: op grond
van stelling 3 is die kans gelijk aan 1. Maar voor
twee of drie kwadraten is het niet zo simpel.

Nog een voorbeeld: wat is de kans dat het ge-
trokken getal oneven is? Als er niet oneindig veel
ballen in de bak zitten, maar slechts negen, ge-
nummerd 1 tot en met 9, dan gaat het om de vraag
hoe groot is de kans dat we een getal kiezen uit de
verzameling {1, 3, 5, 7, 9}. Die kans is 2 Bevat de
grabbelton de eerste honderd getallen, dan is de
kans %, en ga je tot en met 101, dan is de kans %.

Laatste voorbeeld: wat is de kans dat het getrok-
ken getal een kwadraat is? Als we ons beperken
tot de getallen 1 tot en met n2, dan gaat het om de
vraag hoe groot de kans is dat we een van de getal-
len1,4,9, ..., n?kiezen. Deze kans is gelijk aan1/n.

Kiezen we een getal uit de verzameling {1, 2, 3, ...,
m - 1, m}, dan is de kans op een kwadraat ongeveer
gelijk aan 1/Vm. Naarmate m groeit, wordt de kans
dat het getrokken getal een kwadraat is kleiner.

Om wiskundig te formuleren wat we zojuist
hebben gedaan, gebruiken we het begrip dichtheid
van een verzameling. We noemen de verzameling
van positieve gehele getallen met een bepaalde ei-
genschap V. In het laatste voorbeeld is V dus de
verzameling van alle kwadraten. We schrijven A,
voor de verzameling van de eerste n positieve gehe-
le getallen, dus A,, = {1, 2, 3, ..., n}. We bepalen

VA4, |
| Ay |

voor steeds grotere waarden van n, waarbij |-| het
aantal elementen van een verzameling inhoudt. Als
deze limiet bestaat, noemen we dit de dichtheid van
de verzameling V. De dichtheid van V is dus gede-
finieerd als

lim L 4a |
| A, |

N> o0

In ons voorbeeld met de oneven getallen is deze li-
miet gelijk aan 1 en in het voorbeeld met de kwa-
draten is deze limiet 0. Deze limietwaarde is nu de
kans dat de getrokken bal (uit de grabbelton die édlle
natuurlijke getallen bevat) uit de verzameling V
komt. Het is misschien even wennen dat die kans
nul kan zijn, zelfs als V oneindig veel elementen
bevat, zoals in het voorbeeld met de kwadraten.
Om met het begrip dichtheid te oefenen, kun je
proberen zelf te berekenen hoe groot de kans is dat
een willekeurig gekozen natuurlijk getal
o deelbaar door 3 is,
« deelbaar door 3 en door 5 is,
« geen 4 heeft in zijn decimale representatie.

SOM VAN TWEE KWADRATEN Wat zou de
kans zijn dat een willekeurig gekozen natuurlijk ge-
tal te schrijven is als som van twee kwadraten? Die
kans blijkt 0 te zijn; er geldt namelijk de volgende
stelling.
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Stelling 4. De verzameling V, van getallen die
kunnen worden geschreven als som van twee

kwadraten heeft dichtheid 0.

Helaas kunnen we deze stelling hier niet bewijzen,
maar we kunnen wel proberen aannemelijk te ma-
ken dat de stelling waar is. Als we kijken naar de
eerste honderd getallen, dan is de dichtheid van
getallen die als som van twee kwadraten kunnen
worden geschreven nog 0,43. Voor de eerste 1.000
getallen is de dichtheid 0,33, en bij 1.000.000 is

de dichtheid afgenomen tot 0,216. We zien dat de
dichtheid langzaam omlaag gaat. Maar dat de li-
mietwaarde 0 is (en niet bijvoorbeeld 0,1), is daar-
mee nog niet duidelijk.

Volgens stelling 1 geldt dat een getal dat als som
van twee kwadraten kan worden geschreven geen
‘losse’ factor 3 bevat. Factoren 3 komen dus altijd
voor in paren. Als we de getallen 1 tot en met 9 be-
kijken, dan bevatten 3 en 6 een ‘losse’ factor 3. De
andere getallen bevatten hetzij géén factor 3 (1, 2, 4,
5,7 en 8) 6f twee factoren 3. Per negen getallen zul-
len dus zeker twee getallen niet te schrijven zijn als
som van twee kwadraten. Maar daarnaast kunnen
ook 27 = 33 en 54 = 2 - 33 niet worden geschreven
als som van twee kwadraten. Zo doorredenerend
vinden we uiteindelijk dat de dichtheid van getallen
met een even aantal factoren 3 gelijk is aan

Eenzelfde redenering geldt voor de priemgetallen 7,
11, 19, 23, ... Voor 7 vinden we dat % deel van de
getallen een even aantal factoren 7 bevat. Voor elke
volgende priem is dat %

Omdat bij getallen die te schrijven zijn als som
van twee kwadraten elk priemgetal van de vorm
4k + 3 moet voorkomen in paren, moet aan elke
bovenstaande voorwaarde tegelijk worden voldaan.
Dat betekent dat de dichtheid van de verzameling
V, kleiner is dan of gelijk aan het product

m -
p=3mod4 p+l

van deze dichtheden. Dit is een lastige uitdruk-

king, maar er valt na te gaan dat dit product heel
langzaam naar 0 convergeert. Concluderend: de
kans dat een willekeurig gekozen natuurlijk getal te
schrijven is als som van twee kwadraten, is 0.

SOM VAN DRIE KWADRATEN De kans dat een
willekeurig gekozen natuurlijk getal te schrijven is
als som van drie kwadraten, is verrassend genoeg
eenvoudiger te bepalen. Er geldt:

Stelling 5. De verzameling V3 van getallen die
kunnen worden geschreven als som van drie
kwadraten heeft dichtheid %.

Om deze stelling te bewijzen, bekijken we de ge-
tallen die niet als som van drie kwadraten kunnen
worden geschreven. Om te beginnen zijn dat 7, 15,
23,31, ..., ofwel de 8-vouden + 7. Per acht getallen
is dat één getal. De dichtheid van de verzameling
die uit deze getallen bestaat, is 1. Vervolgens heb-
ben we de getallen 28, 60, 92, ..., ofwel de 32-vou-
den + 28. De dichtheid van de verzameling die uit
deze getallen bestaat, is gelijk aan % Daarna
volgen 112, 240, 368, ..., met dichtheid 7.

Uiteindelijk is de dichtheid van de verzameling
getallen die niet als som van drie kwadraten kun-
nen worden geschreven, gelijk aan

1 1 1 1( 1 1 )14 1
—t—t—F ===t —+ [==—=—.
8 32 128 8 4 16 83 6

Met andere woorden: de verzameling V3 heeft
dichtheid 1-1=2.
6 6

TWINTIGSTE-EEUWSE RESULTATEN Louis
Mordell bepaaalde in 1930 van een lange lijst van
kwadratische vormen met drie termen welke getal-
len er door gerepresenteerd konden worden. Voor
bijvoorbeeld de kwadratische vorm 2x2 + 3y2 + 322
geldt: alle natuurlijke getallen kunnen hierdoor
worden gerepresenteerd, behalve getallen van de
vorm 9k . (3m + 1). De dichtheid van de verzame-
ling die uit deze getallen bestaat, is %.

John Conway en William Schneeberger for-
muleerden in 1993 de volgende verrassende stel-
ling over kwadratische vormen van vier termen. De
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stelling maakt het bijzonder gemakkelijk om te ont-
dekken of de uitdrukking alle natuurlijke getallen
representeert.

Stelling 6 (15-stelling, Conway-Schneeberger,
1993, en Bhargava-Hanke, 2000). Om na te
gaan of een kwadratische vorm ax? + by? + cz?
+ dw? alle natuurlijke getallen kan represente-
ren, volstaat het om alleen te controleren of 1, 2,
3,5, 6,7, 10, 14 en 15 kunnen worden gerepre-
senteerd.

Deze stelling maakt het wel zeer eenvoudig om uit
te vinden of een kwadratische vorm alle getallen
representeert. Het bewijs van Conway en Schnee-
berger is echter zo ingewikkeld dat zij het niet op
papier hebben gezet. Voor Manjul Bhargava en Jo-
nathan Hanke een reden om zich op deze materie
te storten. Met succes: in 2000 gaven zij een (rela-
tief) eenvoudig bewijs.

Representeert x2 + y% + z2 + 2w? alle natuurlijke
getallen? We gaan het na met de 15-stelling. Het ge-
tal 1 is te schrijven als 12 + 02 + 02 + 2 - 02. En 15 is
te schrijven als 02 + 22 + 3% + 2 - 12. Ga zelf na dat
het ook lukt met de tussenliggende getallen 2, 3, 5,
6, 7, 10 en 14. Conclusie: de kwadratische vorm
x2 + y2 + 72 + 2w representeert alle natuurlijke
getallen.

Gaat het ook wel eens mis? Als je even door-
rekent, blijkt x2 + y + z2 + 8w? = 7 onoplosbaar.
De enige kwadratische vorm ax? + by? + ¢z + dw?
die 1,2, 3,5, 6,7, 10 en 14 wél representeert, maar
15 niét, is x* + 2% + 5z% + 5w?. Het blijkt dat deze
kwadratische vorm alleen 15 niet representeert,
maar wel alle natuurlijke getallen groter dan 15.

LITERATUUR Voor dit artikel is onder meer ge-
bruikgemaakt van de artikelenbundel Quadratic
Forms and Their Applications (1999), met onder on-
dere de artikelen ‘Universal quadratic forms and
the fifteen theorem’ van John Conway en ‘On the
Conway-Schneeberger fifteen theorem’ van Manjul
Bhargava. De bundel is hier te vinden:
www.maths.ed.ac.uk/~aar/books/dublin.pdf. m

In Memoriam Jan Turk (1951-2015)

Jan Turk, een van de auteurs van dit artikel,
is vorig jaar 26 maart plotseling aan een her-
senbloeding overleden. Hij was de voorzitter
van het Management Team van Pythagoras
en heeft ervoor gezorgd dat het blad weer
een stevige en financieel gezonde structuur
heeft.

Jan is van grote betekenis geweest voor
dit blad. Ik werkte vrijwel dagelijks met hem
samen. Het was fijn dat hij naast zijn realis-
tische houding zo'n idealisme bezat met een
grote liefde voor wiskunde. Als specialist in
de getaltheorie schreef hij in zijn promotie-
tijd een artikel samen met de beroemde
Hongaar Paul Erdés. Later werd hij ICT-
specialist.

Enige weken voor zijn dood stuurde Jan
ons dit artikel. Matthijs Coster maakte het
daarna gereed voor publicatie.

We missen Jan zeer.

Derk Pik,
hoofdredacteur
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In november en januari heb je kunnen lezen over de ‘periode van een decimaal getal’. In
dit artikel bekijken we wat er gebeurt als we ‘periodieke breuken’ met elkaar vermenig-
vuldigen. Breuken (uitgeschreven als decimaal getal) waarvan de periode erg groot is, bij-
voorbeeld duizend of zelfs een miljoen, blijken verrassend simpel te construeren, uit kleine

priemgetallen.
m door Arnout Jaspers

MEGAPERIODIEKE
BREUKEN MAKEN

Als je de breuk % schrijft als decimaal getal, krijg
je 0,142857. De streep boven het groepje van zes
cijfers betekent dat dit groepje eindeloos herhaald
wordt. We zeggen: de periode van % is gelijk aan 6.
In het artikel ‘De periode van een decimaal ge-

tal’ in het januarinummer stelden we zonder bewijs:

Kies twee priemgetallen a en b. Als hun omge-
keerden 1 L en 1 decimaal uitgeschreven, per1o-
dep,en Pb hebben, dan heeft het product —- pe-
riode kgv(p,, pp)- Hierbij staat kgv voor klelnste
gemene veelvoud.

Met behulp van de 9-getallen uit het vorige ar-
tikel is het bewijs simpel. We geven het aan de
hand van een Voorbeeld, namelijka=7en b =17.
We zeiden al dat 1 periode 6 heeft. Verder heeft
= —O 05882352941 17647 periode 16. Dus de
breuk = 17 1}9 zou, decimaal uitgeschreven, peri-
ode kgv(6, 16) = 48 moeten hebben.

Eerder bewezen we, dat elke periodieke breuk te
schrijven is als een breuk met een 9-getal als noe-
mer:

142.857
0,142857 = 999999

€n

(0)588.235.294.117.647
9.999.999.999.999.999

0,0588235294117647 =

Je ziet: het aantal negens in de noemer is gelijk aan
de periode van het decimale getal.
Uiteraard moet gelden:

1 _ 142857

7 7 999.999

€n

1 _ _588.235.294.117.647
17 9.999.999.999.999.999

en dat klopt, want 7 x 142857 = 999.999 en
17 x 588.235.294.117.647 = 9.999.999.999.999.999.
In feite bepaalt dit de periode van een breuk
(uitgeschreven als decimaal getal): 999.999 is het
kleinste 9-getal met een factor 7, en het kleinste
9-getal met een factor 17 is 9.999.999.999.999.999.
De schrijfwijze van een periodieke breuk als ge-
wone breuk met een 9-getal in de noemer legt nu
de volgende eis op:

(*) Voor ﬁ (het product van 7 en —) hebben
we een 9-getal in de noemer nodig met zowel

een factor 7 als een factor 17, opdat we kunnen
schrljven 1 1 een of ander geheel getal

119 717 9-getal met factor 7 en factor 17 °

Nu gebruiken we twee eigenschappen van 9-getal-

len die we ook al eerder bewezen:

o een 9-getal van P - 1 cijfers heeft minstens één
factor P (mits P niet 2 of 5 is);

« als het 9-getal met N cijfers het kleinste 9-getal is
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dat P als factor heeft, dan hebben enkel de 9-ge-
tallen met N, 2N, 3N, ... cijfers één of meer fac-
toren P.

Toegepast op het voorbeeld betekent dit, dat we
van tevoren al wisten dat 999.999 een factor 7 moet
bevatten, en 9.999.999.999.999.999 een factor 17.
Hoe maken we hieruit een 9-getal dat zowel een
factor 7 als een factor 17 bevat? Simpel: wegens de
tweede eigenschap bevatten alle 9-getallen met 6,
12, 18, ... cijfers een factor 7, en alle 9-getallen met
16, 32, ... cijfers bevatten een factor 17. Het klein-
ste 9-getal dat in beide rijtjes voorkomt, is het 9-ge-
tal met aantal cijfers kgv(6, 16) = 48. Volgens de
tweede eigenschap zijn deze twee rijtjes ook de eni-
ge 9-getallen met factoren respectievelijk 7 en 17,
dus is het 9-getal met 48 cijfers ook echt de kleinste
mogelijkheid.

Dit betekent dat de breuk 1—}9 te schrijven is als

een of ander geheel getal van 48 cijfers

9-getal met 48 cijfers

Decimaal uitgeschreven is dit een breuk met peri-
ode 48, namelijk

1
119

Alsa=1b
kan deze regel niet kloppen, immers, kgv(a, a) = a.
We keren terug naar de eis, geformuleerd bij (x),
maar vertaald naar het geval a = b, met a = 7 als
voorbeeld:

(*) Voor 7—17 hebben we een 9-getal in de noe-

mer nodig met twee factoren 7, opdat we kun-
nen schrijven' 1 _ 1 _ eenofander geheel getal
49~ 7.7 ~ 9-getal met twee factoren 7 °

We weten al dat % periode 6 heeft, dus de 9-getal-
len met 6, 12, 18, ... cijfers hebben allemaal een fac-
tor 7. Maar wanneer komt daar een tweede factor 7
bij? Algemeen: als het kleinste 9-getal met een fac-
tor P een lengte van N cijfers heeft (10N - 1), wat is
dan het kleinste 9-getal met een factor P2?

Omdat 10N - 1 een factor P heeft, is het een of
ander veelvoud V van P, dus kunnen we schrijven:

=0,008403361344537815126050420168067226890756302521.

10N-1=vpP,
dus
10N =VP +1,
dus
10PN = (10M)P = (vP + 1)P.

Schrijf dit vervolgens uit met behulp van het bino-
mium van Newton, (a + b)M:

(vP+1)P=(vPpP+pP.(VPP-14+ .+
P(P-1)-(VP)2+P-(VP) + 1.

We hebben nu:

10PN_1=(vPP+P.(VPP-14+  +
P(P-1)-(VP)2+P-(VP).

Alle termen aan de rechterkant bevatten een factor
P2, dus is 10PN - 1 een 9-getal met PN cijfers, dat
deelbaar is door P?; precies waar we naar zochten.

Maar is 10PN — 1 het kleinste 9-getal met factor
P22 Stel dat er een kleiner 9-getal is dat al factor P2
heeft. Dit 9-getal heeft dan de vorm 104N - 1 (want
alleen deze 9-getallen hebben één of meer factoren
P) met A < P. Op dezelfde manier als in het vorige
artikel gebeurde voor priemfactor P, kun je bewij-
zen dat dan uitsluitend de 9-getallen 104N - 1,
102AN _ 1, 103AN _ 1, ... één of meer factoren P?
hebben. In het algemeen: enkel de 9-getallen
104N _ 1, met Q =1, 2, 3, ... bevatten factor P2.
Maar we hebben net bewezen, dat in ieder geval
10PN _ 1 een factor P? heeft, dus die moet in die rij
9-getallen voorkomen. Kan dat?

Dat kan alleen als PN = QAN, dus als P = QA.
Maar hier staat dat P het product van twee gehe-
le getallen is, terwijl P een priemgetal is. Dit kan
niet, dus is er geen kleiner 9-getal met factor P2 dan
10PN - 1.

Terugkerend naar het voorbeeld met %z deze
breuk heeft periode 6, dus de noemer is het 9-ge-
tal met zes cijfers, 10° — 1. We willen er een factor
7 bij, dus P is 7, dus het eerste 9-getal met twee faic-

toren 7is 10°°7 — 1 = 1042 - 1. De periode van 7
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zal dus 42 zijn. En inderdaad:

%9 =0,020408163265306122448979591836734693877551.

Voor kleine priemgetallen a
is de periode Van l vaak geth aan het maximum,

- 1. Zo heeft 1 perlode 6en 7~ perlode 16. Het
hoeft echter nlet —3 heeft perlode 6. Voor een groot
priemgetal G kun je niet voorspellen of zijn omge-
keerde 1/G de maximale periodelengte G - 1 haalt,
maar het wordt steeds onwaarschijnlijker naarmate
G groter wordt.

Immers, dit gebeurt alleen als G pas in het
(G - 1)-de 9-getal voor het eerst als priemfactor
optreedt. Bekijk als voorbeeld een G van ongeveer
een miljoen. Dan heeft priemfactor G ongeveer
een miljoen keer de kans gehad om eerder in de rij
9-getallen zijn debuut te maken. En hoe groter de
9-getallen worden, hoe groter die kans, omdat het
aantal priemfactoren, gemiddeld, toeneemt naar-
mate het 9-getal groter is.

Dus als je een breuk wilt maken met vrij kleine
getallen in de noemer, maar met een zo lang moge-
lijke periode, moet je een klein priemgetal P kiezen
met de langst mogelijke periode P - 1. De breuk
1/(P¥) heeft dan periode (P -1) - pk-1,

Al het bovenstaande geldt ook voor breuken
1/(a-b-c-..) met meer dan twee verschillende
priemfactoren. Dan moet je het kleinste 9-getal
vinden dat factoren g, b, c, ... bevat, en dat heeft
kgv(p, pp> Po> ---) cijfers.

Zo kunnen periodes snel oplopen. Bijvoor-
beeld m 23.1171 is een breuk met periode
kgv(16, 28, 46) = 2.576.

Je kunt dit zelf controleren door de breuk uit te
rekenen met een online rekenmachine voor grote
getallen, bijvoorbeeld: https://defuse.ca/big-num-
ber-calculator.htm.

Deze - en veel andere rekenmachines — geeft
geen cijfers achter de komma, dus zelfs een breuk
als 1 - geeft antwoord 0. Maar daar kun je simpel on-
derult voor de breuk m voer je in:

10/10000/(17%29%47)

en je ziet als antwoord:

431 573 950 196 366 ...

Je kunt controleren dat de eerste 2.576 cijfers echt
de periode zijn, door met ‘control F> (Windows) of
‘emd F’ (Mac) op de pagina te zoeken naar de be-
gincijfers, dus naar ‘431 573 950’ (vergeet de spa-
ties niet). Je vindt dit blokje dan opnieuw na 2.576,
5.152 en 7.728 cijfers, maar nergens anders.

Tot slot bekijken we een nog
algemener geval: neem twee willekeurige periodie-
ke breuken, zoals 0,523 en 0,3054478, en verme-
nigvuldig die. Wat is de periodelengte van hun pro-
duct? We schrijven weer

523 3.054.478

0,523-0,3054478 = 7503000 590

en we gaan op zoek naar een 9-getal zodanig dat

523 3.054.478 _ een of ander geheel getal

999 9.999.999

een of ander 9-getal ()
Let wel: het product van twee 9-getallen is nooit
zelf een 9-getal (ga maar na: 1oN-1)@aoM-1)=
10N+M _ 10N _ 10M + 1, en dit is niet te schrijven
als 108 — 1 voor enige R). Anders hadden we sim-
pelweg 999 x 9.999.999 kunnen uitrekenen, dat
9-getal in de noemer zetten, 523 x 3.054.478 in de
teller, en klaar is Kees.

Om het 9-getal te vinden dat in de noemer moet
komen, ontbinden we beide 9-getallen links van het
=-teken in factoren:

999 = 33 .37 en 9.999.999 = 32. 239 . 4649.

Om het product als een breuk met een 9-getal als
noemer te kunnen schrijven, hebben we een 9-ge-
tal nodig met de factoren 3°, 37, 239 en 4.649. In
de lijst met ontbindingen van 9-getallen (zie pagi-
na 25-26 in het januarinummer) zien we dat 239 en
4.649 voorkomen in de 9-getallen met 7 en 14 cij-
fers, dus ook in die met 21, 28, ... cijfers. 37 komt
voor in de 9-getallen met 3, 6, 9, ... cijfers. Omdat
kgv(3, 7) = 21, komen 239, 4.649 én 37 voor in de
9-getallen met 21, 42, 63, ... cijfers.

Met de factor 3 moeten we net iets anders rede-
neren, omdat die in beide noemers optreedt, ver-
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gelijkbaar met wat er gebeurt als je twee identieke
stambreuken vermenigvuldigt. We zagen daar, dat
als een 9-getal met N cijfers een factor P heeft, het
9-getal met NP cijfers een factor P? heeft. Daaruit
volgt meteen, dat het 9-getal met NP? cijfers een
factor P3 heeft, enzovoort.

Alle 9-getallen zijn deelbaar door 9, dus hebben
een factor 32. Dan hebben de 9-getallen met 3, 6,
9, ... cijfers een factor 33, de 9-getallen met 9, 18,
27, ... cijfers hebben een factor 34 en de 9-getallen
met 27, 54, 81, ... cijfers hebben een factor 3%, Het
kleinste 9-getal dat alle benodigde factoren, 3°, 37,
239 en 4.649 bevat, heeft dus kgv(3, 7, 27) = 189
cijfers.

Bekijk nu weer uitdrukking (++). De noemer,
het 9-getal met 189 cijfers, bevat de factoren 3°, 37,
239, 4.649 en nog een stel andere die we symbolisch
aanduiden met [overige]. De teller is het getal
523 -3.054.478 - [overige]. Dus

523 3.054.478 _ 523-3.054.478-[overige]
999 9.999.999  3%.37.239.4.649-[overige]

[overige] bevat dus het minimum aan factoren dat
nodig is om een getal met factoren 3°,37,239 en
4.649 aan te vullen tot een 9-getal. Conclusie: het
product van een decimale breuk met periode 3 en
een decimale breuk met periode 7 heeft hoogstens
periode 189.

Let op: we schrijven ‘hoogstens, omdat je bij een
willekeurige breuk met 999 in de noemer niet kan
uitsluiten dat die nog te vereenvoudigen is tot een
kleinere breuk, en idem voor een breuk met 9.999.999

in de noemer. Bijvoorbeeld: elk 9-getal is deelbaar
door 9 (dus ook door 3) , dus als je de teller door 9
(of 3) kunt delen, is zon breuk te vereenvoudigen.
Alle 9-getallen met een even aantal cijfers zijn deel-
baar door 11, dus als je de teller door 11 kunt delen,
vereenvoudigt dit de breuk ook. In dat geval hoeft
het 9-getal in de noemer van het product van de
twee periodieke breuken minder factoren te bevat-
ten, en voldoet mogelijk al een kleiner 9-getal daar-
aan. Als je voor beide tellers priemgetallen kiest,
sluit je dat uit en bereikt de periode het maximum.

Zo kun je stuk voor stuk de maximale periode
bepalen van producten van periodieke breuken met
lengte 2, 3, 4, ... Dit is in de tabel onderaan de pagi-
na samengevat. Uit deze tabel blijkt, dat het product
van twee periodieke breuken met gelijke periode
veel langere periodes oplevert dan een product van
twee periodieke breuken met ongelijke periodes.

Dat betekent bijvoorbeeld, dat als je twee priem-
getallen van slechts drie cijfers kiest, zeg 359 en
617, het product 0,359-0,617 periode 2.997 heeft.
Voor twee periodieke breuken met periode 5 kom
je al uit op een maximale periode van 499.995, bij-
na een half miljoen! Priemgetallen van 5 cijfers zijn
er zat, er staan lijstjes van op internet. De eerder
genoemde online rekenmachine kan getallen tot
een half miljoen cijfers aan, dus breuken met zulke
enorme periodes kun je zelf maken.

Tot slot: de tabel suggereert dat de maximale
lengte voor twee breuken met periode N gelijk is
aan N(10N - 1). Of dit waar is voor alle N, laten we
als open probleem aan de lezer... m

9 18 27 36
198 54 396
2.997 108
39.996

45 54 63

90 594 126
135 5.994 189
180 3.564 252
499.995 270 315
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m door Matthijs Coster, Eddie Nijholt, Harry Smit, Michelle Sweering en Bas Verseveldt

Doe mee met de Pythagoras Olympiade! Elke af-
levering bevat vier opgaven. De eerste twee zijn
wat eenvoudiger; onder de goede inzendingen
van leerlingen uit de klassen 1, 2 en 3 wordt een
cadeaubon van Bol.com ter waarde van 20 euro
verloot. De laatste twee zijn echte breinbrekers;
onder de goede inzendingen van leerlingen (tot
en met klas 6) wordt een bon van 20 euro ver-
loot. Per aflevering wordt maximaal één bon per
persoon vergeven.

Daarnaast krijgen leerlingen (tot en met klas 6)
punten voor een laddercompetitie, waarmee
eveneens een cadeaubon van Bol.com van 20
euro te verdienen valt. De opgaven van de on-
derbouw zijn 1 punt waard, de opgaven van de
bovenbouw 2 punten. De leerling met de hoog-
ste score in de laddercompetitie krijgt een bon.
Zijn puntentotaal wordt weer op 0 gezet. Wie
zes achtereenvolgende keren niets inzendt, ver-
liest zijn punten in de laddercompetitie.

Met de bovenbouwopgaven kun je ook een
plaats in de finale van de Nederlandse Wiskun-
de Olympiade verdienen, mocht het via de voor-

DE GOEDE INZENDERS VAN JANUARI 2016
322: Jan Bosma (klas 5), OSG Sevenwolden, Heerenveen;
Jelmer Firet (klas 4), RSG de Borgen (Lindenborg), Leek;
Lisan ten Hove (klas 2), Oostvaarders College, Almere;
Corijn Rudrum (klas 5), RSG Pantarijn, Wageningen; Pim
Spelier (klas 6), Christelijk Gymnasium Sorghvliet, Den
Haag; Paul van de Veen, Enschede.

323: Jan Bosma (klas 5), OSG Sevenwolden, Heerenveen;
Jelmer Firet (klas 4), RSG de Borgen (Lindenborg), Leek;
Pascal Kwanten, Almere; Corijn Rudrum (klas 5), RSG
Pantarijn, Wageningen; Pim Spelier (klas 6), Christelijk
Gymnasium Sorghvliet, Den Haag; Paul van de Veen,
Enschede.

324: Jan Bosma (klas 5), OSG Sevenwolden, Heerenveen;
Jelmer Firet (klas 4), RSG de Borgen (Lindenborg), Leek;
Lisan ten Hove (klas 2), Oostvaarders College, Almere;
Corijn Rudrum (klas 5), RSG Pantarijn, Wageningen; Pim
Spelier (klas 6), Christelijk Gymnasium Sorghvliet, Den
Haag; Paul van de Veen, Enschede.

325: Jelmer Firet (klas 4), RSG de Borgen (Lindenborg),
Leek; Pascal Kwanten, Almere; Peter van der Lecq, Utrecht;
Corijn Rudrum (klas 5), RSG Pantarijn, Wageningen; Pim
Spelier (klas 6), Christelijk Gymnasium Sorghvliet, Den

ronden niet lukken:

aan het eind van elke

jaargang worden en-

kele goed scorende

leerlingen uitgeno-

digd voor de NWO-finale. Niet-leerlingen kun-
nen met de Pythagoras Olympiade meedoen
voor de eer.

HOE IN TE ZENDEN? Inzenden kan alleen per
e-mail. Stuur je oplossing (getypt of een scan
of foto van een handgeschreven oplossing)
naar pytholym@gmail.com. Je ontvangt een
automatisch antwoord zodra we je bericht
hebben ontvangen.

Voorzie het antwoord van een duidelijke toe-
lichting (dat wil zeggen: een berekening of
een bewijs). Vermeld je naam en adres; leer-
lingen moeten ook hun klas en de naam van
hun school vermelden.

Je inzending moet bij ons binnen zijn véér
15 juli 2016.

Haag; Paul van de Veen, Enschede.

Cadeaubonnen: Lisan ten Hove en Jelmer Firet.

Stand laddercompetitie: Pim Spelier (18 p; cadeaubon),
Jelmer Firet (18 p), Anton van Es (15 p), Eline Welling
(15 p), Sander Engelberts (14 p), Frenk Out (14 p),
Oscar Heijdra (13 p), Levi van de Pol (12 p), Marinda
Westerveld (11 p), Tara van Belkom (10 p), Jan Bosma
(10 p), Lisan ten Hove (10 p), Corijn Rudrum (10 p),
Reinier Schmiermann (9 p), Beaudine Smeekes (9 p),
Rainier van Es (7 p), Sebastiaan Ceuppens (6 p), Tjard
Langhout (6 p), Stef Rasing (6 p), Ivo van Dijck (5 p),
Merlijn Hunik (5 p), Laurens Hilbrands (4 p), Antonie
Moes (4 p), Johan van der Marck (3 p), Maarten Stremler
(3 p), Jelle Couperus (2 p), Rinze Hallema (2 p), Matthijs
Pool (2 p), Stijn van Bemmel (1 p), Ludivine Bonvarlez (1
p), Kenny van Dijken (1 p), Famke Driessen (1 p), Tessa
Engelberts (1 p), Tim Groot (1 p), Calista Hainaut (1 p),
Gerben-Jan Hooijer (1 p), Boris Kloeg (1 p), Nora Lahlou
(1 p), Daphné Meyer-Horn (1 p), Lotte Middelberg (1

p), Leon van Mierlo (1 p), Alwin van der Paardt (1 p),
Bram Pel (1 p), Youri Pouw (1 p), Olivier Segers (1 p), Jan
Willem de Waard (1 p), Senne Willems (1 p).
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Hieronder zie je een logo dat een mediabedrijf
groot op een muur wil laten verven. De straal van
elke cirkel is 1 meter. Hoeveel vierkante meter roze
verf is er nodig?

OPGAVE

Leg een aantal munten op
een rij, allemaal met ‘kop’
naar boven. Draai van links
naar rechts eerst 1, dan 2,
dan 3, enzovoort, munten
om (dit zijn de zetten). Je
begint steeds met de vol-
gende munt na de laatst
omgedraaide om een vol-
gende zet te doen. Als je aan
het eind van de muntenrij
bent aangekomen, ga je ge-
woon verder aan het begin
van de rij. Hiernaast zie je
de eerste zeven zetten in het
geval de rij uit twee munten Y
bestaat (met een pijltje is de N
laatst omgedraaide munt
van de zet aangegeven). Je ziet: na deze zeven zetten
liggen alle munten weer met ‘kop’ boven.
a. In hoeveel zetten liggen alle munten weer met
‘kop’ boven, als je start met 1, 3, 4 of 5 munten?
b. Bereik je met elk aantal munten op een gegeven
moment weer de situatie dat alle munten met
‘kop’ boven liggen?

O P AV P

Gegeven zijn drie gehele getallen a, b en ¢ met de
volgende eigenschap: het verschil van twee van deze
getallen is deelbaar door het derde. Bijvoorbeeld de
getallen 2, -3 en 5 voldoen hieraan: het verschil van
2 en -3 is 5 (en dat is deelbaar door 5), het verschil
van 2 en 5 is 3 (en dat is deelbaar door -3) en het
verschil van -3 en 5 is 8 (en dat is deelbaar door 2).
a. Bewijs dat g, b en ¢ niet allemaal positief kun-
nen zijn.

start b LK
zet 1
zet 2 :.
zet 3
zet 4
zets I

zet b6

b. Veronderstel nu verder dat a, b en ¢ ook geen ge-
meenschappelijke factoren hebben (behalve na-
tuurlijk 1 en —1). Is het waar dat één van de drie
getallen gelijk moet zijn aan 1, of 2, of -1, of -2?

P AV -EEE -

In een 5 x 5-bord staat in ieder hokje een lampje.
De lampjes hebben de kleuren groen, blauw en
rood. Aan iedere rij en kolom is een knopje verbon-
den. Bij het indrukken van het knopje dat bij een rij
hoort, worden alle groene lampjes in die rij blauw,
alle blauwe lampjes worden rood en alle rode lamp-
jes groen. Is het vanuit iedere startpositie mogelijk
om een kleur volledig van het bord te elimineren?

DPLOSSINGERH

Joep heeft in een computertekenprogramma een
vierkant getekend. De lengte van een zijde van het
vierkant is 5. Joep selecteert de brush-cirkel, met
straal 1. Met deze brush volgt Joep het vierkant (zie
plaatje links). Hoe groot is het oppervlak dat groen
wordt gekleurd?

/11 5 }

Y
@/ 3

-

AN /

Oplossing. In de rechterfiguur zie je wat je krijgt
als je met de brush-functie het vierkant volgt. De
buitenste 4 hoeken vormen samen een cirkel met
straal 1; de oppervlakte hiervan is n. Het resterende
deel heeft oppervlakte 4 x (5x 1) +5x5-3 %3 =
36. De totale oppervlakte is dus 36 + .
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DPLOSSINGEPE

A en B zijn verzamelingen bestaande uit (niet alle)
positieve, gehele getallen. Het kleinste getal dat in
A zit, is 32. Het kleinste getal dat in B zit, is 63. Er
geldt: als x en y in A zitten, zit ook x + y in A, en als
x en y in B zitten, zit ook x + y in B. Laat zien dat er
een getal bestaat dat in zowel A als B zit.

Oplossing. Wegens de definitie geldt: 32 + 32 € A.
Algemener: 32k € A voor k = 1, 2, 3, ... In het bij-
zonder geldt: 32 x 63 € A. Evenzo geldt: 63m € B
voor m = 1, 2, 3, ... In het bijzonder: 63 x 32 € B.
Conclusie: 32 x 63 = 2016 zit in zowel A als B.
E
[

DPL OSSN GERZ

Een gewone menselijke cel bevat 23 paar chromo-
somen aan genetisch materiaal. Een geslachtscel,
daarentegen, wordt gemaakt door van elk paar op
een willekeurige manier één chromosoom te kie-
zen. Hieronder zijn drie schematische cellen met
chromosomen weergegeven. De eerste cel bevat
drie paren chromosomen. De tweede en derde cel
zijn zogenaamde geslachtscellen. Van elk paar chro-
mosomen bevatten ze slechts één chromosoom.
Stel dat een plaats delict zeven intacte geslachtscel-
len aan bewijsmateriaal oplevert. Wat is de kans
dat het gehele genetische profiel van de persoon in
kwestie achterhaald kan worden? Je mag aannemen
dat elk van de 46 chromosomen verschillend is.

i ;~
D D| b [ b
\C \E) \)

Oplossing. De 23 chromosomen kunnen we noteren
met Aa, Bb, Cec, ..., Ww. In een geslachtscel komt van
elk paar 6f de eerste letter (hoofdletter) of tweede let-
ter (kleine letter) terecht. Er zijn steeds twee mogelijk-
heden. Voor 7 geslachtscellen komt dit neer op 27 =
128 mogelijkheden. Slechts in twee gevallen kan het
oorspronkelijke paar chromosomen niet worden ge-
reconstrueerd, namelijk als 7 maal een hoofdletter of
7 maal een kleine letter terechtkomt in de geslachts-
cellen die dienen als bewijsmateriaal. De kans dat één
chromosoom geschikt bewijsmateriaal oplevert, is dus
_Fzs =%. De kans dat van de 23 paren chromoso-
men de twee verschillende chromosomen (hoofdletter

en kleine letter) voorkomen, is (%)23 =~ 0,6961.

325

DPLOSSINGERH -

Karin ruimt de kerstballen op. Zij
heeft 11 ballen met stralen oplopend
van 13 tot en met 23 mm. Helaas,
één kerstbal breekt. De resterende
kerstballen stopt zij in een koker
met een diameter van 50 mm. De
volgorde is dusdanig dat de hoogte
(gerekend vanaf de bodem van de
koker) van alle kerstballen in de ko-
ker exact een geheel aantal mm is.
Welke kerstbal is gebroken en tot
hoe hoog zijn de kerstballen opge-
stapeld? Ga ervan uit dat de kerst-
ballen in de koker terechtkomen zo-
als op het plaatje hiernaast.

N

Oplossing. In de linkerfiguur hieronder zijn twee
kerstballen getekend die op elkaar worden gesta-
peld. De straal van de onderste kerstbal is u, die van
de bovenste is v. Er geldt: b = 50 - u — v. De schui-
ne zijde van de driehoek is u + v. Uit de stelling van
Pythagoras volgt: h2 = (u+v)2 - (50 - u - v)2, dus
h = 10V(u + v - 25). (Bij de laatste stap kun je ge-
bruiken dat ¢? - b% = (¢ - b)(c + b).) Omdat h ge-
heel is, volgt dat u + v — 25 een kwadraat van een
geheel getal moet zijn. Voor u, v € {13, 14, 15, 16,
17,18, 19, 20, 21, 22, 23} volgt dat dit kwadraat tus-
sen 13 + 14 - 25 =2 en 22 + 23 - 25 = 20 ligt. De
kwadraten 4, 9 en 16 komen in aanmerking. Als
u+v—-25=4,dan volgt (u, v) = (13, 16) of (14, 15);
alsu + v -25=9, dan volgt (4, v) = (13, 21), (14,
20), (15, 19), (16, 18) of (17, 17). (Deze laatste optie
vervalt omdat alle kerstballen verschillende straal
hebben.) Ten slotte, als u + v - 25 = 16, dan volgt
(u, v) = (18, 23), (19, 22) of (20, 21). De kerstbal
met straal 17 komt nergens voor. Voor de andere
kerstballen geldt dat de kerstballen met straal 22 en
23 slechts eenmaal voorkomen en de andere kerst-
ballen precies
tweemaal. Uitein-
delijk vinden we
(22, 19), (19, 15),
(15, 14), (14, 20),
(20, 21), (21, 13),
(13, 16), (16, 18)
en (18, 23), zie de

h
rechterfiguur. De "
hoogte is 325 mm. v
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Pythagoras stelt zich ten doel jon-
geren kennis te laten maken met
de leuke en uitdagende kanten van
wiskunde. Pythagoras richt zich tot
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anderen die jong van geest zijn.

Internet www.pyth.eu
Hoofdredacteur Derk Pik
Eindredacteur Alex van den Brandhof
Redactie Matthijs Coster,

Jeanine Daems, Jan Guichelaar,

Klaas Pieter Hart, Paul Levrie,

Marc Seijlhouwer

Vormgeving Grafisch Team Digipage,
Leidschendam

Druk Drukkerij Ten Brink, Meppel

X
[«
X

Onlangs heeft GeoGebra een grafische rekenmachine-
app voor Android ontwikkeld. De app is er nog niet
voor de iPhone, maar dat zal waarschijnlijk niet lang
meer duren. De functionaliteit lijkt nogal op die van
GeoGebra. Veel van wat met de grafische rekenma-
chine mogelijk is, kan deze app ook, en meestal snel-
ler. Op meetkundig gebied is de app weergaloos goed.

Je kan met je vinger een ruwe schets van een meet-
kundige figuur, zoals een driehoek, tekenen, waarna
de app je schets verandert in een scherpe tekening.
Ook statistisch is veel mogelijk.

Alleen een ingewikkelde functie zoals |, et dt is
niet in beeld te krijgen. Dit is op een gewone grafi-

sche rekenmachine wel te doen.
Al met al een leuke app, waarbij je wel behoorlijk aan
de GeoGebra-bediening moet wennen.
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Genootschap (KWG)
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OEIS A000041

1,1,2,3,5,7,11,15, 22,
30,42,56,77,101, 135,
176, 231, 297, 385, 490,
627,792, 1002, 1255,
1575, 1958, 2436, 3010,
3718, 4565, 5604, ...

De rij hierboven geeft de zogeheten ‘partitiegetallen; waarover het artikel
op pagina 11 gaat. De zesde term, a5 (de eerste term is, per definitie, a),
is gelijk aan 7, omdat er zeven partities van 5 bestaan, namelijk

{1,1,1,1,1}, {2, 1, 1, 1}, {2, 2, 1}, {3, 1, 1}, {3, 2}, {4, 1} en {5}.

Het is bekend dat er oneindig veel even partitiegetallen bestaan, maar het
is bijvoorbeeld een open probleem of er oneindig veel partitiegetallen be-
staan die deelbaar zijn door 3.




